ZYGMUNT JANISZEWSKI.

0 rozcinaniu plaszczyzny przez kontinua.

(Sur les coupures du plan faites par des continus).

WS TEP.

Pytania, ktére sobie mozemy postawi¢ przy badaniu danej figury geo-
metrycznej, sq dwojakiego rodzaju: jedne dotycza figury samej w sobie,
drugie jej stosunku do reszty przestrzeni. Drugi rodzaj badan jest
naturalnie zalezny od pierwszego.

Badaniom topologicznym pierwszego rodzaju poswigcilem mg prace do-
ktorskg V; badaniom drugiego rodzaju poswigcam prace niniejsza. Zajmujeg
si¢ mianowicie w tej pracy dwoma pokrewnemi sobie pomcnamx ograni-
czenia i rozciecia 2.

') Sur les continus irreductibles entre deux points. Thése, Paryz 1911
(wydrukowana takze w ,Journal de I'Ecole Polytechnique* (2} 16, 1912); bede ja cytowat
krétko : These.

*) Pojecie ograniczenia (frontiére) zostato wprowadzone, o ile wiem, przez Jord a-
na (Cours d’Analyse t. I, wyd. 2). Jordan tez zajmowal si¢ rozcinaniem plaszczyzny
w swem stawnem twierdzeniu o linii zamknigtej. Rozcinaniem plaszczyzny ogélnie (Gebiets-
teilung) zajmowat si¢ systematycznie Schoenflies (Bericht, t. II). Jednak dopiero Ma-
zurkiewicz pojecie rozcigcia wyodrebnit i uczynit zen metode badania przez okreslenie
go dla kontinuéw wogéle (a nie tylko dla ptaszczyzny), oraz wprowadzenie pojecia
rozcigcia nieprzywiedlnego.

Pojecie rozcigcia Mazurkiewicza nabiera swego rzeczywistego znaczenia dopiero
przy badaniach wychodzacych poza ptaszczyzne, tak ze w pracy niniejszej pojecie to nie
wystepuje (przynajmniej jawnie): rozcinanie plaszczyzny jest tu rozumiane tak, jak u Schoen-
fliesa. Uwazalem jednak za stosowne wspomnie¢ o niem na tem miejscu, gdyz przeszio
roczna znajomo$¢ z ideami Mazurkiewicza (nie ogloszonemi drukiem dotych-
czas) wplyneta na méj sposéb ujmowania tych zagadnien.

Prace mat-fiz, t. XXVL -
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12 Zygmunt Janiszewski. (2)

Chcac, aby praca mogta by¢ czytana bez zadnego przygotowania, oraz
ze wzgledu na wprowadzenie niektérych terminéw i poje¢ nowych (lub w zmie-
nionej formie), poswigcam pierwsze dwa rozdziaty okresleniom i badaniom
przygotowawczym. Zawierajg one w czgsci rzeczy znane, tylko ujete w formie,
ktéra wydawata mi si¢ najodpowiedniejsza dla mego celu.

Z tych tez wzgledow nie cytuje¢ nigdzie autorow, u ktérych znajdujg sig
podawane tu twierdzenia, lub analogiczne de nich. Zaznaczg tylko, ze wiele
z nich, aczkolwiek inaczej udowodnionych, znajduje si¢ u Schoenfliesa
w ,Bericht iiber die Entwickelung der Lehre von den Punkt-
mannigfaltigkeiten® t. II; oraz, ze metoda ,siatki* szescickatéw, ktdrej
poswiecitem rozdziat II, jest metodqg C. Rungego, tylko ze Runge uzywa
kwadratow zamiast sze$ciokgtéw; wprowadzenie tych ostatnich upraszcza
nieco zastosowanie metody.

Okreslenia, podane w rozdziale I, zmienitem co do formy o tyle, Ze, sto-
sownie do celu pracy na pierwszy plan wysunelem pojecie ograniczenia, oraz
o tyle jeszcze, ze staratem si¢ jak mozna najdtuzej by¢ zupetnie ogélnym: nie
wprowadzam tez zadnych zalozen co do przestrzeni az do § 7, od ktérego po-
czawszy, ograniczam badania do ptaszczyzny euklidesowej.

W tego rodzaju badaniach bowiem wtasnosci topologiczne przestrzeni,
w ktorej figura jest rozpatrywana, grajq rolg zasadnicza, i wiele twierdzen prze-
staje by¢ prawdziwemi przy przejsciu np. do przestrzeni tréjwymiarowej. Inne
wiasnosci przestrzeni (rzutowe i metryczne), rozumie sig, na prawdziwos$¢é twier-
dzen wplywa¢ nie moga; ze jednak wiasnosci topologiczne prze-
strzeni sg zawarte w pewnikach, dotyczacych pojecia (nie to-
pologicznego) prostej, i poniewaz wystowienie dowod6éw jest prostsze
przy positkowaniu si¢ wiasnosciami miarowemi (a te znéw sg najprostsze
w Geometryi euklidesowej), wigc dlatego takie przedstawienie rzeczy byto
wskazane.

Rezultaty, bedace celem niniejszej pracy, zawierajq rozdziaty III i IV.
W szczegolnosci ostatnie dwa twierdzenia, A i B, o ile wiem, przez nikogo
podane nie byly. ;

ROZDZIAL I

Okreslenia. Wiadomos$ci wstepne.
§ 1. Kazda dana mnogos¢ 9K, jesli wogdle punkty zawiera (nie jest

prézna, nie jest zerem), a nie zawiera wszystkich punktéw przestrzeni,
dzieli przestrzen na dwie czg¢sci: mnogos¢ punktéw nalezacych do 9% i mno-

R



(3) O rozcinaniu plaszczyzny przez kontinua. 13

gos¢ punktéw do O nie nalezacych. Czyli, oznaczajac przez  mnogosé
wszystkich punktéw przestrzeni, przez 0 zas mnogos$¢ prozng,

%= O | (B — M) D,

Mnogos¢ » — 9 nazywamy wuzupelnieniem danej mnogosci 9. Gdy
o == 0, M == 2,
wzOr ten przedstawia podzial prawdziwy przestrzeni na dwie rézne od zera
mnogosci; wzor jest jednak oczywiscie prawdziwy zawsze.
Podzial ten posiada wlasnos¢, ze zaden punkt nie nalezy do obu czgsci:
mnogos¢ punktow wspélnych mnogosci 9 i % — 9 jest prozna: -
M X (B — M) = 0.

§ 2. Oznaczmy wzajemng odlegtos$¢ dwu dowolnych punktéow A
i B przestrzeni przez p (4, B). Wiemy, ze jest to liczba dodatnia (rze-
czywista, skonczona, rézna od zera). Mozemy jednak rozszerzy¢ zastosowa-
nie tego pojecia i méwi¢ o odleglosci punktu od samego siebie, nadajac jej
wtedy - i tylko wtedy—warto$¢ zero. p (A, B) jest to wigc funkcya dwéch
punktow o nastgpujacych wtasnosciach:

p(4, B) >0, gdy 4= B;
p(4, 4) =0.

Ten sam symbol odleglosci bedziemy stosowali i do mnogosci, rozumie-
jac przez odlegtos¢ dwéch mnogosci dolny kres odleglosci par
punktéw, z ktorych jeden punkt nalezy do jednej, a drugi do drugiej mno-
gosci, t. i.

p (4, ®) = min p (4, B),
ACa B( 82

Mamy w@qc zawsze ¢ (4, B) > 0,
oraz ¢ (4, 8) =0,
gdy axa8=0.

Koto o srodku 4 i promieniu a, t. j. mnogos$¢ wszystkich punktéw, kto-
rych odleglos¢ od punktu 4 jest réwna @ lub mniejsza® od @, oznaczam
przez € (4, a).

') Okreslenia $ciste wszystkich uzywanych znakéw znajduja sie na koficu rozprawy.
) Znak ( czytaj: ,jest zawarte®.
%) Moéwimy tu o kole, nie o okregu kota.

- 143 —



14 Zygmunt Janiszewski. (€))

To znaczy, ze wzory
SC&((4,a)

i P (S, A) L a

sq rownowazne, t. j. dla kazdego punktu S albo oba prawdziwe, albo oba fat-
szywe. Stagd mozemy wyciggnac zwigzle okreslenie kota w jednym wzorze:

S(4,a) =185 0<a,

ktéry sie czyta tak: koto jest to mnogosé wszystkich punktéw S, ktére spel-
niajq warunek:
p(S, H<a

Z okreslenia kota wynika bezposrednio
&4, a) ) &4, D),
gdy a > b.

Symbol kota okres§limy jeszcze nieco szerzej, a mianowicie bgdziemy

oznaczali
S (4, a) ={8{,5q) <a>

t. j. mnogos¢ punktéw S, spetniajacych nieréwnosé¢

p(S,9) <a
Mamy tu podobniez:
2(8,a)) ©(4,9)
dla a' > b

§ 3. Powr6¢my do podziatu przestrzeni na rézne rodzaje punktow
wzgledem danej mnogosci 9. Mozemy teraz uskuteczni¢ podziat subtelniej-
szy, a mianowicie rozdzieli¢ punkty przestrzeni na trzy rodzaje: wewngtrz-
ne, zewnetrzne i ograniczenia danej mnogosci.

Punktem wewnetrznym dla mnogosci 9 nazywamy kazdy punkt P,
dla ktérego mozna znale$¢ takie (dostatecznie mate) a, ze

S (P, a) ( oK,
gdzie a > 0.

Punkt wewnetrzny musi wigc zawsze naleze¢ do 9R.

Punktem zewnetrznym dla mnogosci O nazywamy kazdy punkt P, dla
ktérego mozna znales¢ takie a, ze

st Sl ==
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g(P, a) X O =
(czyli ©(P,a) ( & — 9N),
gdzie Q. 2> 30k

Punkt zewnetrzny nigdy nie moze naleze¢ do r'hnogos’ci, t. j. nalezy do
jej uzupetnienia.

Punkty, ktére nie sq ani wewngtrznemi, ani zewngtrznemi, nazywamy
punktami ograniczenia. Punkt ograniczenia jest to wigc taki punkt, ze w kaz-
dem kole, zakreslonem okoto niego, znajdujq si¢ punkty nalezace i pun-
kty nie nalezgce do danej mnogosci. Sam punkt ograniczenia moze do
niej naleze¢ lub nie nalezed. g

Mnogos¢ wszystkich punktéw ograniczenia danej mnogosci 9 (bez
wzgledu na to, czy ktéry z nich nalezy, czy tez nie nalezy do 9R) nazywamy
ograniczeniem mnogosci 9 i oznaczamy przez symbol 3§ (9R).

Rozktad przestrzeni na te trzy mnogosci punktéw wewnetrznych, ze-
wnetrznych i ograniczenia przedstawia sig tak:

B = (M — F(ON)) 4 (B — M — § (9)) 4 § ().

gdzie zadne dwa z tych sktadnikéw mnogosci % nie majg ze sobg punktéw
wspolnych. Jednak nie wszystkie te sktadniki muszg rzeczywiscie istniec.
Moze by¢
M — § (M) = 0,
t. j. M ( F (M),

czyli mnogosé 9L moze nie posiada¢ punktéw wewngtrznych?.

Mnogos¢ 9 nazywa si¢ domknietq, gdy wszystkie punkty ograniczenia
nalezg do niej, t. j. gdy

M ) F (M)

Bedziemy nazywali domknigciemm mnogosci dodanie do niej jej ograni-
czenia i sume te oznacza¢ bedziemy przez kresk¢ poziomg nad symbolem
oznaczajacym mnogos¢, t. j.

M 4 F(9N) = 9K,
Dla mnogosci domknigtej mamy oczywiscie
M = ?)'IZ‘ i

§ 4. Nazywamy mnogo$¢ spdjng, gdy si¢ nie da rozlozyé¢ na dwic
mnogosci nie prézne, nie posiadajagce po domknigciu punktéw wspdl-

') Taka mnogo$¢ w terminologii Schoenfliesa nazywa si¢ nigdzie nie gesty.

i G



16 Zygmunt Janiszewski. ‘ (6)

nych. Mnogos¢ Ot hedzie przeciwnie niespdéjng, gdy mozna znales¢ ta-
kie 9, i 9OR,, ze

M, ==0, M,=0,

o, (oS o,

O, X Oty = 1),

Mnogos¢ domknieta i sp6jng nazywamy kontinuum.

Pojeciem posredniem miedzy mnogoscig sp6jng a kontinuum jest semi-
kontinwum: jest to taka mnogos¢, ze kazde dwa jej punkty dadza sie pola-
czy¢ kontinuum w niej zawartem.

Semikontinuum jest oczywiscie spojne. Przypusémy bowiem, ze dane
semikontinuum § jest niespojne, t. j. ze istniejg takie 8, i §,, ze

(a) 80, $=0,
(b) §=8 48,
(©) 8 X8, =0

Biorac, co jest mozliwe ze wzgledu na (a), dwa punkty

(d) Sy €8y,

(e) 1) 51 8,

oraz taczac je kontinuum X, t. j.

® L #YS+ 8,
i

(® * 3,

otrzymujemy rozktad kontinuum ¥ na dwie mnogosci (mnozgc tozsamos¢ (b)
obustronnie przez K i pamietajac, ze ze wzgledu na (g) mamy

8 X & = &),
bez punktéw wspdlnych, a mianowicie

(h) X = (K X §) + (& x 8,).
Zwazywszy, iz

KX S (XX (=12),

oraz, z okreslenia kontinuum,
¥ ot == JC,

zastosujmy do iloczynu obu sktadnikéw, na ktéresmy roztozyli J (wzér (h)),
wz0r (c)

- s



(7) O rozcinaniu ptaszczyzny przez kontinua. 17

@TXS) X (HXS) C(HXE)x (HXS)(F X§ =0
czyli

(i) (X E) X X &) = 0.
Wreszcie, wedtug (d) i (f)

) *x 88 =0,

a wedtug (e) i (f)

(k) Hx$)S,=E0

Wzory (h), (i), (j) i (k) oznaczaja, ze & jest niespdjne, co jest w sprzecz-
nosci z okresleniem mnogosci K, jako kontinuum. Wigc kazde semikontinuum
jest spéjne. .

§ 5. Punktem odosobnionym mnogosci O nazywamy taki jej punkt P, ze
(a) O —=P) X P =0,

gdzie oM D PO,
Kazdy punkt mnogosci 9% nie odosobniony wzgledem 9K, nazywamy
punktem skupienia mnogosci 9IL; symbolicznie wigc punkt skupienia okre-

$la si¢ wzorem
oM —P)P

(gdzie wz6r ten jest negacya wzoru (a) i zawiera warunek 9% ) ).

Mnogos¢ wszystkich punktow skupienia 9% nazywamy pochodng mno-
gosci O i oznaczamy przez 9R'. Z okre$lenia punktu skupienia wynika, ze

M — M ( M/,
a wigc M = M 4 O,
Wzér (a) mozemy napisac:
{(O — P) + § (9 — P)} X P =0,
co oczywiscie jest rownowazne dwom tozsamosciom
; (M — P) x P=0,
(N —P) X P =0,

z ktérych pierwsza moéwi, ze punkt P nie jest wewnetrzny dla mnogosci
9 — P (bo musialby naleze¢ do niej, gdyby by! wewngtrzny); a druga, ze
P nie jest punktem ograniczenia dla 98 — P; P jest wiec zewngtrzny, t. j.
istnieje takie a, ze

(b) S(P,a) X (O — P) =0,

) Punkt nazywamy odosobniénym, chocby 91X — P = 0, t. j. nawet gdy 91 skia.
da si¢ tylko z jednego punktu P.

— 47 —



18 Zygmunt Janiszewski (8)

Odwrotnie, jesli zachodzi wzér (b), t. j. punkt P jest zewnegtrzny dla
oM — P, to mozemy rozumowanie powyzsze przebiedz w kierunku odwrot-
nym i otrzymamy wz6r (a), jako wynik wzoru (b). Wiec wzory (a) i (b) sg
rownowazne i wzor (b) mozemy przyja¢ za okreslenie punktu odosobnione-
go; w stowach tak ono brzmi:

Punktem odosobnionym danej mnogosci nazywamy taki jej
punkt, z ktérego mozna opisa¢ koto dostatecznie mate, aby nie zawierato,
procz punktu rozpatrywanego, zadnych innych punktéw mnogosci.

Punktem skupienia wigc danej mnogosci nazywamy taki punkt P
(nalezacy do niej, lub nie nalezgacy), ze w kazdem kole o $rodku P ist-
niejg punkty danej mnogosci, rézne od P.

Wynika stad, ze jezeli dla danego ciggu punktéw

A} ol §8 5 TR A J %),

zachodzi wzor
lim p (4, 4,) = 0,
=00

to A jest punktem skupienia tego ciggu; gdy A jest jedynym punktem sku-
pienia ciggu uwazanego, bedziemy go nazywali punktem granicznym ciagu
i oznaczali symbolicznie:
lim 4, = A.
Teraz mozemy poda¢ parg¢ wzoréw, dotyczacych odlegtosci punktu, lub
mnogos$ci, od mnogosci. :
Wedtug okreslenia punktu zewnetrznego, jego odleglo$¢ od mnogosci
uwazanej jest wigksza od zera. Odwrotnie, gdy
p (P, 20) > 0,
to oczywiscie ©(P,a) X M =0,
gdzie a < p (P, 9,
czyli punkt P jest zewnetrzny dla OR.
Stad wynika, ze punkty wewngtrzne i ograniczenia kazdej mnogosci,
znajduja sie w odlegtosci zero od niej, i odwrotnie, t. j. wzory
P 9%
i e (P, 9]’6) e 0
sa rownowazne D,
§ 6. Z okreslenia granicy, zupelnie symetrycznego wzgledem mnogosci
danej i jej uzupetnienia, wynika
(1) F(9M) = F (3 — 9MN).

') Moznaby wigc podac takie okreslenie: O = | P} o (B oR) =0 czyli 9N = S (O, 0).
et
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Wygodnie jest mie¢ ograniczenie § (9R), wyrazone przez mnogosci 91T
i % — 9N, Osiggamy to, positkujgc si¢ wzorem (1). Mamy mianowicie obok
wzoru
M + F (M) = 9K,
wzor
E— M) FFON) =3 = 9.,

Pomnoézmy je stronami; otrzymamy:
M X (B — M) 4 (F (M) X [(2 — M) 4 M + F(M)]) = M X (T — 9M);
ZWazywszy, ze M X (T — M) = 0. .
oraz 52— M4 IM 4 F(M) = &,
otrzymujemy szukane wyrazenie na ograniczenie:
2 (M) = M X (T —9M).

Twierdzenie I. Ograniczenie mnogos$ci domknigtej jest
mnogos$cig bez punktow wewnegtrznych, t. j. gdy

(a) D ) R (‘D)’
to R (D) CX(5(I)).

Rzeczywiscie, gdyby mnogos¢ & (D) zawierala punkt wewngtrzny ! P

t. j. gdyb
! : (D)) (P a)

przy a dostatecznie matem, to z (a) wynikloby
D) &(Pa)

i punkt P bytby wewnetrzny dla 9, a wigc nie bythy punktem ograni-
czenia, wbrew zalozeniu.

Uwaga. Nie dodajac zadnych zalozeri co do przestrzeni, mozemy je-
szcze wypowiedzie¢ o ograniczeniu tylko tyle:

to i ) =3F(5(9)),

oraz, gdy D) F9D),

) Wewnetrzny wzgledem siebie, nie za$ wzgledem 9, bo to jest wykluczone przez
okreslenie ograniczenia.

Prace fiz-mat., t. XXVL 3
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20 Zygmunt Janiszewski. (10)

to (czego dowodzimy, domykajac najprzod obustronnie wzér powyzszy)
D) F(XK(D)).

Potrzebng nam bedzie jeszcze nastgpujgca wiasno$¢ ograniczenia, ktéra
nie zaktada zadnych specyalnych wiasnosci przestrzeni.

Dla dowolnych dwéch mnogosci @i & zachodzi wzér
3) @+ 8) CFED+ 3@
Ze wzoru (2) mamy bowiem : ;
@ FO+H=TFTHxF—OF ) =@F®)xEF—@F8).
Lecz 22—+ ®)=@=—3)—8=@G@—QX([E—8),"

a wigc: Q4B =[2—q) X (53—B)| ((BE—a) X (B—8).
Podstawiajac to we wz6r (a), otrzymujemy:
FA+B) (@+HXEF-axXE—8);
roztwierajac pierwszy nawias i stosujac wzor (2) do & i do 8,
3AO+®)CIBE@XE—H]4(5® x F— 9],

skad, stosujgc do prawej strony dwa razy wzér

M X O ( 9N,
otrzymujemy wzor (3).

§ 7. Dotychczas nie zrobiliSmy zadnego zatozenia co do wiasno-
$ci przestrzeni, procz tego, ze kazdej parze punktow odpowiada pewna
liczba dodatnia, ktérg nazwaliSmy odlegtoscig. By si¢ posuwaé da-
lej, trzeba przyjmowac coraz to nowe zalozenia. Nie chcac wdawaé sig tu jed-
nak w analiz¢. jakie zalozenia specyalne sg konieczne i dostateczne dla réz-
nych twierdzen tego paragrafu, zakladamy odrazu, ze przestrzefi nasza jest

ptaszczyzng euklidesowa ¥, i poprzestajemy na podaniu potrzebnych nam
twierdzen, opuszczajac dowody, jako ogélnie znane *.

1) Jest to wzér de Morgana z Logiki.

?) Zauwazymy tylko, ze podane w tym paragrafie wzory s3 prawdziwe dla kazdej
przestrzeni, bedacej klasg (E) Frécheta ,compacte* i sp6jng (por. Sur quelques points du
calcul fonctionnel. Thése, Paris 1906, lub Rend. circ. Pal.); por. Thése, Note I

%) Por. Theése, oraz Jordan, Cours d’Analyse t. I, wydanie 2-gie lub 3-e.

— §50 —
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L (4) p(4, B)4+p(4, C)>p(B0),
skad wynika ciggtos$¢ funkcyi odleglosci, t.j. gdy
lim B, = B,

(5) to lim p (4, Bx) = p (4, B);

stad zas wynika: RS i,

(6) p (9, ®) = p (4, B).

I1.Dla danych dwoéch mnogosci ograniczonych €& i & istniejq takie punkty _A i B, ze

AC8, B( %,

i p (A, B) = p (9, #).
Stad bezposrednio wynika, ze gdy

ﬁ b4 EB_E O,
to (9, #) > 0.
Mozemy teraz uogélni¢ wzor (4):
#) p(4, %) +p(4,C)=>p )N
Rzeczywiscie mamy:
(a) : p (A) ®) =p (4, B),
gdzie 19
(b) B ( #;
(©) p(d,€)=p(4,0)
: gdzie
(d) CCes
oraz
(e) : p i, Q) =yp (B, C)
gdzie g
() By C %,
(®) G, (€.
Ze wzoru (4) mamy :
(h) o4, B)+p(4,C)>p (B C).

Ze wzordw za$ (b), (d), (e), (6) i z okreslenia odleglosci dwdch mnogosci
jako dolnego kresu odlegtosci zawartych w nich punktéw, wynika

(i) o (B, C)> p (B, C).

) Lecz nie: ¢(&, )+ ¢ (&, &)= (R, @)!

o M -
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Ze wzordéw (h) i (i) wynika
p(4, B)+p (4, C) >p (By, Oy,
skgd, podstawiajgc za wyrazy tej nier6wnosci ich wartosci, otrzymane ze wzo-
réw (a), (c) i (e), otrzymujemy szukany wzor (4').
§ 8. Przypominamy jeszcze nastgpujace wiasnosci ograniczenia

mnogosci:
1) Gdy M=E=0i M=ES,
to § (91 == 0.
2) Ograniczenie jest mnogos$cig domknigta:
& (90) D (& (9N)).

3) Kontinuum, tgczgce punkt danej mnogosci z punktem
jejuzupelnienia, zawierai punktograniczeniadanejmnogos$ci.

Wreszcie cytujemy tu nastepujace twierdzenie, ktére ciggle bedzie nam
potrzebne:

4) Semikontinuum, zlozone ze wszystkich tych punktow
danego kontinuum @, posiadajacego punkty wspélne z mno-
gosciag domknigtg 9, ktére dadza sie polgczy¢ z danym na
@ — 9 punktem 4 przez kontinua, zawarte w € — 9, posiada
po domknigciu punkty wspolne z V.

Do oznaczenia takiego semikontinuum uzywam symbolu

0;: (A) Ei— @)1
ktory si¢ czyta: semikontinuum (¢ oznacza kontinuum, a ¢'—semikontinuum)
nasycone (co oznacza s u dotu, od francuskiego ,saturé“), zawierajace A i za-
warte w € — D. Takie semikontinuum zawsze istnieje, gdy € jest kontinuum,
® mnogoscig domknietg, a A zawarte w @ — 9; mamy bowiem:
Cs (4; @ — D) = M ({6 (4, e—D)}),

gdzie M oznacza sume rozciggnietg na wszystkie kontinua ¢ (4, € —9), ta-
kie za$ kontinua istniejg. W rzeczy samej: poniewaz 4 jest punktem uzupet-
nienia domknigtej mnogosci D, wiec

p(4,9) >0
i S (4 bo (D) ( B—9,
wige (4, 4p4,9)xeC(C—92

') Por. Thése, Chap. II § II (str. 45) oraz mg notg: Démonstration d'une propriété des
continus irreductibles entre deux points (Bulletin de I’Académie des sciences de Cracovie.
Novembre 1912). :

i JO
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Pierwsza cze$¢ tego wzoru musi zawiera¢ kontinuum, zawierajace
punkt 4. To kontinuum, zawarte w € — 9 wedlug ostatniego wzoru,
jest wiec:
~ Wreszcie wiadomo. ze kazda pochodna, 9R', i mnogos¢ po domknigciu,
I, sg w ptaszczyznie mnogosciami domknigtemi:

M = O ;

stagd wigc wynika:

Mnogos$¢ spojna,a w szczegdlnosci semikontinuum, dajg
po domknieciu kontinuum.

Ta wtasno§¢ mnogosci 9T pozwoli nam udowodni¢ jedng wlasnos¢ jej
ograniczenia: SE:
(7) 3,(9M) C F (M),
Mamy bowiem:

F(@N) = M X (3 — M) = M X (B — M)
Zas  F(9M) = M x (B — 9N).
Poniewaz oczywiscie
M (B~ M,

wigc (domykajac obustronnie)
% __ Ok ( T —9R.

Mnozac obustronnie ostatni wzér przez 9, otrzymujemy po lewej stro-
nie § (9R), po prawej zas & (IR), a wigc wzor (7).

ROZDZIAL L
O wielokgtach aproksymacyjnych.

§ 1. Wszystkie mnogodci, ktére odtagd bgdziemy rozpatrywali, znajdujg
si¢ w skoriczonosci, t. j. mozna znales¢ takie koto, w ktérem one sg zawarte.

Z twierdzenn Geometryi elementarnej bedziemy si¢ tu opierali w szcze-
golnosci na nastgpujacem:

Wielokat (nie przecinajgcy samego siebie) rozcina pta-
szczyzng na dwie czgSci; t. j. ze wszystkie punkty ptaszczyzny, nie na-

") Poréw. Thése, Ch. I § V, th. IV (str. 22).

sy §5Y ==
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lezgce do danego wielokata — nazwijmy go II') — dadzg si¢ podzieli¢ na dwa
zbiory takie, ze dwa punkty, nalezace do jednego zbioru, dadzg sig polgczy¢
linig famang ?, nie posiadajacaq punktéw wspélnych z I7; za§ dwa punkty, na-
lezace do réznych zbior6w, takg linig potaczy¢ sie nie dadza. :

Poniewaz oczywiscie kazde dwa punkty, wzigte dostatecznie daleko, da-
dzg si¢ polaczy¢ linig nie przecinajaca II, wiec wszystkie beda nalezaly do
jednego i tego samego z dwu poszczegélnych zbiorow. Nazwijmy go czgscig
plaszczyzny, lezacq po stronie zewnetrznej wielokata I7, albo krocej:
lezaca zewngtrz II. Drugi zbi6r, pozostaly, bedzie lezat w skoficzonosci;
nazywamy go czescig ptaszczyzny, lezacq po stronie wewngtrznej wielo-
kata 77, lub krocej: wnetrzem wielokata /7.

Dla oznaczenia tych mnogosci bedziemy si¢ postugiwali symbolami:
W (/7 ) dla wnetrza wielokata IT i 38 (I7)—dla strony zewngtrznej wielokata 7.
Wogdle przez symbol
984 (9K)
bedziemy oznaczali mnogo$¢ punktéw uzupelnienia danej mnogosci 9%, da-
jacych sie potaczy¢ z danym punktem A tegoz uzupelnienia przez kontinuum
bez punktéw wspélnych z 91T; t. j.

W (M) = G5 (4, 2 — 9M).

Wskaznik oo oznacza, ze . jest wzigte dostatecznie daleko, poza grani-
cami wykonywanych konstrukcyj; poniewaz dla wielokatéow oprocz I8 (I7)
istnieje tylko jedno semikontinuum 384 (II), wiec jest ono jednoznacznie okre-
Slone (przez to, ze nie jest W (IT)); mozemy oznaczal je poprostu przez
W (I7), nie wymieniajac zadnego zawartego w nim punktu. Mnogos¢ punktow
wnetrza wielokata 7/ wraz z punktami samego wielokata /7 (z ktdérg bgdziemy
mieli czg$ciej do czynienia®) otrzymamy, domykajac wnetrze wielokata I7;
bedzie wiec ona przedstawiona przez symbol

W (1) =W II) -+ II.

') Bedziemy stale oznaczali linie, ztozone z odcinkéw prostych, przez wielkie litery
greckie. /

) Jak si¢ przekonamy w konicu § 3, warunek, aby linia taczaca byfa tamana, nie jest
ograniczeniem; moglibySmy powiedzie¢: ,,dadza si¢ polaczy¢ kontinuum®, t. j. istnieje kon-
tinuum, zawierajgce oba punkty, bez punktéw wspélnych z I1.

%) Poniewaz okre$lenie stowami mnogosci 9% (/1) jest diugie, bedziemy tam, gdzie
nastepujace wzory mysl dostatecznie objasnia, nazywali ja poprostu wnetrzem, tak samo,
jak i mnogos¢ Wy (/I); gdzie bedzie za$ potrzebne wyrazenie Sciste, tam bedziemy jg nazy-
waé: wnetrzem w szerszem znaczeniu

- {94
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Opieramy si¢ przytem na twierdzeniuV, ze // jest ograniczeniem
jednej i drugiej z dwoch cze¢s$ci swego uzupetnienia:

§ (W () = F (W) = 1.

Bedzie nam potrzebne nastepujgce

Twierdzenie II. Jes$li punkt 4 i wielokat I, lezq po rdénych
stronach wielokgta II,, to I, i 4 lezgq po jednej stronie wielo-
kata I7,.

Potgczmy punkt 4 odcinkiem prostej z najblizszym do niego punktem P,
na I/, ; odcinek AP, nie zawiera wigc précz P, zadnego punktu wielokata I7,.
Wedtug zatozen twierdzenia, AP, musi przecigé I7, przynajmniej w jednym
punkcie, P,. Odcinek AP,, bedacy czgscig odcinka AP, nie zawiera zadne-
go punktu wielokata /7,; t. j. punkt P,— a wigc i cate I/,—lezy po tej samej
stronie wielokata 7/,, co i 4, co nalezalo udowodnic.

Biorgc 4 dostatecznie daleko, otrzymujemy

Wniosek. Jezeli II,lezy po stronie wewngtrznej wielokata I,
to II, lezy po stronie zewnetrznej wielokata I7,.

Uwaga. Gdy 4 i //,leza po jednej stronie wielokata II,, to stad
nic o potozeniu A 1 71, wzgledem /7, wywnioskowa¢ nie mozna.

§ 2. Pokryjmy ptaszczyzng rownemi foremnemi szosciokatami o boku a
tak, aby kazdy punkt plaszczyzny, nie lezacy na zadnym szeSciokacie, lezat
wewnatrz jednego i tylko jednego z nich. Wiadomo, ze to uczyni¢ mozna:
kazdego boku pierwszego zbudowanego szesciokata uzywamy za podstaweg
do zbudowania nowego szesciokata; boki tych nowych szesciokatéw, o ile nie
83 juz wspolne dwém zbudowanym szesciokatom, stuza nam znowu za pod-
stawy do budowy dalszych szesciokatow i t. d.

Tak zbudowang lini¢ bedziemy nazywali siatka szes$ciokatow
o boku a i oznaczali przez £,.

Zauwazmy, ze dwa szeSciokgaty siatki albo nie majg wcale
punktow wspélnych, albo majg wspélny jeden bok.

Punkty siatki, lezgce wewnatrz bokéw szesciokatéw, naleza do dwéch,
a punkty bedgce wierzchotkami—do trzech szesciokatéw. Te ostatnie tylke
sg punktami rozgalezienia rzedu 3 (t. j. s3 one wspoélnemi koficami trzech
odcink6w, nie majacych wigcej punktéw wspélnych); punkty siatki, lezace we-
wnatrz odcinkéw, sg zwyktemi (t. j. rzedu dwa) 2.

Twierdzenie III. Ograniczenie mnogos$ci wszystkich pun-
ktow lezacych - we wnetrzach (w szerszem znaczeniu) danych

') P. Schoenflies, Bericht, t. II, Kap. IV.
?) Por. Thése, Chap. IV § L

oy §59 —
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n szesciokatow siatki sktada sie ze skoficzonej (< mn) licz-
by wielokgqtow, zawartych w siatce, bez punktéw wspoél-
nych.

Oznaczmy te mnogos¢ przez &,

Ograniczenie mnogosci & musi by¢, wedltug wzoru (3) rozdziatu I, za-
warte w sumie ograniczen wngtrz szesciokatow, z ktérych punktéw sie sktada,
t. j. w sumie samych szesciokatow siatki:

8 (W) C L.

Mnogos¢ & (&) wigc jest linig tamang, sktadajacq sie ze skonczonej licz-
by (< 6 m) odcinkéw prostych. Pozostaje nam dowies¢, ze te odcinki tworzg
wielokaty. Wystarczy do tego udowodni¢, ze wszystkie punkty § (&) sg zwy-
kte (t. j. rzgdu 2). Jest to widoczne dla tych punktow § (&), ktére lezg we-
wnatrz bokéw szesciokatow. Punkty, bedace wierzchotkami (t. j. punkty roz-
gatezienia siatki rzedu trzeciego), nalezg do trzech szesciokgtow; jezeli wigc
taki punkt nalezy do ograniczenia mnogosci &, to musza w jego sgsiedztwie
znajdowa¢ si¢ wnetrza szesciokatéow, nalezace i nie nalezace do &.
Wiec wnetrze jednego z trzech szesciokqtow, zawierajgcych dany punkt siatki
rzedu trzeciego, musi naleze¢ do &, a jednego—nie naleze¢; trzeci moze na-
leze¢, lub nie—zawsze dwa wnegtrza naleza do jednej, a trzecie nalezy do
drugiej mnogosci. Stad wniosek, ze jeden z trzech odcinkéw siatki, wycho-
dzacych z rozpatrywanego punktu rozgalgzienia, rozgranicza dwa szesciokaty,
nalezgce do jednej i tej samej mnogosci (& lub jej uzupetnienia)+i wobec
tego nie nalezy do ograniczenia &; nalezg za$ do niej dwa pozostate od-
cinki siatki, wychodzace z rozpatrywanego punktu; jest wiec on punktem
zwyktym dla 3§ (9).

Ograniczenie mnogosci & moze sie rozpas¢ na skoficzong tylko liczbe
kontinuéw bez punktow wspdélnych; mniejszg w kazdym razie, niz
liczba skfadajacych jg odcinkéw. Kazde za$ kontiiuum, sktadajgce sig z sa-
mych punktéw zwyktych, jest linig zwyklg zamknigta . A ze kontinua, skia-
dajace & (9), sa liniami tamanemi, wiec sg wielokatami (nie przecinajacemi
siebie samych); c. n. u. :

Twierdzenie IV. Wsrod wielokatéow, stanowigcych ogra-
niczenie spdjnej mnogosci punktéw &, wypetniajacej wnetrza
(w szerszem znaczeniu) skonczonej liczby szeSciokatow siat-
ki,jeden jest zewnegtrzny (t. j. taki, ze & lezy pojegowewnegtrz-
nej stronie); wszystkie pozostate lezg wewngtrzniego, a na-
zewnglrz siebie.

1y Por. These. Ch: IV. th: V.

-
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Niech bedzie
B (Q) wwnklysdaldy e i By,

gdzie /7 oznacza wielokat. Kazdy z tych wielokaqtéw rozcina ptaszczyzng na
dwie czgsci; 4, bedac kontinuum, moze naleze¢ tylko do jednej z tych czesci
(po domknigciu). A wigc do jednej z nich tylko moze réwniez naleze¢ i ¥ (Q),
czyli wszystkie pozostate wielokaty I7 lezg po jednej stronie rozpatrywanego.
Jezeli wigc istniejq na & (4) dwa wielokaty I7; i II;, z kt6rych je-
den, np. I7; lezy wewngtrz drugiego,
B (1) D 115,

to wszystkie pozostate na § (Q) wielokaty lezq wewnatrz I7;, a ze-
wnatrz II;, czyli moze istnie¢ na & (&) tylko jeden wielokat, wewnatrz
ktorego lezy inny wielokat ograniczenia &. Pozostaje nam tylko udowodnic,
ze taki jeden wielokat rzeczywiscie istnieje. To jednak bedziemy mogli usku-
teczni¢ po udowodnieniu nastgpujgcego lemmatu:

Lemmat. Jezeli zbiér wielokatéw, zawartych w siatce

B e 0 a6 IRy

rozcina ptaszczyzne miedzy dwoma punktami M i N, to istnie-
je wsrdéd nich jeden przynajmniej, ktéry czyni toz samo (to
znaczy, ze M i N leza po réznych jego stronach).

Wsréd danego zbioru wielokatéw musi istnie¢ zbidr, rozcinajacy pia-
szczyzng miedzy M i N i skladajacy si¢ z najmniejszej liczby » wielokgtow.
Liczbe wielokatow tego zbioru oznaczmy przez k. Lemmat nasz orzeka, ze
powinno by¢ -

k=1.
Przypusémy, ze k jest wigksze od jednosci. Niech beda
| D | SRR G

te k wielokatéw. Wedtug znaczenia liczby k, zbiér k — 1 pierwszych wielo-
katéw tego ciaggu,
| A | R | P

nie rozcina plaszczyzny migdzy punktami M i N. Mozna wiec znale$¢ kon-
tinuum <K, o wlasnosciach

(a) X)M+N
(b) b S DRl e g e iy

) Jest to zasada indukcji zupeinej; moze by¢ zbiér ten identyczny z danym.

Prace mat-fiz., t. XXVI. 4

—  §T —
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Z tejze samej przyczyny oba punkty M i N lezg po jednej stronie wielo-
kata /7, — inaczej IT, rozcinatoby ptaszczyzng migdzy M i N i k byloby
rowne 1. Mamy jednak
(c) AX I, =+ 0,

co wynika stad, ze K posiada punkty wspolne z sumg k wielokatéw 77,,, (po-
niewaz wedtug zatozenia suma ta rozcina plaszczyzn¢ miedzy punktami M
i N, ktére kontinuum <K aczy (a), a nie posiada zadnego punktu wspdlnego
z sumg k — 1 pierwszych z nich, (b)).
Niech bedzie » liczba, spetniajgca nieréwnosci
¥ < P (M’ ]]Pk)’
ke (AN, Tfpk)
4 a
(d) i T
gdzie @ oznacza dtugos¢ boku szesciokatéw rozpatrywanej siatki.
Wezmy wewnatrz I7,, punkt P i zbudujmy wielokat II, podobny do
II,,, o bokach réwnolegtych do bokow wielokata I, i o Srodku podobieri-
stwa P tak, aby odleglo$¢ najdalszego punktu wielokata 11, od wielokata /7,
byta nie wigksza od »; wreszcie budujemy 7/, po tej stronie wielokata /7,
po ktorej leza punkty M i N.
Tak skonstruowane II, nie posiada punktéw wspdlnych z zadnym z k
rozpatrywanych wielokatéw 17, .

(e) g Xl gy w20 (i, Q6 500k
(co wynika z nieréwnosci (d) ), oraz rozcina plaszczyzng migdzy IT, a M - N.
Kontinuum & musi wigc, ze wzgledu na wzory (a) i (¢), przecina¢ 1I,:
() K X ITy=Q.

Rozpatrzmy mnogo$¢ D

¥, =05 (M, % — II,) + I+ G (N, & — IT,).

Powiadam: ¥, jest kontinuum, tgczacem punkty M i N, bez punktéw

wspélnych z mnogoscia
el 4= o 0 T

co przeczy zatozeniu.

) Albo po prostu mnogos¢
* — Wn (1) + I,
t. j. sume wielokata IT, z ta czescig kontinuum J{, ktéra lezy po tej stronie wielokata II,,
co punkty M i N; nie udowodnitem jednak tutaj, ze ta mnogos¢ jest kontinuum, a dowdd
opiera si¢ na rozumowaniu, podanem w tekscie.

- 158 —
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Rzeczywiscie :

Po pierwsze, &, jest kontinuum, gdyz wszystkie trzy jego sktadniki sa
kontinuami, oraz pierwszy i ostatni skfadnik, ze wzgledu na zwiazek (f), po-
siadajq punkty wspélne z /7, (p. str. 22, 4)); wiec otrzymana suma musi by¢
kontinuum V. .

Powtére, o, zawiera M i N, bo pierwszy jego skiadnik zawiera punkt M,
a ostatni-— punkt N.

Po trzecie, Jt, nie posiada zadnego punktu wspélnego ani z //, wedtug
konstrukcyi kazdego z jego sktadnikow; ani tez z mnogoscia

”P. 'l" III‘-: “T'” Bt R + I[m;-w
gdyz mamy Ky (K411,

a ani A, ani II, nie posiadajag z nig punktéw wspolnych (wedtug wzoréw
(b) i (e)).

Niemozliwe wigc iest, by k& bylo wigksze od 1, co udowadnia nasz
lemmat.

Teraz mozemy przystapi¢ do dowodu ostatniej czesci twierdzenia IV,
mianowicie, ze na & (9) istnieje wielokat zewngtrzny, we wnetrzu
ktérego leza punkty mnogosci 4. ;

Wezmy punkt dostatecznie daleki, D. i punkt .1 wewngtrzny mnogosci &.
Wedtug wlasnosci ograniczenia, ¥ (9) rozcina ptaszczyzne migdzy 4 i D. A wiec
musi istnie¢, wedlug poprzedzajacego lemmatu, przynajmniej jeden wsréd
wielokatéw sktadajacych & (&1), ktéry tez rozcina ptaszczyzng migdzy .1 i D.
Oczywiscie punkt D bedzie lezal po stronie zewngtrznej tego wielokata
(wediug obioru punktu D i okreslenia strony zewnetrznej wielokgta). Punkt .1
wiec musi leze¢ po stronie wewngtrznej tego wielokgta; a wigc po jego stronie
wewnetrznej leza wszystkie punkty wewnetrzne & i wszystkie pozostate wie-
lokaty ograniczenia &, c. n u.

Zauwazmy jeszcze, ze dla dwoch jakichkolwiek wielokatow siatki bez
punktéw wspélnych, /7, i II,,

I+ 1, . C X
i If, X II, =0,
(8) mamy p (11, II,) > a.

Rzeczywiscie, zekreslmy z dowolnego punktu P na [/, kolo o promie-
niu @. Jezeli P nie jest punktem rozgalezienia siatki, to koto zakreslone prze-
tnie tylko cztery odcinki, sgsiednie odcinkowi, na ktérym lezy punkt P. Ot6z

1) P. These, chap. I, § I, XIV (str. 14).

e =
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zaden z tych czterech odcinkéw nie moze oczywiscie naleze¢ do I7,, a wigC
i zaden punkt wewnatrz kota lub na jego okregu. Pozostaje przypadek, gdy P
jest punktem rozgatezienia siatki; wtedy koto powyzsze przechodzi przez ko-
niec dalszych odcinkow, ktory moze naleze¢ do II,. 1w tym wigc przypadku
wewnatrz zakreslonego kota zadnego punktu wielokata 7/, niema, a moze byc¢
tylko na okregu tego kota. Nierownos¢ (8) jest wiec udowodniona.

§ 3. Dla danej mnogosci 91t budujemy wielokaty aproksymujace w na-
stgpujacy sposob:

Sporzadzamy siatke ¥, szesciokatow o boku a. Szesciokaty, po kto-
rych stronie wewnetrznej lezg punkty mnogosci 9, oraz szesciokaty, sasiadu-
jace z niemi (t. j. majace z niemi bok wspélny), nazywamy szesciokatami. n a-
lezgcemi do 9R. Mnogo$¢ punktéw, lezacych we wnetrzach szesciokgtow
nalezacych do 9% i na nich, bedziemy oznaczali przez P (9%, a) V.

Zbiorem wielokatéw, aproksymujacych dang mnogosc¢ 9K, bedzie

& (P (9%, a)).

Z okreslenia mnogosci M (9, a) wynikajg bezposrednio nastgpujace jej
whasnosci:

1) (9) D (90 4 9, a) = P (9, a) + P (N, a);

2) (10) V(M X 9, a) ( P (M, a) X P (9, a);

(tozsamos¢ moze tu nie zachodzi¢, bo wnetrze jednego szesciokata moze za-
wiera¢ i punkty mnogosci 9R i punkty mnogosci £, cho¢ mnogosci 9T i T
mogg wcale nie posiada¢ punktéw wspdélnych).

3) Gdy mnogos¢ 9N jest spéjna, to i mnogos¢ P (9K, a) jest spdjna,
a wigc kontinuum, bo P (9R, a) jest wedtug okreslenia domknigte.

4) Mnogos$¢ F (P (9N, a)) skiada sie, wedtug twierdzenia III paragrafu
poprzedzajacego, ze skonczonej liczby wielokgtow

F(Y OV, a)) =14 1I, + .. .. I,

gdzie, wedlug wzoru (8),
o (1L, 1) > a.

Twierdzenie V. Odlegtos¢ dowolnego punktu wielokata
aproksymujgcego mnogos¢ 9 od tej mnogosci jest zawarta
w granicach a i 4a, t. j. dla

F C&(PEOR a)

(11) mamy a <p(F, M) < 4a.

) Mnogos¢ ) (9K, @) nie jest wprawdzie zdeterminowana przez same OIU i a: za-
lezy jeszcze od siatki, ktéra przy danem @ moze by¢ jeszcze rozmaicie zbudowana. Jednak
mozemy t¢ mnogo§¢ uwazac za okreslong, poniewaz nigdy nic bedziemy mieli do czynienia
z dwiema siatkami o jednakowej diugo$ci boku.

i, Ry



(21) O rozcinaniu plaszczyzny przez kontinua. 31

Niech bgdzie F' punkt ograniczenia mnogosci % (91, @); musi on leze¢ na
jakim$ szesciokgcie siatki nalezgcym do 9; nazwijmy ten szesciokat @ .
@ znajduje si¢ w nastgpujgcym stosunku z mnogoscig 9N :

1) (a) W (D) X M = 0.

Inaczej bowiem wszystkie szesciokaty siatki sasiednie z @ nalezalyby
do 9 (wedlug okreslenia szesciokatéw ,nalezacych* do danej mnogosci);
wiec wszystkie punkty @ bylyby wewnetrznemi dla mnogosci I (9R, a)
i punkt F' nie lezalby na granicy tej ostatniej, wbrew zatozeniu.

2) Wsrod szeSciokatow siatki, sgsiadujacych z @, musi istnie¢- jeden @,
taki, ze
(b) N (D) X M == 0;

w przeciwnym razie bowiem @, w ktérego wnetrzu niema punktéw 9K, we-
dtug (a), nie bytby szesciokgtem, nalezacym do 9R.

Teraz mozemy znales¢ najwigkszg.i najmniejszgq mozliwg odlegto$¢ pun-
ktow, zawartych w § (9 (9KR, a)), od mnogosci 9.

Niech beda A4,, 4., 4,, 4,, 4,, A kolejne wierzchotki szesciokata @,
oraz B,, B,, By, By, B;, By $rodki jego bokéw, a mianowicie B, srodek boku
A, 4,1t d. Oznaczenia te obieramy tak, zeby punkt ¥ lezat na odcinku 4, B,

Gdy F jest rozne od 4,, szesciokaty, w ktérych wnetrzach (w szerszem
znaczeniu) lezg punkty mnogosci 91X, mogg mie¢ z @ wspdlny tylko jeden
z bokéw 44 4,, A, 4, A; A;. Gdyby bowiem ktory z nich miat wspélny z @
bok 4, A, lub A4 A;, nie méwigc juz o boku 4, 4, to szesciokat, posiada-
jacy wspélnie z @ bok A, 4,, bylby sgsiednim wzgledem szesciokata, zawie-
rajacego we wnetrzu punkty mnogosci 9I; czyli sam nalezatby do 91X, A wigc
bok A, 4,, bedac wspélnym dwom szesciokgtom nalezacym do 9, skladatby
si¢ caly—z wyjatkiem moze jednego z koncéw, 4, lub A,—z punktow we-
wnetrznych mnogosci ¥ (9K, a). To jest jednak sprzeczne z zatozeniem, we-
dtug ktérego na boku 4, 4, lezy punkt F, rézny od A, i A, i nalezacy do
ograniczenia mnogosci ¥ (9K, a).

Gdy F jest identyczne z A,, to szesciokaty, zawierajace we wngtrzu
punkty 9k, moga mie¢ wspélny z @ Jeszcze bok A4, A, (oczywiscie zas zaden
z bokoéw A A, 1A Ag).

Szukajmy teraz na tych trzech, wzglednie czterech, szescnokatach 2, mo-
gacych zawiera¢ we wnetrzu punkty 9 i posiadajacych jeden bok wspélny

") W razie gdyby punkt F byl punktem rozgatezienia siatki, moglyby istnie¢ dwa
takie szesciokaty; przez @& oznaczamy wtedy jeden z nich.

?) Punkt tak najblizszy, jak i najdalszy, mnogosci % (&,) od mnogosci, nie posia-
dajgcej z nig punktéw wspdinych, musi, jak wiadomo, leze¢ na ograniczeniu pierwszej
mnogosci, to jest na &,.

oy
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z @&, punktu najblizszego od odcinka A, B;,, wzglednie od punktu A4;;
w ten sposéb znajdziemy kres dolny dla p (F, 9*%). Tym punktem bedzie
punkt 4,". Jego odlegtos¢ od A; B,, t.j. od punktu 4,, jest réwna diugo-
$ci boku szesciokata, t. j. a.

Azeby nastepnie znales¢ kres gérny dla p (F, 9R), szukamy pary pun-
ktéow najbardziej od siebie odlegtych, z ktérych jeden lezalby na jednym
z wyzej rozpatrywanych trzech (wzglednie czterech) szeSciokatéw, sgsiaduja-
cych z @, a drugi na 4, B,.

Taka parg punktéw bedzie: punkt 4, i wierzchotek sgsiedniego szescio-
kata, lezacy na przedtuzeniu odcinka A, B, (lub, co na jedno wychodzi, wierz-
chotek na przedtuzeniu odcinka A, B;), wspélny koniec bokéw réwnolegtych
do A, A, i A; A, Nazwijmy ten punkt 4, Mamy.

P (A A)) =V (4 4) +p Ay 47 =V a*+ (2730 =V13.a < 4a.
Poniewaz
p(dy, 4g) <p (F, M) L p (44, 4y),
<

wiec a<Lp(F, M) < 4a, Cadl: 11

Stad wynika bezposrednio, ze
a<p (3 (PO a) M) < 4aq,

ten wzor jednak mniej méwi niz poprzedni.

Gdy pozostawimy punktowi F' szersze pole zmiennosci, rozumiejgc go
jako dowolny punkt mnogosci ¥ (9%, @), to otrzymamy, co jest odrazu
widoczne, ten sam kres gérny na jego odlegtos¢ od 9. Wigc

(12) b (P, M) < 4a
dla P (9 (9K, a);
(dolnym kresem odlegtosci p (P, 9R) jest oczywiscie zawsze zero).

Gdy, przeciwnie, zamiast punktu F' we wzorze (11), bedziemy rozpatry--
wali dowolny punkt mnogosci uzupelniajacej poprzednig, t. j. mnogosci
% — P (9N, a), to kres dolny na jego odlegtosé¢ od O pozostanie ten
sam. Niech bedzie bowiem

Z, (% —% (N, a)

i punkt M, (9%,
YY) Punkt A; nie moze wprawdzie sam naleze¢ do 9N, lecz moze by¢ punktem sku-
pienia mnogo$ci AN, gdy I jest niedomknigte.

— 162: —
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ten punkt, dla ktérego v (Zy,, M)

(gdzie M jest punktem 9K) osigga wartos¢ najmniejsza, t. j.
P (Zo, M) = p (Zy, ON).

Polaczmy M, z 7, odcinkiem prostej, M, Z,. Ten odcinek przetnie
5 (P (9], a)), bo M, jest punktem wewnetrznym. a Z, punktem zewnetrznym
dla mnogosci ¥ (9%, a) (p. Rozdziat I, § 8, 3)).
Mamy wiec
MoZ, X 5 (¥ (%, @) ) F,,

p (M,, Zy)) > p (M, ¥o);
lecz wedtug wzoru (11) mamy:
e (M, Fy) > a,

skad oczywiscie

wiec
’ ¢ (My, Zo) > a.
Ostatecznie zatem
(13) PR, 2) > a

~dla Z (% -V a);

(goérnego kresu p (91, Z) oczywiscie nie posiada, t. j. jest nim oo).

Poniewaz tu mamy do czynienia z kresem dolnym, wigc rezultat otrzy-
many mozemy napisa¢ prosciej:
(13" p (O, % — N (9, @) > a.

Kazdy wigc punkt, znajdujacy sie w odlegtosci od 9~ mniejszej niz a,
nalezy do mnogosci ¥ (9K, a), co mozemy napisac

(13a) P ER, a) ) & (9N, qg).
Wzér (12) mozemy tez napisa¢ analogicznie w formie
(12a) P OR,a) ( S9N, 4a).

§ 4. Gdy mamy dwie mnogosci 9% i 9%, o odleglosci wzajemnej wigk-
szej od zera, to, biorgc

a < jp (9K, N,
otrzymujemy:

4a > p (M, F (P (9%, a))) > a
oraz (p. wzor (4"))

PEOLF)>p (M, ) —p (M, F) > 5a — 4a = a,
gdzie F C%(¥©N,a),
wiec i ming (9, F)=p (9, F (P (9%, @))) > a.
- gy —
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Streszczajac te dwie nieréwnosci w jedng, otrzymujemy
(14) p (M 4 9, F (¥ (O, @) > a.
dla a < !p (9, M)
Czesto bedzie nam potrzebny wzdr innej postaci, mniej mowigcy:
(14a) e (P (R, @), ) > a.

Otrzymujemy go, udowadniajac przez rozumowanie identyczne z uzy-
tym wyzej, ze
PO, P)>a
dla P C Y (9%, a),
skad wynika wzor (14 a).
Jezeli chcemy otoczy¢ obie mnogosci 9 i 9T aproksymujacemi je
wielokatami, tak, aby te wielokaty nie posiadaty punktéw wspdélnych, to

trzeba wzigé
a < tp (9, 90).

Wtedy mnogosci ¥ (9K, a) i P (9T, a) nie majg punktéw wspolnych, gdyz
pOLP)>p M, N) —p (I, P) > 8a—4a = 4a,

gdzie P C Y (9%, a).

Z drugiej za$ strony wiemy, Ze
P@ ) < 4a
da = @ (C PN, a6

Stad wynika, Ze zaden punkt ¢ nie moze by¢ identyczny zadnemu
punktowi P, czyli
15) P (I, @) X P (D, a) =0

dla a < 1p (9K, ON).
§ 5. Z nieréwnosci (12) wyﬁika bezposrednio

D (IPER, a)}) C D,

1y Przez ) oznaczamy mnogo$¢ punktow, wspélnych wszystkim mnogo$ciom, zawar-
tym w nawiasie ( ), wigc w danym razie wszystkim mnogosciom %) (9, a).

— 108 —
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a ze ze wzoru P (9N, a) ) 9K,
wynika D (13 (9, a)f) ) oK,
mamy wigc ostatecznie i
(16) D (1P (9, a)}) = oK.
Z nieréwnosci (12) i (13') wynika jeszcze wzor
(17) P (9, @) ) P (911, %),
Mamy bowiem: P (% —9 (9, a),9M)> q,
jest zas p (P, 9M) <« 4-“; W
a
dla PC w(grz, 4_).

Z poréwnania tych dwéch nier6wnosci otrzymujemy, ze zaden punkt P

mnogosci (?JTZ, %) nie moze naleze¢ do mnogosci & — P (9N, a), t, d¢

Y (91, ) X (3 — 2 ©OF, @) = 0,
czyli ostatecznie

a
¥ (@11, Z) (. #4%.8) C. n. u.

§ 6. Przez rozcinanie plaszczyzny przez mnogos¢ domknigetg 9
miedzy dwiema mnogosciami O i O, bez punktéw wspélnych z 9, rozumie-
my, ze zadnego punktu mnogosci 9 nie mozna potgczy¢ z zadnym punktem
mnogosci 9T przez kontinuum bez punktéw wspélnych z D. Wiec D rozcina
plaszczyzne migdzy M i N, gdy przy

D3 8®)
oraz D X (9N 4 oY) = 0,
dla kazdego kontinuum X, takiego, ze ‘
KX M=E0
i H X MN=EO,
mamy d X DFE0.

Wyrazenie: 9 rozcina piaszczyzng oznacza, ze istnieje para punktow M
i N, nie nalezacych do 9, migdzy ktéremi D rozcina plaszczyzne. Fakt wiec

Prace fiz-mat., t. XXVL S

= I
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rozcinania ptaszczyzny przez D (migdzy M i N) mozna wyrazi¢ symbolicznie

przez wzor

(18) WH (D) X N — 0,
nie rozcinania za$ przez

(18" WH (D) = % — D,

Twierdzenie VI. Warunkiem koniecznym i dostatecznym,
aby dana domknigta mnogo$¢ 9O mie rozcinala ptaszczyzny
jest, by 44 ;

(19) MWL (D,a)}) =50
a>0
gdy P(C%—9.

Dostateczno$¢ tego warunku jest oczywista, gdyz z wzoru (19) wynika
wzor (18/). Pozostaje nam udowodnié jego koniecznosé.

Niech bowiem 9 nie rozcina ptaszczyzny. Wtedy mozna znales¢ dla
dwoch dowolnych punktéw M i N, zawartych'w uzupetnieniu ®, kontinuum
taczace je i nie posiadajace punktéw wspélnych z 9. Niech bedzie € takie
kontinuum:

@) CYM LN

Odlegto$¢ wzajemna tych dwoéch mnogosci € i 9D, jako domknigtych
i bez punktéw wspoélnych, jest wigksza od zera (Rozdziat I, § 7, Il). Mozemy
wiec znale$c¢ liczbe a, spelniajacq nier6wnosc:

a < %p (@’ ’C‘D)'
Wedtug wzoru (14a)
(b) P(D,a) X C=0.

Wzory (a) i (b) w potgczeniu wyrazajg (zauwazmy, ze P (9, a) jest za-
wsze mnogoscig domknigtg), iz mnogos¢ ¥ (P, a) nie rozcina plaszczyzny
migdzy punktami M i N. Poniewaz jednak punkty M i N sg dowolnemi
punktami uzupetnienia mnogosci ®, wigc mozemy wypowiedzie¢ otrzymany
rezultat w ten sposéb: dla kazdej pary punktéw uzupelnienia danej mnogo-
éci 9, nie rozcinajacej ptaszczyzny, mozna znales¢ takie a, ze mnogos¢ ¥ (9, a)
nie rozcina ptaszczyzny migdzy temi dwoma punktami.

Rozwazajmy teraz mnogosé

B (P (D, ) = W

') Przez YN oznaczamy sume wszystkich mnogosci zawartych w nawiasie ( ), w da-
nym przypadku wszystkich 937 (9, a), gdzie a jest zmienna, @ i P stale.

s
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Mnogos¢ ta zawiera wedtug swego okreslenia wszystkie punkty, ktére mozna
polaczy¢ z P przez kontinuum bez punktow wspélnych z P (9, a). Poniewaz,
wedtug powyzszego, dla kazdego punktu Z mnogosci % — 9@ mozna znales¢
takie a, ze P (9, a) nie rozcina P od Z, wiec dla dostatecznie malego @
mnogos$¢ W, bedzie zawierata dowolnie z géry oznaczony punkt Z na & — 9.

Zwrdéémy sig teraz do mnogosci wszystkich punktéw, zawartych w mno-
gosciach %,, zbudowanych dla wszystkich dodatnich a.

Ze wzgledu, ze

w, ( 5—9,

jest tez oczywiscie (wedtug okreslenia sumy)

(© M(Wa}) (B —9.
Z drugiej strony mamy
(d) M (190.}) D 5—9.

Wezmy bowiem dowolny punkt Z, mnogos’d % —9. Dla tego punktu
istnieje takie a,, ze
%ﬂo ) ZO)

M (W) ) Z,;

a wigc tembardziej

poniewaz zas Z, jest dowolnym punktem mnogosci & — 9D, wigc wzor (d) jest
udowodniony.

Laczac wzory (c) i (d) razem, otrzymujemy
MUW,}) =25 —9D. (ks B

Uwaga. Pomimo, ze dla kazdych dwéch punktéw mnogosci & — D
mozna znales¢, gdy 9 nie rozcina pltaszczyzny, takie a, ze P (9, a) nie roz-
cina plaszczyzny migdzy temi punktami, to jednak mnogos¢ P (9, a) moze
rozcina¢ plaszczyzne (rozumie si¢, miedzy innemi punktami uzupeinienia
mnogosci D, niz dwa obrane), i to kazde P (9,a), dla a dowolnie
matego.

Jako przykiad takiej mnogosci domknigtej D nie rozcinajacej ptaszczyzny,
ze jej odpowiadajgca mnogos¢ P (9, a), dla kazdego a, rozcina plaszczyzng,
moze stuzy¢ kontinuum, zbudowane w spos6b nastgpujacy :

Bierzemy nieskoriczony ciag okregéw kot dotykajacych sig
~ T ety

22

) Dla prostszego opisu wprowadzamy osi spétrzednych prostokatne.

P
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ktérych srodkami sa odpowiednio punkty osi z-6w: (1,0), (—é-, 0) s (2%, O),...
a promienie maja odpowiednio dtugosé %—, ng, Q_n'l?
PoprowadZmy z punktu (0, 0) dwa promienie, przechodzgce odpowied-

5 3 S | 1 1 g
il 1 o SRR 8 1 s )
nio przez punkty (1 3 _)3.8 i (1 3 3 8)' Kontinuum szukane 9 sklada

sig z czgsSci okregow kot zbudowanego ciggu, lezacych nazewnatrz (po obu
) 1 1 ; sl e

stronach) kata (1—3—,%) ©, 0) (1? —2——), oraz z tych czedci odcinkéw
e 1 1 s ] g

(0, 0) (13, 971) i (0,0) (13—, _QZ)’ ktére leza nazewnatrz wszystkich kol

Oczywiste jest, ze tak otrzymane kontinuum 9 plaszczyzny nie rozcina.
O tem za$, ze rozcina plaszczyzne kazde ¥ (9, a), przekonywa nas nastgpu-
jace rozwazanie:

Dla kazdego @ mniejszego od 11—2 mozna znale$¢ takie n, ze

1 1
@ 5.3 7 HF e

t. j. takie, ze J, jest ostatniem kotem w zbudowanym ciggu, ktérego promien
jest wigkszy od 4 a. Niech bedzie ) dowolny punkt lezacy na jednym z dwéch
tukéw rozpatrywanego kota, ktére leza wewnatrz kata utworzonego przez dwa
rozpatrywane promienie, wychodzace z (0, 0) (t. j. z tukéw, ktére nie nalezg
do mnogosci ). Oczywista jest nier6wnos¢:

1 1
(b) . P (@9 <—8—2_"§
Po poréwnaniu wzoru (b) z druga czescig nieréwnosci (a), otrzymujemy
: P (@ 9D) <a,
czyli
Q@ C & a)
a wigc wedtug wzoru (12a)
Q CY(@®oa).

Ostatecznie, poniewaz pozostale punkty J, nalezg do 9, a wigc tem-
bardziej do ¥ (9, a), mamy

Ho C P (I, a).

Srodek tego kota, t. j. punkt (%, O), oznaczmy przez 0,. Cdlegtos¢ je-

go od X, jest réwna promieniowi kota, t. j.

~— 108 ~



(29) O rozcinaniu plaszczyzny przez kontinua. 39

wigc wedtug (a)
p (K, 0,) > 4a.

Wewnatrz rozpatrywanego kota niema punktéw mnogosci ©. Wszystkie

zatem punkty 9, nie nalezace do ¥, , sg odlegte od O, wigcej niz na o 1 3
wige p (D, 0,) =p (K, 0))
i p(D,0) > 4a;
0. X ©(9, 4a) = 0.
Poréwnywajac ten wzér z wzorem (13 a), otrzymujémy
On X ¥ (9, a) =0.

Poniewaz ¥, rozcina plaszczyzng miedzy punktem dostatecznie dale-
kim D, a punktem O,, wiec musi tez rozcina¢ ptaszczyzng migdzy temi dwo-
ma punktami, ktérych nie zawiera, i mnogos¢ domknigta P (9, ), zawiera-
jaca ¥, c.n. u.

Tworzgc mnogo$é ® z samych tylko powyzej okreslonych tukow
ko6t (t. j. nie dolgczajac do nich odcinkéw dwéch promieni wychodzacych
z punktu (0, 0)), otrzymamy mnogo$¢ niesp6jng o tej samej wiasnosci.

§ 7. Twierdzenie VII. Jezeli istnieje kontinuum &, zawiera-
jace dwa dane punkty A i B, nie posiadajgce punktow wspol-
nych z dang mnogos$cig domknietg 9, to istnieje i linia fama-
na AB" bez punktéw wspélnych z 9.

Poniewaz mamy
p (D, H) >0,

wigc mozemy znale$¢ takie a, ze
tp () > a
Tworzymy siatke szesciokata o boku ¢ i rozwazamy mnogos¢
P (&, a),
Poniewaz K ) 4+ B,

') Przez wyrazenie: linia tamana AB rozumiemy lini¢
AB = AM, + M\ M, ...+ Mn—1 Mn-+ Mn B,

gdzie AM,, M; Mi+1, M B oznaczaja odcinki, z ktérych kazdy posiada z sgsiednim po jed-
nym koncu wspélnym, za$ poza tem zadnych punktéw wspélnych z zadnym odcinkiem.

= §09 o=
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wiec takze
P K, a)D AL B
poniewaz J{ jest kontinuum, wigc i P (K, @) jest kontinuum.

Poprowadzmy odcinek prostej 4 B; bedzie on albo caty nalezat do mno-
gosci ¥ (K, @), albo bedzie posiadal z mnogoscia § (P (K, a)) punkty wspél-
ne, ktérych mnogos¢ jest oczywiscie domknigta (jako czesc wspdlna dwéch
mnogosci domknigtych).

Postepujemy teraz tak: bierzemy pierwszy, liczac od 4, punkt przecigcia
odcinka AB z & (V(, @)). Nazwijmy go P,. Nazwijmy II, ten wielokat
nalezacy do 3§ (¥ (¥, @)). na ktérym lezy punkt P,. Nazwijmy punkt prze-
cigcia sig¢ wielokata 77, z A B, najdalej lezacy od 4, przez ), V. Zastapmy
odcinek P, (),, zawarty w odcinku A4 B przez jedng z dwdch linij tamanych
P;@Q,, na ktére punkty P, i ¢, dzielg II. Linia P; (), nie przecina ani AP,
ani @, B;, bo wszystkie punkty wspdlne odcinka A B z II, leza na P,Q,, czg-
sci odrzuconej odcinka A4 B.

Przez P, oznaczamy pierwszy od @, na odcinku @, B punkt wspélny
z §(P (K, a)); wielokat zas, na ktérym lezy P,, oznaczamy przez I1,. W taki
sam sposéb, jak ¢, wyznaczamy (),, potem Py i (), i t. d., az dojdziemy do ta-
kiego punktu @),, ze ¢, B nie zawiera (procz @) zadnych punktéw wspolnych
z § (¥ (K, a)). Szukang linig tamang A B bedzie linia:

AP PO, 10 B gl 4t b b et

gdzie linie AP, Q1 P,, Qo P;...Qu_1Pn, @ B sa odzinkami zawartemi w AB
iw (K, a),zas P,Q,, PyQ,... P, s3 to linie tamane, zawarte w § (I (X, a)).
Linia ta wiec nie moze posiada¢ punktéw wspdlnych z 9.

ROZDZIAL Il

O ograniczeniu kontinuum.

§ 1. Przypomnijmy tutaj najpierw podane w Rozdziale I wiasnosci ogra-
niczenia, stosujgc je odrazu.do kontinuéw. Oznaczajac wigc kontinuum
przez €, mamy

1) Ograniczenie kontinuum istnieje:

(20) (@) =F=0.

) Punkt @, moze by¢ identyczny z P,, jezeli I1I, posiada tylko jeden punkt wspol-
ny z AB. Wtedy przez lini¢ famang P, @; rozumiemy punkt P,.

- ¥(0
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2) Ograniczenie kontinuum jest domknigte:
(21 5@ D §(5©@),
co mozemy napisa¢ jeszcze w formie:
(21') 5(©) D (71©).

3) Ograniczenie kontinuum nie posiada punktéw wewngtrznych:
(22) 5@ C5(5©®).

Wzory (21) i (22) mozemy potaczy¢ w jeden, mianowicie: -

@ =5(BE©)"

Twierdzenie VIII. Ograniczenie kontinuum nie zawiera
punktow odosobnionych?.

(23) 5@ C (B©).
Wzory (21’) i (23) mozna polaczy¢ w jeden; mianowicie
5 (@) = (5(®),
to znaczy: ograniczenie kontinuum jest mnogos$cig doskonata).
Wezmy dowolny punkt F' na ograniczeniu danego kontinuum
F ( §(©);

udowodnimy, ze jest on punktem skupienia punktéw % (€), t. j. ze w kole
o dowolnie matym promieniu @ i o $rodku F' znajduje si¢ punkt, nalezacy
do % (©), rézny od F.

Rzeczywiscie, poniewaz F' nalezy do ograniczenia, mozna znale$¢ pun-
kty C i Z takie, ze
(a) €F,a)xX€)C

(b) SF,a)X(®—0 ) Z

')y Na tem konczg sie wiasnoséci ograniczenia, prawdziwe dla kazdej klasy (E) Fré-
cheta, compacte i spéjnej. Twierdzenia nastepujgce, jakkolwiek prawdziwe dla ogélniej-
szych przestrzeni, niz plaszczyzna, wymagaja juz zalozen bardziej specyalnych.

2) Twierdzenie to jest przypadkiem szczegélnym ogélniejszego twierdzenia Mazuyr-
kiewicza (ktére autor wraz z eleganckim dowodem opartym na wprowadzonym przez sig
pojeciu rozcigcia nieprzywiedlnego zakomunikowat mi ustnie w r. 1911); my otrzymamy tu
to twierdzenie na innej drodze, jako wniosek z ogélniejszego jeszcze twierdzenia, do ktére-
go dowodu jest nam jednak potrzebny podany wyzej przypadek specyalny twierdzenia Ma-
zurkiewicza.

- §&k r—
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Wezmy teraz liczbg b, czynigcg zado$¢ nieréwnosciom

b, < p (F, O)
b < p (F, 2).
Mamy oczywiscie b<a
i S((F,b) X (C+2) =0.

Oznaczmy mnogos$¢ punktéw, zawartych w pierécieniu, otrzymanym
z wiekszego kota po odjeciu punktéw wewnetrznych mniejszego kota, przez @),

S (F,a) — S (F, b) = Q.

Z obioru C, Zi b wynika
() Qi) Gk
(d) Q@ X F=0.

Mnogos¢ ¢) jest kontinuum; wigc z wzoréw (a), (b) i (c) wynika, we-
dtug wiadomego twierdzenia (Rozdziat I, § 8, 3)),
(e) @XF(© ) F..

Z wzoréw (d) i (e) wynika, ze

F,==F.
Wigc ostatecznie otrzymalismy
©F, a—F) F,

dla kazdego a >0,
czyli F' jest punktem skupienia punktéw F,, nalezacych do F(®):
re(s\oRTY, c.n. u.

Jako szczegoélny przypadek tego twierdzenia, ktéry jedynie bedzie nam
potrzebny, zanotujmy:

Wniosek: Ograniczenie kontinuum nie moze redukowa¢
si¢ do jednego punktu.

Twierdzenie 1X. Ograniczenie kazdego nasyconego semi-
kontinuum uzupeitnienia danego kontinuum € jest podmno-
goscig ograniczenia tego kontinuum:

(B2 (©) CB(©),
gdzie Z (35— e,

') Wiemy (Rozdzial I, § 8), ze takie semikontinuum nasycone istnieje dla kazdego
punktu uzupetnienia danego kontinuum.

e GEW e
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Przypusémy bowiem, ze punkt /' na § nie jest zawarty w § (©),
(@ (W (€)) —F(© D F.

Poniewaz 3 (€) jest mnogoscia domknigtg i nie zawiera ¥, wiec mozna
uczynié¢ zado$¢ nierownosci:

(b) a <p(FT(©).

Rozwazajmy koto © (F, a); poniewaz F jest, wedlug wzoru (a), pun-
ktem ograniczenia mnogosci % (€), wiec

(c) G (F, a) X B4(C) £ 0.
Poniewaz, wedtug (b),
G (F,a) X @) =0,

a © (F, a) jest kontinuum i zawiera punkty, nie nalezace do € (wzdr'(c)),
wiec
(d) ©F,a) X C=0. '

Wedtug okreslenia mnogosci 27 (@), wzory (c) i (d) znaczs, ze
G (F, a) ( W*(©),

co jest niedorzecznoscig, bo znaczy, ze punkt F jest wewnetrzny dla
mnogosci WZ(€), gdy tymczasem wedtug zalozenia F' jest jej punktem ogra-
niczenia.

§ 2. Twierdzenie X. Ograniczenie kazdego nasyconego se-
mikontinuum uzupeinienia danego kontinuum C, t. j. mnogosci

6h (2, % — ) = WZ(Q),

gdzie Z(%—¢

jest kontinuum.

Aby udowodni¢, ze jaka$ mnogos¢ jest kontinuum, trzeba dowiesé, ze
jest ona:

1) domknigta,

2) spéjna, ;

3) nie redukuje sie do jednego punktu.

O mnogosci § (W% (€)) wiemy (21), ze jest domknigta, nastgpnie, po-
niewaz (Rozdz. 1, § 8 (7)).

3 (BW/Z(Q)) D F(W?(@),

) Punkt bowiem F' albo ‘sam nalezy do mnogo$ci 3% (C), albo, jezeli F' nie nalezy
do niej, to jest jej punktem skupienia, w kazdym razie & (F, @) zawiera przynajmniej je-
den punkt mnogosci 9RZ (@).

Prace mat.-fiz., t. XXVL 6
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a mnogo$¢ WZ(C) jest kontinuum (Rozdz. I, § 8), na mocy tedy wniosku
z twierdzenia VIII § (BZ(C)), a wiec i F (WZ(@)) nie redukuje sie do jed-
nego punktu b.

Wobec tego warunki 1) i 3) sa spelnione dla § (2%(C)) i pozostaje
nam udowodni¢ 2), t. j. spéjnos¢ rozpatrywanej mnogosci.

Przypusémy, ze jest ona niespdjna:

(a) 5 (WH(Q)) =7, 4 §,,
gdzie F X &=0.
Rozwazajmy mnogo$¢
P (3, a) =8y,
gdzie a<ip(8,§d,).

Mnogos$¢ § (8,), jak wiemy, sktada sie:

1) ze skoniczonej liczby wielokatéw (tw. III);

2) nie posiada punktéw wspélnych ani z F,, ani z F, (wzér (14)):
(b) @) X+ 8) =0;

3) rozcina plaszczyzng migdzy kazdg parg punktéw, z ktérych jeden na-
lezy do &,, a drugi do &, (Rozdz. I, § 8, 3)).

Wezmy takg parg punktow:
(c) Py C &,
(@) P, (5.

Wedtug lemmatu Rozdz. Il § 2, musi istnie¢ na § (9,) przynajmniej je-
den wielokat taki, ze F, i F, lezg po jego réznych stronach. Niech bedzie @
takim wielokatem:

(e) D % (5)
gdzie (p. wzor (18))
(1) B (D) X Fy = 0.

Wedtug okreslenia mnogosci domknigtej, oraz wzoréw (a), (c) i (d) mamy

®2(©) ) F,+ F,,

) Nie mozna stad jednak wnioskowa¢, ze § (82 (C)) nie posiada punktéw odosob-
nionych (cho¢ w tym szczegélnym przypadku jest to prawdziwe, co wynika z udowodnionej
nizej jej spéjnosci). Ograniczenic bowiem semikontinuum naogét moze zawieraé
punkty odosobnione (np. koto z odjetym $rodkiem, bedac semikontinuum, ma punkt
ograniczenia odosobniony, a mianowicie $rodek); nie moze tylko redukowad sie do
punktu, jako zawierajace ograniczenie kontinuum. Zauwazmy jeszcze, ze dla otrzymania te-
go rezultatu nie mozna stosowa¢ twierdzenia VIII do § (@), cho¢ § (I6Z(C)) jest jej cze-
scig, gdyz § (TB%(C)) nie musi by¢ czeScia odosobniong mnogosci § (C).

B o
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a ze W4(C) jest kontinuum, a P rozcina plaszczyzne migdzy F, - F,
(p. wzor (f)), wiec

(®) W (@) X D ==0.
Lecz z drugiej strony, wedtug wzoréw (a), (b) i (c), mamy
(h) B (B%(©) X @ = 0.

Jezeli za$§ @ posiada punkty wspélne z kontinuum, bedace sumag roz-
patrywanego semikontinuum i jego ograniczenia, a nie posiada punktéw
wspdlnych z tem ograniczeniem, to musi posiada¢ punkty wspélne z pierw-
szym skfadnikiem semikontinuum.

Czyli, odejmujac od (g) wzor (h):

[2B2(@) — § (W?(Q))] X P==0,
tembardziej wiec

(i) WZ(@) X D= 0.
Z wzoréw (i) i (h) wyplywa
@ W) ) D,

bo gdyby @ zawierato punkt nie nalezacy do mnogosci 3% (@), to musiatoby
posiada¢ i punkt ograniczenia tej mnegosci, czemu przeczy wzoér (h).
Z drugiej strony wiemy (twierdzenie IX), ze

5(©) D § (W (®),
a wigc, poniewaz C, jako kontinuum, zawiera swe ograniczenie
€D & (W (©);
wigc z wzoréw (a), (c) i (d) wynika
(k) e) F,+F,

Poniewaz @ rozcina ptaszczyzne miedzy punktami F, i F, (wzér (f)),
a kontinuum € faczy te punkty (wzér (k)), przeto

CX D=0,
wiec, z wzoru (j): e X WZ(@)=x£0,

co jest niedorzecznos$cia. Zalozenie wigc niespojnosci ¥ (W4(C)) jest
niemozliwe; c. n. u.

Teraz mozemy z tatwoscig okresli¢, jaki jest ogélny ksztatt ograniczenia
dowolnego kontinuum.

§ 3. Twierdzenie XI, Ograniczenie kazdego kontinuum
sktada si¢ albo ze skoficzonej liczby kontinudéw, bgdacych
ograniczeniami nasyconych semikontinuéw uzupetnienia, al-

e
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bo z nieskonczonej, przeliczalnej liczby takich kontinuow
iich punktéow skupienia.

Najpierw udowodnimy, ze, jezeli jaki punkt ograniczenia danego konti-
nuum € nie nalezy do ograniczenia zadnego z semikontinuéw % (€), to jest
punktem skupienia sumy ograniczefi tych semikontinuéw, t. j. piszac to
krotko w formie symboliczne;j:

§ (@) = M ({3 (V*(®))),
gdzie Z przebiega wszystkie puukty uzupetnienia €.
Niech bowiem bedzie '
(a) F C3(©) — MUSBW*(@)))
W kazdem kole, o dowolnie matym promieniu, o $rodku ¥ musi istnie¢ punkt
uzupelnienia mnogosci €, gdyz F jest punktem ograniczenia mnogosci ©
G F,e) X (B8 —0C) ) Z.

Punkt Z., nalezagc do uzupelnienia @, jest zarazem zewngtrzny dla €, bo
punkty ograniczenia € sg zawarte w @. Utw6rzmy semikontinuum 8% (€) i po-
prowadzmy odcinek prostej, taczacy F z Z.: FZ.. Wedlug zatozenia (a)
F ( ¥ (€), mamy wigc

(b) F X Wz (@) = O;
wedtug tegoz zatozenia (a),
(€) F X § (B2 (C) =0.

Wzory (b) i (c) znacza, ze F jest punktem zewngtrznym dla 2WZ (C);
a, ze Z. jest punktem wewnetrznym tej mnogos$ci, mamy wigc wzor

FZ. X 8 (W% (@) ) F.,

przyczem musi by¢
p(F, F.) <p (F, Z)

A ze Ze (B AFy8)s
t. j. p(F, Z) <,
wigc oGl ) =
Poniewaz za$ e jest dowolnie male, przeto
lim F, = F,
e=0
gdzie Py C'3 DN IS
a Z. ( B —¢C; o li Al

Ze liczba réznych mnogosci ¥ (% (€)) moze by¢ tylko przeli-
czalna, wynika stad, iz kazdej z nich odpowiada jedna (przynajmniej) mno-
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gos¢ WZ(Q), te zas nie maja ze sobg punktéw wspdlnych i kazda z nich za-
wiera koto & (Z, § a), gdzie zaktadamy:

a=p(Z3(V*©@)) >0,

liczba za$ k6t takich moze by¢ na plaszczyznie tylko przeliczalna.

Pozostaje nam tylko jeszcze wykazad, ze jezeli istniejg na § (©) punkty,
nie nalezgce do zadnego kontinuum % (2%(€)), to tych ostatnich kontinuéw
jest nieskoriczenie wiele. Gdyby liczba ich byla tylko skoriczona, to z nie-
skoriczonego ciggu punktéw F. (ktérego F' jest punktem skupienia) nie-
skoficzenie wiele punktéw znajdowaloby si¢ na jednem z tych kontinuéw,
niech bedzie na kontinuum

5 (W4(Q) = §,.

Ta nieskoriczono$¢ punktéw na tem kontinuum & musi mie¢ punki
skupienia (twierdzenie Bolzano-Weierstrassa), a nie moze mie¢ innego
punktu skupienia, anizeli ¥, bo jest podmnogoscig ciggu, posiadajacego F'
jako jedyny punkt skupienia; wreszcie ten ich punkt skupienia musi leze¢
na §,, gdyz wszystkie one lezg na §,, a &, jest mnogoscig domknigta. A wigc
F musiatoby leze¢ na & wbrew zatozeniu. Punkty przeto, nie nalezace do zad-
nego kontinuum & (28%(@)), mogq istnie¢ tylko wtedy, gdy tych ostatnich
jest nieskoficzenie wiele.

Z twierdzenia tego wynika odrazu twierdzenie Mazurkiewicza,
brzmigce tak:

Twierdzenie XII. Mnogo$¢ punktéw ograniczenia konti-
nuum, wspélnych z mnogoscia punktéw wewngtrznych do-
wolnego kota, nie moze by¢ punktowa V.

Kazdy bowiem punkt F' ograniczenia kontinuum ¥ (), jesli sam nie
lezy na kontinuum, nalezgcem do % (@), jest punktem skupienia punktéw
lezacych na kontinuach, zawartych w § (©). Jakiekolwiek wigc koto bedzie
zawierato F, jako punkt wewnetrzny, to bedzie réwniez zawierato jako punkt
wewnetrzny punkt lezagcy na kontinuum, zawartem w § (€). Stad wynika
(p. These, Ch. I, th. IV, str. 22), ze kolo to bedzie zawieralo kontinuum, za-
warte w § (C) i ztozone z punktéw wewnetrznych kota; a wigc mnogos¢ pun-
ktéow wspélnych % (€) z mnogoscia punktéw wewnetrznych kota nie jest
punktowa.

Uwaga. O wiasnosciach ograniczenia kontinuum tatwo sobie wyrobi¢
fatszywe wyobrazenie, wyczytujac w podanem wyzej twierdzeniu XI to, czego
ono wcale nie glosi. Dlatego robimy tu trzy uwagi:

') Punktowa nazywamy mnogos$¢, nie zawierajacg zadnego kontinuum.

- 33
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1) Punkty ograniczenia § (©), nie zawarte w zadnem z kontinuow
F(WZ(C)), mogg lecz nie muszg nie leze¢ na zadnem kontinuum, za-
wartem w § (C). Innemi stowy, mnogosé

5(€) — M (15 (W (©))4)

moze zawiera¢ kontinua i to w ilosci niep rze>1 iczalnej.
2) Dla dwéch réznych semikontinuéw % (@) i W2 (C), gdzie wige

W4 (C) X W~ (C) = 0,

ograniczenia ich moga posiada¢ punkty wspolne, moze nawet jedna by¢ cal-
kowicie zawarta w drugiej, lub moga by¢ identyczne. Liczba wigc roz-
nych cze$ci, na ktére dane kontinuum rozcina plaszczyzng,
jestréwna liczbie lub wigksza od liczby réznychichograniczen.
W szczegblnosci: ograniczenie kontinuum, nie rozcinajgcego pta-
szczyzny, jest samo kontinuum.

3) Gdy istnieje nieskoriczenie wiele réznych ograniczen § (WZ4(€)), to
moga, lecz nie musza, istnie¢ na § (©) punkty, nie nalezace do zadnej
z nich, t.j. i w przypadku, gdy mnogosci § (284 (®)) jest nieskoriczenie wiele
(gdy jest ich liczba skoriczona, to to zachodzi zawsze) moze byc:

3 (@ — M (15 (BV?(9)]) = 0.

W takim przypadku mnogosci § (¥4 (€)) skupiajg si¢ do swych wias-
nych punktéw.

ROZDZIAL IV.

O rozcinaniu ptaszczyzny.

§ 1. Twierdzenie A. Suma dwéch kontinudéw, z ktérych za-
dne nie rozcina ptaszczyzny i ktorych mnogos$¢ punktéw
wspélnych jest spdina lub prdéna, nie rozcina ptaszczyzny.

Niech bedzie 4 i B dowolna para punktéow uzupelnienia sumy danych
kontinuéw, €, i €,

(@) A "B°CB +#(CC);
mamy udowodnié, Ze istnieje kontinuum AB bez punktéw wspoélnych
z €, 4 €,. W tym celu poprowadzmy dwie linie tamane (4.B), i (AD),:

(b) (AB); X €& = 0,
©) (4B), X €, =0,

— 178 —
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co mozna zrobi¢ ze wzgledu, ze ani @, ani C, nie rozcina ptaszczyzny (por.
tw. VII). Mozna oczywiscie zawsze tak wybra¢ (AB), i (4B),, by nie miaty
innych punktéw wspélnych préocz 4 i B,

(d) (AB), X (4B), = A + B.

Z (b) i (c), mnozgc te wzory obustronnie pierwszy przez @,, drugi przez @,
i dodajac, otrzymujemy:
(e) (€ X &) X [(4B);+ (4B);] = 0.

Mnogos$é¢ (AB), + (AB), jest to, wobec wiasnosci (d) sktadajacych ja li-
nij tamanych, wielokat. Nie posiada on, wedtug (e), punktéw wspélnych
z mnogoscig @, X ©,. Poniewaz za$ ta jest spdjna — a tembardziej, gdy
jest préozna— jedna z mogosci: W ((4B), + (4B),) i W ((AB), + (4B),),
nie zawiera punktéow €, X €,. Niech bedzie

§ = W?((4B), + (4B),),
tg mnogoscia; t. j. :

(f) g X (€ X €)=0.
Wezmy liczbe a, spetniajgcq nieréwnosci

(®) a<tp(® X3, (4B),),

(h) a<ip(® X 8¢ X3,

i utworzmy siatke szesciokatéw X,. Mnogos¢ punktéw wspélnych mnogosci &
i mnogosci ;
(1) Q=% x3a

skiada sie¢ ze skonczonej liczby wnetrz wielokatéw (ztozonych z czgsci linij
(AB), i §(Q)) i, ewentualnie, linij famanych. Te ostatnie, jesli wogéle ist-
nieja, musza naleze¢ do (4B), X & (Q), czyli sg cz¢Sciami linii (4.5),, na kto-
rych nie lezy zaden punkt €,; mozemy je wigc traktowac¢ na réwni z temi czg-
$ciami linii (4 B),, ktére nie sg zawarte w . Rozpatrujemy wigc

@) W (D) + V() + ...+ B (@) = (@XH—F (9,
gdzie oczywiscie
(k) P+ P+ .+ Pa (4B + [ (Q) X 8.

Oznaczmy przez R, pierwszy, liczac od 4, punkt na (4 B),, nalezacy do
jednego z wielobokéw @; V; oznaczmy wskaznik tego wielokata przez k,; ma-
my wigc

) R, moze nic istnie¢; wiedy (4B), jest juz szukanem (5 (A+ B, & — (@, 4+ C2)).

- 9 —
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)] (ARy), C (AD),
(m) (AR), X @; = 0 ik
(n) (AB,); X @, = R,.
Oznaczmy nastepnie przez S, ostatni na (4B), punkt, nalezacy do o,:
(0) (S, B)y, C (4B),
(p) (Sy B)y X @, = 8,

Jest widoczne: 1) ze jedna z dwu linij RS, na wielokacie &, nie posia-
da, précz R, i 8,, zadnych punktéw wspélnych z (4B),; oznaczajac ja przez
(BR,S,), mamy,

(q) (Rl SI)O C D, X (% (@) X 8);
2)
() ((AR), 4 (S; B)y) X W (&) = R, 4 8§,
oraz (z wzoréw (g), (), (m), (n), (j)), ze
(S) (AR1)1 X (@—3§@®@)=0.

W linii (4B), zastepujemy jej czg$¢, zawartg miedzy punktami R, i S;,
przez (R,S,),; otrzymujemy linig
(ARy), + (B, 8;)e+ (S B);.

Z (S; B), postepujemy w ten sam sposéb, jakeSmy postapili z (4B);;
znajdujemy wiec dwa punkty, B, i S,, takie, ze

1) (81 Ry); C (8;B)s,
(m’) ’ (S;By)y X @ =0 i=ky, ky,
(n') (81 Ry); X Dy, = RB,;
(o) (8, B)y C (81 B)y,
®") (83 B); X @, = 8,.
Przez lini¢ tamana (R, S,), taka, ze
(a) (By85)0 D ®1, X (§(Q) X 8),

zastepujemy cze$¢ (S, B),, zawartg migedzy punktami R, i S,; otrzymujemy
wiec linig tamang
(ARy); X (B,8)o+ (S1Bz) + (B, 85), + (S, B); -

-~ Z wzoréw (m') i (n') jest widoczne, ze
(S') (‘Sl Rz)l X (@ -8 (&)) == 0,

S -
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Postgpujac w ten sposéb dalej, musimy dojs¢, ze wzgledu na to, ze liczba
wielokatéw @; jest skoriczona, do takiego punktu S,, (m < n), ze (S, B), nie
zawiera, procz S., zadnego punktu nalezacego do @, 4 @, + ... + @,:

(16m) (SwB), C (Sn—1B); C (4B),,
(m™) (SaB); X & =0 §ok ky
{(n) (SmB), X B, = Sa.
skad

(s™) (SwB), X (8 —§(9)) =0.

Udowodnimy, ze otrzymana linia famana

(AB), = (4 R1)1 o (R1 S + (Sx Re)x g (Rz Sz)o oy iafe 4 -+ (Sw B),
jest szukana. Rzeczywiscie, mamy, wedlug wzoréw (q), (q")
(t) (B8 + (BaSi)o+ - - - + (BuSuy C §(®) X 8,

wiec, zwazywszy, ze (p. wzory (h), (i) i (14))

[B3@ X8 XC+C)=F@X[EXC)+(® XC)=0,
otrzymujemy

(u) [(By8y)o + (B3 S5)o - - - (BmSmdo] X (€4 &) = 0.
Z drugiej strony, wedtug (1), (1'),... (I™),

(v) (AR), + (S;R); + ... + (SuB), C (4B),.

Stad wynika najpierw (p. wzor (b)) '

(w) [AR); + SR+ ... +(8uBy] X € = 0;

ze wzgledu za$, iz (4B), C 8,

mamy :

(x) [((AR);+ (S, By)y + - -.. + (S B)y] X (C; — 8) = 0.

Pozostaje udowodni¢ tylko, ze lewa strona wzoru (v) nie posiada réw-
niez punktéw wspélnych z €, X 8. W tym celu zauwazmy, ze wedtug wzo-
row (s), (8), . . - (s'™)

(AR + QiR+ ...+ (SuB)] X [6 —F(@)] =0,

czyli, poniewaz oczywiscie
e—F(@)) e xS8,
otrzymujemy
() [(AR); 4+ (S;Ry))i + ... .+ (SuB)] X (€, X 8) = 0.

Dodajac wzory (w), (x) i (y), znajdujemy

Prace mat.-fiz.,, t. XXVL 7
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(2) [(AB) + (S; By)y+ - -+ - + (Su B ] X (€4 &) = 0;
dodajac za$ (z) do (u), otrzymujemy ostatecznie
(ABiy X (€, + €,) = 0, C. n. u.

§ 2. Lemmat 1. Gdy mnogos$¢ punktéw wspélnych dwéch,
kontinuow, wypetniajgcych skoniczong liczbg wngtrz (w szer-
szem znaczenju) szes§ciokatoéw siatki, jest niespdjna, to suma
tych kontinuéw rozcina ptaszczyzng.

Oznaczmy dane kontinua przez €, i €,, a przez 8 + &, ich czgs¢
wspdlng; mamy wigc

=W+ BTP+....+ By

i ezzg(A1)+@(A2)+--'-+E(Aq)’

gdzie I' i A oznaczajq szesciokgty; oraz
(@) €, X C =8 +6,,
(b) : gl X gz = 0.

(Mnogoéci 8, i &, sktadajg si¢ z wnetrz szeSciokatéw i oddzielnych
bokéw).

Wezmy E, C§

i E2 ( 52’

oraz na @, lini¢ tamang E, E,:
(© : E\E, C &.

Pierwszy od E, na E, E, punkt, nalezacy do &,, nazwijmy F, (moze
on by¢ identyczny z E,)

(d) E\F,—F, CE\E,— 8, i F, (6,
przez F, za$ oznaczymy ostatni (liczac od E,) punkt &, lezacy na E, F,,
(e) FF,—F, CEF,—6 i F, (é&,.
Mamy wiec lini¢ famang F, ¥, o wiasnos$ciach (p. wzory (¢), (d), (e)):
® F\F, C¢,
(2) F,F, X & = F; ('=12).
Wezmy teraz punkt
(h) C, (v B8 w §

(p. wzory (f), (g), (a)), oraz ten wielokat na & (€,), ktéry odcina C, od pun
ktéw wewnetrznych €,, t. j.
(i) 36(@,) = .

— 183 —
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Oczywiscie
() Wa(e,) ) F\F,— F,— F,,
(bo, wedtug (h),
F\F,— F,— F, = (6*(C,, €, — &)), = (C*(C,, & — &,)),;
wedlug okreslenia za$
W (€,) =6, (C, & — ¢),

czyli, jako nasycone, zawiera wszystkie inne ©* (C,, & — C) wigc
i FI\F, — F, — F,); zatem wedtug (i) i (j)

(k) @ ) Fi+ F,;
ze wzoru zas (k), porownywajac go z (j), otrzymujemy:
) o X FF,=F, 4 F,.

Linia @ - F| F, oczywiscie (p. wzory (j) i (I)) rozcina 23%(C). Azeby
udowodni¢, ze €, 4 €, , zawierajagce @ -} Iy F,, rozcina plaszczyzng, wystar-
czy wykazaé, ze W% (C,) zawiera w obu cze¢$ciach, na ktére zostaje rozcigte
(t. j. ograniczonych wielokatami F\F, - (F,F,), i F\F, + (F,F)),), punkty
uzupelnienia mnogosci €, 4 C,. Otoz mamy (p wzory (i), (m))

(Fle)i C @2 (i=1»2)
skad wynika, wedtug wzoréw (a), (b) i (g),
(F\Fy); — € = (F, Fy); — (6,4 6,) F= 0

(inaczej bowiem kontinuum (¥, F,); byloby zawarte w &, - &, i laczytoby
punkt F,, nalezacy do &,, z punktem F,, nalezagcym do &, (p. wzor (g)), co
jest w sprzecznosci z zatozeniem (b)).

Niech bedzie
(n) £ LT H)— ©.

Ze wzoréw (i) i (m) wynika
Py G Bsd

-

gdzie X, oznacza dang siatke szesciokgtow. Punkt P; musi wiec leze¢ na bo-
ku jakiego$ szesciokata ). Oznaczmy ten bok przez R;S;

R;S; ) Py,

') W przypadku, gdyby P:i bylo punktem rozgatezienia siatki, a wigc nalezato do
trzech bokéw szesScickatéw, to bierzemy jeden z pomiedzy tych dwéch, ktére nalezg do @

a i85 —
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oraz przez A, i A; te dwa szeSciokaty siatki, dla ktérych R;S; jest bokiem, t. j.
Bi; X Ai = R;S,.
Jeden z tych szesciokatéw musij naleze¢ do zbioru: A,, A,,...4A,, t.j.

g—E—(Aki) ( @27

bo RS C @ =53%(C);
drugi za$ z tegoz powodu nie moze by¢ zawarty w C,:
(o) : % W (A) X =0,

a mianowicie
(p) B (Ay) C B (C)-

Z drugiej strony, z (n) wynika
' P X @1 & 0’
a wiec tak samo
(R:Si—Ri —8) X € =0
i (B A) + B(A)) X ¢, =0;

porownywajac ten wzor z (0), otrzymujemy:
() WA) X (€,+6)=0 (t=12).

Wzory (p) i (q) wykazujg, ze mnogosci 28 (A,) i W (A,) sq szukanemi
czesciami ¢ (C), zawartemi w uzupetnieniu @, -} €,. Migdzy kazdym pun-
ktem jednej z nich a kazdym punktem drugiej, mnogos¢ @ - F, F,, a wigc
tembardziej €, + @,, rozcina plaszczyzng; c. n. u.

Lemmat 2. Jezeli kazda mnogos$¢ &, danego ciggu nieskorti-
czonego

al’ a?)""‘an"‘

rozcina ptaszczyzne migdzy dwoma danemi punktami M i N,
to i ich mnogos§¢ skupienia® &, jezeli nie zawiera ani M,
ani N, rozcina ptaszczyzng migdzy niemi.
Mamy wiec nastgpujace zalozenia:
M4+ N (2—4, o ==0,:1:2:003)

i dla dowolnego kontinuum K, gdzie

; ') Mnogoscia skupienia dancgo ciggu mnogosci nazywamy mnogos$¢ wszystkich pun-
ktéw skupicnia takich ciaggéw punktéw, w ktérych zadne dwa punkty nie naleza do jednej
i tej samej mnogos$ci; por. Thése, Ch. I, § 1V.
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d D M-+ N,
mamy
(a) X a) 4, (n=12.);

nalezy udowodnic, ze ten ostatni wzér zachodzi i dla n = 0.
Niech bedzie 4, punktem skupienia ciggu punktéw A,, 4,,..., d.....
Tim p (d,, 42) = 0.

Poniewaz An C Gy,
wigc, wedlug okreslenia mnogosci skupienia,
{b) AT

Z drugiej za$ strony z (a) wynika

4, C X,

a ze J jest, jako kontinuum, domkniete, wigc i punkt skupienia pun-
ktéw A, nalezy do X, czyli
(c) 4, ( &

Mnozac stronami wzory (b) i (¢), otrzymujemy
A4, ( 4, X &, oo Cnu

§ 3. Twierdzenie B. Suma dwéch kontinudw, ktérych mno-
gos¢ punktow wspdlnych jest miespdina, rozcina ptaszczyzng.
Oznaczmy te dwa kontinua, na ktére si¢ rozklada dane kontinuum,
przez €, i €,; mamy
(a) e, X € =6 +8,,

(b) E,x@jao_

Mamy wykaza¢ istnienie takich dwoch punktow M i N, miedzy ktéremi
¢, -+ €, rozcina plaszczyzng. Dowdd ten przeprowadzamy, opierajac si¢ na
prawdziwosci analogicznego twierdzenia dla mnogosci, bedgcych sumg wngtrz
szesciokatéw siatki (lemmat 1); jest to ogélna metoda dla twierdzen tego
dzialu. Jednak tu zastosowanie tej metody jest o tyle bardziej ztozone, Ze,
pomijajac potrzebg podwéjnej aproksymacyi, by otrzymaé mnogosci, czynigce
w pozadany sposéb zado$¢ warunkom lemmatu, nie wystarcza jednorazowe
powolanie si¢ na ten lemmat, lecz trzeba to uczynic¢ dla nieskoficzonego ciggu
przyblizen i przej$¢ do granicy (positkujgc si¢ lemmatem 2).

Iy =
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Wezmy (p. wzér (b))
a<p (8,8,
wtedy, wedtug (15),

(c) P (8, a) X P(8,,a) =0.
Mnogosc ¥ (€, @) X Y (&,, a) zawiera mnogos¢ (p. wzory (a), (9)).
(d) \p (é’)l, a) + 5}) ({:”2: a) T 3}) (@1 X @27 a’)’

lecz nie musi by¢ z nig identyczna (p. Rozdz. II, (10)). Mogtaby wigc byc¢
spéjna. Musimy przeto znales¢ lepsza aproksymacyg, by moédz zastosowac
lemmat 1. Niech bedzie

(e) e*=¢—YP (¢ XEC,a
(e i C*=0C — VP XC, a)

Mnogosci C,* i @,* nie posiadajgq punktéw wspolnych; rzeczywiscie
() CF X &* (6 XG ;
oraz CEX[P(EE XC,a)—FP(E© XGC,a)]=0, K== L2
wiec tembardziej (p. Rozdz. 11, tw. V)

C* X (€3 X GC)=0 e

(®) i (¥ X &%) X (€, X &) = 0;
poréwnywajac (f) z (g) (mnozac obie strony (f) przez €* X €,¥), otrzymujemy
(h) G e,* = (.

Wezmy liczbe b, czynigcg zados¢ trzem nieréwnosciom (co jest mozliwe
wedtug (h) i (c)):

0 <7
1) b < ke (G G
(k) i b < %P(‘p (61"‘)) g‘)(@’%) a))

i utwérzmy nowq siatke sze$ciokatow Z,. Mnogosci P (€,, &) i P (C,, b) po-
siadaja potrzebne nam wtlasnosci, a mianowicie

) P @,b xXY@©,b =1 4 x,
(m) gdzie: X X X, =0,
(n) D & =0, A, ) &=0.

Mamy bowiem [(e) i (¢'), (d), (9)]
— 186 —
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sp (@i) b) - SD (ei*y b) + ‘:D (@0 X ‘Ip (Gl’a’)’ b)

+ P& X DS, a),d) (§==1,2)
a wiec, zwazywszy, ze (wedtug (10))
P& X P (&, a), d) CP(P (&, a)bd), (k== 13)

mam

P, d) CPECH0)+P(V(E,,0a),0)+P(V(8,,0a),d) (i=12).

Pomnézmy stronami te wzory dla ¢ =1 i ¢ = 2, pamietajac, ze we-
dtug (15) i (j) 1
P(C*0) X P(E*0) =0,
oraz, wedtug (15) i (k)

(k) D (P (8, a), b) X V(P By, a), b) = 0;
otrzymamy:
© V@YXV, CIPENY) X P(PE,a),d)]

+ [P (5 8) X P (P (8, a), 0)] 4 [P (&% ) X P (P (8, a), b)]
F [P (E*0) X P(PS,y,0),0)]+ P(P(8,,0),d) + P (P8, a),d)
CP(VE,a),d)+P(P(6,,a)d).

WprowadZmy oznaczenia
() [P(C,0) X P(C,0)] X P(P(&,a),b) = (t=12)

Z wzoru (o) wnioskujemy prawdziwos$¢ wzoru (1), za$ z wzoréw (k') i (p)
prawdziwo$¢ wzoru (m); wreszcie, poniewaz

: ’D(sp(gn a), b) ) P (&, @) ) & (= 152))
a ‘D(@l,b)xsp(@pb))01X@2’=31+5;,

wiec z wzoru (p) wynika wzor (n).
Z wzoréw (1), (m) i (n) wynika wedtug lemmatu 1, ze mnogos¢

8= SJ)(G“b)—{—’D(@Z,b)

dla kazdego b, spelniajacego nieréwnosci (i), (j) i (k), rozcina ptaszczyzne.
Poniewaz jest to mnogos$¢, wypelniajaca skoriczong liczbg wnetrz szesciokatow
siatki X,, i, przeto, nie moze rozcina¢ ptaszczyzny ani migdzy dwoma pun-
ktami wnetrza jednego szesciokgta, ani miedzy dwoma punktami lezgcemi oba
dowolnie daleko ;. wigc liczba czeéci, na ktére mnogos¢ & rozcina ptaszczyzne,
jest skonczona; niech bgdzie ich p.

8§t WA(S) | BH(8) 4 ... - BH(S) = 3.

WeZimy teraz ciag liczb b,., okresSlony tak:

. M =



58 Zygmunt Janiszewski. (48)

) A0 ¥
LB ey be = e

Kazda z tych liczb b, , bedac mniejsza od b, musi spetnia¢ nieréwnosci (i),
(j), (k); wigc wszystko, cosmy powiedzieli o &, stosuje si¢ i do

é?n = (:D (@’1, bn) -{_w(@zy bn) (n=1"21-"))
przyczem, wedtug wzoru (17),

b

£ L Ll dla i > 0.

Mnogosci 9, moga rozcina¢ ptaszczyzne migdzy takiemi punktami, migdzy
ktéremi § nie rozcina plaszczyzny, lecz oczywiscie o tyle tylko, o ile te nale-
23 do $. Jezeli wigc ograniczymy sie do punktéw, zawartych w 5 — 8, to
miedzy temi punktami zadne §, nie moze wprowadzi¢ nowych rozcig¢. Na-
tomiast moze sig liczba rozcie¢ zmniejszy¢. Udowodnimy, ze 5 — & nie
przestanie by¢ rozcieta, t. j. ze liczba rozcig¢ moze sig¢ co najwyzej
zmniejszy¢ do 2, dla n nieskoriczenie wzrastajacego.

Rozpatrzmy
W, = W (§,) + W (8,) + .... 4 W4 (3,);
mamy 2—8 (W, (&—8,
czyli 8HYs—w, ) 8,,

gdzie & — W, jest mnogoscia, wypelniajacq skorczong liczbg wngtrz (w szer-
szym znaczeniu) szesciokatéw siatki ¥, . Te i (S,) nie muszg by¢ wszyst-
kie migdzy sobg rézne; niech bedzie

W, = W (8,) + W (8,) + ... + B (8,),

gdzie ¢ < p. Mamy udowodnié, ze g > 2.
Gdyby dla pewnego n byto ¢ =1, t. j.
W (8,) = W,

’

to mnogos¢ domknigta 2 — 20, nie rozcinalaby ptaszczyzny, bo jej uzupet-
nienie, 20, jest semikontinuum (wedtug okreslenia symbolu ). To jest
jednak niemozliwe, bo mnogo$¢ % — 20, spetnia warunki lemmatu 1.

Rzeczywiscie, mnogo$¢ te, ztozong z wnetrz sze$ciokatéow o boku b,,
mozna przedstawi¢ jako sumg dwdch takichze mnogosci, a mianowicie zali-
czajgc do jednej wszystkie wnetrza szesciokqtéw (z pomiedzy zawartych
w % — 0,), posiadajgce punkty wspélne z P (€,, b), a do drugiej—posiada-
jace punkty wspodlne z P (€,, b). Oznaczmy te dwie mnogosci przez ¥, i W,;
mamy:

% — W, =D, 4 D,,

(q) Py x Dy Y Y€, b)) X P (@, ),

= 188 =
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gdyz P (C;, b,) jest zawarte w S — 2, i w P (¢, b), a O, sktadajgce sig
z takich samych szesciokatéw, co i ¥ (S, b,), zawiera wiasnie wszystkie
te, ktore sg zawarte w S — W, i w V (C;, b). Wreszcie, wedlug okreslenia,

XNy CPP(E, 8) X N (€, ), ba),
wiec, z wzoru (0) wynika
0 WX D, CPOP(PE,a),0), 5a) + V(P (P&, 0), 0), b) = 6,48,

(przez S, i S, oznaczamy odpowiednio skladniki sumy po prawej stronie).
Jezeli dla jakiego$ n liczba g stala si¢ réwna 1, t. j. S — @0, nie rozcina pta-
szczyzny, to nie bedzie réwniez rozcinata plaszczyzny i 5 — W, (¢ > 0),
gdyz liczba ¢ moze sig, jakesSmy wyzej zauwazyli—przy wzrastajgcem n—tyl-
ko zmniejszaé, lecz nie zwigksza¢. Mozemy wigc wzig¢ w naszym wzorze n
dowolnie wielkie; wybieramy je tak, aby

b g
=0 <ip (P VG, a),0), P(VE,a),d)),
co zrobi¢ mozna, wedtug (k'). Wigc (p. wzor (15))
Zauwazymy teraz, ze _
(1) S ) & (t=12)
i ze, wedtug dwdéch ostatnich wzoréw,
(u) § X & =0 ‘gdy i ==k (3, k= 1,2).

Wedtug (q) i (a) mamy

N X NV, ) & 4 6,.

Mnozac ten wzér obustronnie raz przez $,, drugi raz przez §,, i stosu-
jac wzory (t) i (u), otrzymujemy:

V) Py X WMy X 8 ) 620,
(w) WIS, Dby 0,

Mnogosci po lewych stronach tych nieréwnosci sg oczywiscie domknig-
te, jako iloczyny mnogosci domknigtych. Mnozac teraz obustronnie (r) przez
W, X 9V,, otrzymujemy

(X) Gpl X \?"‘2 o5 (Q’l X a')z X gl) + (Q’l X Q)2 X §2)
reszcie ze wzgledu na (s)
(y) (W X Wy X 8) X (P X W, X 8,) =0.

Wzory (v}, (W), (x) i (y) wskazujg, ze ¥; X %, jest mnogoscig nie-
spojna. A wigc ), -+ ¥, t j. 5 —W,, rozcina plaszczyzng i nasze zato-

Prace fiz.-mat., t. XXVL 8
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zenie jest niemozliwe.

Wiec g > 2, czyli istniejg dla kazdego n przynaj:

mniej dwa rézne semikontinua I8¢ (8,):

M, ) W (8,) + WH(S,) m=12..)

Istniejg zatem dwa state punkty, M i N, migdzy ktéremi kazde &, rozcina
ptaszczyzng. Mozemy zatem zastosowac tu lemmat 2. Wiemy (p. wz6r (16)),
ze mnogoscia skupienia mnogosci &, t. j. (p. wzdr (9)) mnogosci ¥ (€, + C,, b,)

jest mnogos¢ €, -

1)

2)
3)

4)

6)
7)

8)
9)

10)
11)
12)

13)
14)
15)
16)

17)
18)

19)

20)

8 =& oznacza:

LK -
a s

SCafl
a+ -
a—a -

a x ® —
O AJB%

A
& e

3aa2k B
\-\R(gaaa\k) e
D) —

(9 oy
cE® -
G, 8 —
G, (a: éJ5) i
618, 8)
G (@,a)  —

{l\ (aa "’) i

By -

~

C,.

A wigc @, 4@, rozcina plaszczyzng, c. n. u.

Objasnienie znakodw.

mnogosci & i B sa identyczne (t. j. skladajg sie z tych samych
punktow).
mnogo$ci & i B nie sg identyczne.

mnogo$¢ & zawiera wszystkie punkty mnogosci &.

mnogo$¢, ztozong z punktéw mnogos$ci & i mnogosci &B.
mnogo$¢, ztozong z tych punktéow mnogosci &, ktore nie naleza
do &R.

mnogo$¢ punktéw wspélnych mnogosciom & i .

(we wzorach ze znakami =, $, ( ) mnogo$¢ prézng, t. j. nie
zawierajgca zadnego punktu.

mnogo$¢ wszystkich punktéw rozpatrywanej przestrzeni (od § 7
Rozdz. I—euklidesowej plaszczyzny).

mnogo$¢ & po domknigciu, t. j. mnogo$¢ punktéw & i punktéw
skupienia &.

mnogo$¢ mnogosci €, ktére spetniajg pewien warunek A.
sume mnogosci &, spetniajgcych warunek i.

mnogos¢ punktéw wspélnych wszystkim mnogosciom &, spet-
niajagcym warunek A.

ograniczenie ‘mnogo$ci &.

kontin
n. uur‘n g (lub punkt) zawierajace & i zawarte w $B.
semikontinuum

(¢ (8, &) nasycone (t. j. maksymalne).

(8° (&, &B) nasycone.

mnogo$¢ punktéw o odlegtosci od & nie wiekszej niz @. W szcze-
g6lnosci & (4, @) oznacza koo o $rodku A i promieniu a.
mnogo$é¢ punktow, lezacych po stronie wewnetrznej tych szescio-
katéw siatki o boku @, lub na nich, ktére albo zawieraja we
wrnetrzu (w szerszem znaczeniu) punkty &, albo z takiemi szescio-
katami sgsiaduja.

mnogos$¢ wszystkich punktow, dajacych sie polaczy¢ z punktem 4
zapomocg kontinuum bez punktéw wspdlnych z & (wtgczajac w to
i punkt 4); t.'j. 34 (@) = (5 (4, 2— Q).

e A -
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21) F4(Q) = F (W4 (Q)).
22) p(4, B) oznacza: odlegto$§¢ migdzy punktami 4 i B;
p (4, B) — odlegtos¢ miedzy mnogosciami & i &, t. j najmniejszg liczbg, nie
mniejsza od odleglosci zadnej pary punktéw, z ktérych jeden na-
lezy do &, a drugi do &B.
Litery wielkie zwykte uzywane s3 wytacznie dla oznaczenia punktéw; litery
wielkie rondo—dla oznaczenia mnogo$ci punktéw; wielkie litery greckie—dla ozna-
czenia linij tamanych; litery male facinskie od i do ¢ --dla oznaczenia liczb catkowitych.
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