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Uzasadnienie pewnej witasnosci kontynuébw nieprzywied!-
nych, tqczqcych dwa punkty. — Démonstration d'une pro-
priété des continus irréductibles entre deux points.

Note
de M. S. JANISZEWSKI,

présentée, dans la séance du 4 Novembre 1912, par M. 8. Zaremba m. c.

Cette communication est consacrée a la discussion d’une ques-
tion relative aux continus irréductibles AB1); l'exposé en sera un
peu long, mais il nous conduira en revanche & une suite de lem-
mes intéressants par eux-mémes.

On sait qu'un continu irréductible 4B peut contenir deux con-
tinus irréductibles différents (AM), et (AM), entre le point 4 et
un autre point M de AB. Le plus simple exemple en est un con-
tinu composé d’une spirale et de son cercle asymptotique, ou les
points 4 et M sont situés sur ce cercle et le point B au commen-
cement de la spirale.

La question qui se pose est celle-ci: Est-il possible que
le continu irréductible AB contienne un point M tel
quil existe sur 4B & la fois deux continus irréduc-
tibles différents euntre 4 et M et deux continus irré-
ductibles différents entre B et M?

Nous allons voir que la réponse est négative. Il est nécessaire
pour cela de se rendre compte dans quelles conditions un continu
irréductible 4B peut contenir deux continus irréductibles (4M), et
(AM), différents

Rappelons que, (BM), étant un continu irréductible quelconque
entre B et M sur AB, on a les relations évidentes:

1) Pour les définitions et les notations voir la fin de cette Note. Comparez
aussi ma Thése Sur les continus trréductibles entre deux points (Journal de
I'Ecole politechnique, 1I¢ série, 16° cahier).
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AB
AB

l

(AM), + (BM),
(AM), 4 (BM),

d’oli:
(BM), D AB — (4M), D (AM), — (AM),
(BM), D AB —(AM), D (AM), — (AM),
c’est-a-dire:
(BM), D (AB — (AM),)+ (AB — (AM),) = AB — (AM), X (4M),)

Nous avons obtenu ainsi deux relations:

AB7 (BM), D AB — ((AM), X (AM),)

qui montrent déja que, si (AM) X (AM), est un ensemble punc-
tiforme:
(BM), = AB;

il n'y a donec dans ce cas qu'un seul continu irréductible BM

sur AB.

Pour démontrer que la proposition précédente est générale, il
nous faudra d’abord établir trois lemmes.

Lemme 1. Soit € un continu, & unensemble fermé et
4 un point de @ X & Si @—& n’est pas vide on a:

IHX(C—F)==0
en désignant par & 'ensemble G, (4, @ X &). [Jusqu'a pré-
sent nous pouvons seulement affirmer que:
EeXF)X(@—-F)=0.

Conformément & la 9-me définition I'ensemble @ — & représente ce-
lui que l'on obtient en ajoutant 4 @— & I'ensemble de ses points-
limites. 1)].
Supposons en effet que:
FHX(@—&F)=0.
On a alers:

01=0(e’€(@—5))>0

1) J'ai démontré d’une autre maniére un lemme équivalent dans ma thése,
p. 45 (dans le Journal p. 123).

s PNy =
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d’ou:
eS8 (e=&) >0,

' ol nous avons posé:

§=& (%4 0.
Done:
(a) s X (€- =0
et a fortiori:

eX § X (e— 07") =0.
Cette derniére identité montre que
@ Bl Qs

D’autre part:
exXs )4

par conséquent:
(b) X =C(4,eX8 (CE(4,eX F=dx.

Mais comme @ n’est pas contenu dans § (daprés la relation (a)) il
doit exister un point K de J%, situé sur la frontiére § de §1), c’est-
a-dire:

g X §=0.

Pour tout point K de & on a évidemment:
o (K, %) =% 013
or cette égalité est absurde, car:
e (K, 9)=0
vu que (d’aprés (b)):
I 9 D K.

Lemme 2. Soit @ un € (4, 4B); si I'ensemble (AB )
n'est pas vide, il est continu.

) Voir ma Thése, Chap. I, théoréme IV, Corrollaire, p. 23 (dans le Jonrnal
p. 101).

= 9 =
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En effet, écartons le cas @= AB; alors évidemment @ ne con-
tient pas B, c'est-a-dire:
(AB—9 O B.
Considérons I'ensemble:

#=G, (B, (4B Q).

Si
AB —(AB—@)=0
on a.
(AB=—@ D) 4B,
done:
(AB—@)= AB

et le lemme est démontré.
Si
' AB —(AB—@)==0

nous pouvons appliquer aux ensembles AB, (AB—@) et au point B
le lemme 1, ce qui nous donne

(e) X (4B— (AB—0)) == 0.
Or:

AB—(AB—@=2¢e
(car ABT) @), d'ou:

AB—(AB—0) Ce

et:
4B—(46—0) C e
done, en vertu de (e):
IHX C=x=0

et, J et © étant des continus, l'ensemble J - @ l'est aussi; par
conséquent c’est un € (4 4 B, 4B), c’est-a-dire:

JH -+ C= AB,
d’oli:

&) AB—e

- §55
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et
) (AB—@Q.
D’aprés la définition de o¥
# (C (AB—@),
par conséquent:
H=(4B— @

cest-d-dire que (4B — @) est un continu?). C. q. f d.

Corollaire. @ étant un € (4, 4B), deux cas peuvent se présen-
ter qui s’excluent mutuellement:

1) ou bien (AB—@) ne contient pas 4,

2) ou bien (AB—@) = AB, cest-a-dire: @ est un continu
de condensation de 4B.

En effet, en dehors du cas @= 4B, pour lequel a lieu l'alter-
native 1), on a, comme nous l'avons déja vu:

(4B— @D B.

D’aprés le lemme précédent, 'ensemble (4B— @) est un continu,
c’est done un € (B, AB); par conséquent, s’il contient 4, il est iden-
tique & AB.

Lemme 3. Soient @ et J deux € (B, AB); si Jf est un
continu de condensation de 4Betsi @nel'estpas, on a:

C).X.
Supposons en effet que @ ne contienne pas J. Dans ce cas:
(4B—@) X =0

et, (AB—@) n'étant pas vide est, d’aprés le lemme précédent, un
@ (4, AB); done on a_ évidemment:

(AB— @)} o= AB
d’ou

(AB—@) ) AB—»
done

(AB—@) D (AB—o%) = AB.

1) (AB—@) ne peut pas se réduire 4 un point, car alors il serait identique
2 AB— @, ce qui est impossible, 4B — @ ne pouvant pas étre fermé.

— 136 —
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Or cette relation est absurde, @ n'étant pas par hypothése un con-
tinu de condensation de 4B. Done:

eD) &, e.q f d.

Revenons maintenant & la question qui nous occupe. Nous avons
vu que, (AM), et (AM), étant deux continus irréductibles diffé-
rents et (BM), un continu irréductible quelconque, situés tous les
trois sur un continu irréductible 4B, on a:

(BM), D ((AM), — (AM),) .

Considérons l'ensemble:
IH, =G, (4,(4M), X (AM),) ;

%, ne contient pas M, car autrement J,, contenant 4 et M, de-
vrait d’une part étre identique & (AM), et de l'autre & (AM),, et
on aurait (AM), = (AM), contrairement a I’hypothése.

Comme

(AM), — (AM), =0

on a en vertu du lemme 1:

(BM),D 9, X (AM), —(AM),) D N.

Le point N étant situé sur (BM),. soit (BN), un continu irré-
ductible entre B et N situé sur (BM),: ]

(BM), D (BN), .

Comme

J, X (BN, DN

Vensemble o, + (BN), est continu; il contient 4 et B, donc il est
identique a A4B:

J,+ (BN), = AB.
De cette relation on tire:
(BN), D AB — o, D (AM), — o%;
done, en posant -pour abréger:

-~ 198 —
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on a.

(BM); D &.

Comme %, ne contient pas M, on a:

A M.

D’aprés le lemme 2 & est un continu.

Le méme lemme appliqué a (BM), et & (qui d’aprés ce qui
précéde est un € (M, (BM),)), montre que ((BM), — &) est con-
tinu ou vide. Nous verrons tout de suite (v. (d)) que ce second
cas ne peut pas se présenter.

Nous avons établi au début que:

(BM), D (AM), —(AM),;
comme

A X (AM)y — (AM),) = 0
(car & C (AM),), on a:

(BM); — & D (AM), — (AM),
ou encore

@ (B, — &) D (@D, —(Ad),) = 0.

D’apreés le lemme 1:

I X (AM), — (AM),)==0,
donec a fortiori:
I, X (BM), — &) ==0.

Comme de plus %, et (BM), — &) sont des continus, 'ensem-

ble o, (BM), — &), contenant les points 4 et B, est un
€ (4 + B, AB), par conséquent:

%, +(BM), —A)=A4BD M.
Comme o, ne contient pas M, on a:
(BM), — @)D M.

Le corollaire du lemme 2 nous montre que le continu & est
un continu de condensation de (BM),.

Remarquons a présent (cette remarque est essentielle) que &
n’est pas un continu de condensation de (4AM),.

s W
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En effet, de l'identité
(AM), — [(AM), — I,] = o,

on tire:

((AM), — &) C *,.

Done, comme J7, ne contient pas (AM),, on a:

(AM), — &) == (AM),

c’est-a-dire que & ne peut pas étre un continu de condensation
de (AM),.

Nous sommes arrivés ainsi au résultat suivant:

Etant donné un continu irréductible AB qui con-
tient deux continus irréductibles différents (AM), et
(AM), entre A et M, 'ensemble ((AM),—J,):

1) contient le point M;

2) est un continu de condensation.d'un continu ir-
réductible BM quelconque situé sur A4Bb;

3) n’est pas un continu de condensation de (4AM),.

Ce résultat nous permettra de résoudre la question posée au
début de ce paragraphe.

Théoréme. Un continu irréductibie 4B ne peut pas
contenir un point Mtel qu'ilexiste & la fois deux con-
tinus irréductibles différents entre 4 et M et deux
continus irréductibles différents entre B et M.

En effet. si cela était possible, nous pourrions considérer deux
ensembles:

(AM),— ) et ((BM),— or,)
(o nous avons posé:
Jy =G, (B,(BM), X (BM),).

Le premier est un continu de condensation de (BM),, le second
ne l'est pas; en appliquant le lemme 3, on obtient:

(BM),— 96,) D (AM),—,) .

En appliquant.a ces deux ensembles le méme lemme par rap-
port au continu. irréductible (4M),, on trouve:

(B, —=5,) C ([@M),—ax,).

- 139 —
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La contradiction est manifeste, ces deux ensembles ne pouvant
évidemment étre identiques, puisque l'un d’eux est un continu de
condensation de (BM),, et I'anutre ne l'est pas.

Définitions et notations.

1. Les majuscules romaines (4, B,...) désignent les points.

2. Les majuscules rondes (&. 8,...) désignent les ensembles de
points.

3. ¢ (4, B) désigne la distance entre A et B; ¢ (&, B) désigne
la borne inférieure de ¢ (4, B), le point 4 étant contenu dans &
et B dans &.

4. @+ & désigne I'ensemble des points contenus dans & et &.

5. @ X & désigne l'ensemble de points communs aux ensem-
bles @ et &.

6. & — B désigne l'ensemble de tous les points de @ qui ne
sont pas contenus dans &.

7. @= B signifie: & est identique & .

8. (M| . .. & est contenu dans &

& a| signifie: ., B contient .

9. @ désigne 'ensemble des points de @ et des points limites
de @&. ;

10. © (@, a) désigne l'ensemble des points S tels que

0 (@ S=a

11. € (&, #) désigne un continu — ou un point — qui ¢on-
tient @ et est contenu dans &.

12. G, (@, 3) est un € (&, B) saturé, c'est-a-dire tel qu’il n’existe
aucun autre ensemble possédant les mémes propriétés et contenant
I'ensemble donné.

13. AB désigne un continu irréductible entre les points 4 et B,
c’est-a-dire un continu contenant les points 4 et B, dont on ne
peut enlever aucune partie sans qu’il cesse d’étre continu ou de
contenir 4 et B a la fois.

14. Continu de condensation d’un continu @ est tout con-
tinu J¢ composé exciusivement de points limites de I'ensemble des
points de € non contenus dans J% c'est-a-dire un continu J¢ tel que:

E—x) &

oo A i
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