0 wptywie ruchu na zmiany stanu Skupienia.

Przez

Wiadystawa Natansona.

Rzecz przedstawiona na posiedzeniach Wydziatu matematyczno-przyrodniczego
z dnia 8 marca i 25 kwietnia 1898 roku.

Uwazajmy ukiad ,,doskonale niejednolity*:; bedziemy tak nazy-
wali ukfad, ztozony z pewnej liczby ciat, np. (jak przypuszcza¢ be-
dziemy) z dwdch ciat, ktére, same przez sie bedac jednolite i nie mie-
szajac sie nigdy ze sobag, moga swobodnie przeobraza¢ sie w siebie:
pierwsze na drugie i nawzajem drugie na pierwsze. Bedziemy przy-
puszczali, ze uktad znajduje sie w ruchu; azeby ruch ten okresli¢ ogol-
nie, zatézmy, ze kazdemu nieskonczenie matemu elementowi w obu
ciatach przystugujg sktadowe predkosci, ktére sg skonczonemi i cia-
gtemi, zreszta za$ dowolnemi funkcyami spétrzednych i czasu. Bedziemy
sie postugiwali niekiedy hypotezami, ktore tylko w przypadku ciat ptyn-
nych moga by¢ scisle spetnione; bedziemy woéwczas nazywali ,,ptynami”
ciata uwazanego uktadu.

Widzimy przedewszystkiem, ze badanie zjawisk ruchu w tak okre-
Slonym ukladzie nie stanowi juz, wiasciwie mowigc, przedmiotu Nauki
Mechaniki (gdzie przez Mechanike rozumiemy réwniez np. Hydrodyna-
mike); nie mamy podstawy do stanowczego a priori twierdzenia, ze
prawa ruchu zwyczajne (np. réwnania hydrodynamiczne) stosujg sie bez
zmiany do niniejszego przypadku. Widzimy powtére, ze zadanie znale-
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zienia praw, wedtug ktorych w tym razie odbywa sie ,,reakcya“
miedzy cialami (t. j. zmiana stanu skupienia lub wog6le zamiana je-
dnego ciata na drugie), wykracza znowu zupeilnie poza ramy Nauki
Termodynamiki klasycznej.

Wydaje nam sie, ze zasada t. zw. ,termokinetyczna“, ktorej po-
SwiecilisSmy dwie dawniejsze rozprawyl), zastosowana do wytozonego tu
zagadnienia, pozwala odpowiedzie¢ na obadwa pytania, ktére ono, jak
widzieliSmy, pocigga za sobg. Temu zastosowaniu poswiecamy uwagi
niniejsze. Zauwazmy juz tutaj na wstepie, ze p. Gibbs 2), a zwiaszcza
p. Duhem 3), zajmowali sie niejednokrotnie zagadnieniami, ktdre znaj-
dujg sie w mniej lub bardziej blizkim zwigzku z naszem zadaniem. Za
obowigzek poczytujemy sobie zaznaczyé, jak znakomite prace tych
uczonych utatwity nam istotnie rozwigzanie naszego zadania.

§ 1. Oznaczmy przez T catkowitg kinetyczng energie ukiadu;
przez F oznaczmy catkowitg swobodng energie uktadu, jesli taka wiel-
ko$¢ bedzie wogdle istniata. Bedziemy przypuszczali, ze temperatura jest
jednakowa we wszystkich punktach ukfadu; o czem p6zniej bedziemy
mieli sposobno$¢ wiecej powiedzie¢. Udzielamy zmian nieskonczenie
matych wirtualnych zmiennym niezaleznym, wyznaczajgcym stan uktadu;
przypus¢my, ze zachodza woéwczas zmiany i © w wartosciach
energij poprzednio wspomnianych. Przypusémy powtore, ze wszystkie
sity zewnetrzne, jakie dzialajg na uktad, wykonywajg woéwczas prace
3W, przypusémy nareszcie, ze ukiad przytem pochtania ilos¢ ciepta,

Wynoszacg w sposéb nieodwracalny. Uwazajmy pewien okres
czasu, od t—t0 do t=tl Niechaj wolno bedzie uwaza., w tych grani-
cach, ilosci nieskonczenie mate 0T, F, I i 6'Q za funkcye czasu,

mogace ulega¢ rézniczkowaniu. Powiadamy, ze dla kazdej przemiany
wirtualnej, jaka mozna osiggng¢é w ukladzie przez udzielanie zmian
zmiennym niezaleznym, zachodzi réwnanie

§ 2. Niechaj bedzie V objetos¢, zajmowana przez pierwsze ciato
ukfadni; niechaj bedzie V objetos¢, zajmowana przez drugie. Oznaczmy

1) Rozprawy Wydziatu mat.-przyr. Akademii Umiejetnosci, tom XXX, str. 309;
tom XXXIV, str. 67.

2) Transactions of the Connecticut Academy of Sc. and Arts, Vol. IlI, p. 203,
(1874-78),

3) Annales Scient. de I'Ecole Normale Sup. (3), Vol. X, p. 183 (1893). Travaux
et Memoires des Facultes de Lille, 1, Nr. 5 p. 2 (1891); IlI, Nr. 11, p. 20 (1893).
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przez S powierzchnig, ktora odgranicza objetos¢ V od zewnetrznego
Swiata, przez S' podobniez powierzchnie, ktéra V' odgranicza od ze-
wnatrz, przez X nareszcie oznaczmy powierzchnie, wzdluz ktdrej sty-
kaja sie Vi V' Rozcinamy masy obu ciat na elementy nieskonczenie
mate, z ktérymi obchodzimy sie tak, jak gdyby$Smy mogli kazdy roz-
poznaé indywidualnie; uwazamy np. objetos¢ dxdydz elementu za zmienna,
natomiast jego mase, dx dydzp, za statg. Przypusémy, ze u, w, w sg
sktadowe predkosci elementu dxdydzp w pierwszem ciele, u' zas, v
i w' skladowe predkosci elementu dx dy dz'p' w drugiem; suma

wyraza przeto catkowitg energie kinetyczng ukiadu.
Przypus¢my, ze podczas uwazanej wirtualnej przemiany w ukita-
dzie sktadowe predkosci u, v, w oraz u', Vv, w' zmieniajg si¢ o:

Elementy obu ciat doznajg jednoczesnie pewnych przesunie¢. Oznaczmy
przez

sktadowe przesunieé, jakich elementy doznajg pod wplywem czynnikéw
natury ,,mechanicznej”, jakoto: cisnienia i inne sity zewnetrzne,
wiasna elementow bezwiadnos¢ i t. d. Przez

oznaczmy natomiast sktadowe przesunie¢, wynikajacych z przyczyny
»reakcyi* t j. z przyczyny zmiany stanu skupienia, lub, modwigc
ogolniej: zamiany jednego ciata w uktadzie na drugie. Obliczmy zmiane
energii kinetycznej, jaka nastapi skutkiem tgcznego dziatania wszystkich
tych zmian. Zadanie to rozwigzemy w przypuszczeniu, ze zarbwno w je-
dnem ciele jak w drugiem istnieje potencyat predkosci. Kia-
dziemy zatem

gdzie zresztq funkcye @ i @ moga zawiera¢ czas w sposob wyrazny.
Przypus¢my na chwile, ze jedynie tylko ,,mechaniczne" czynniki
dziatajg w ukladzie. Nie zmienia sie wdwczas liczba elementéw, masy
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ich réwniez nie ulegajg zmianie. A zatem energia Kinetyczna pierwszego
ciata doznaje wobwczas zmiany

co0 mozemy napisa¢, rozumiejac przez d/dt operator

jak nastepuje:

Lecz, kladac

mamy oczywiscie

mozemy zatem wyrazi¢ wielko$¢ (2) w spos6b nastepujacy:

jezeli oznaczymy przez |, m, n dostawy kierunkowe normalnej zewnetrznej,
wyprowadzonej do powierzchni S, lub  w miejscu elementu dS, lub dX.
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Powyzszy wyraz (4) stanowi pierwszg dopiero cze$¢ catkowitej
zmiany energii Kkinetycznej pierwszego ciata w ukiadzie. Azeby zmiane
te catkowicie obliczy¢, musimy dotgczy¢ do wyrazu (4) cze$¢ druga,
wynikajacg z mozliwej w uktadzie ,,reakcyi". Przez owg "reakcye" nie
zmienia sie oczywiscie energia kinetyczna elementow, ktére w niej nie
biora udziatu; ma ona jedynie ten skutek, ze pewna liczba elementow
zostaje zabrana jednemu ciatu i dolgczona do drugiego. Zjawisko za-
tem, ktére nazywamy ,reakcya", musi pociaga¢ za sobg nastepujaca
zmiane w energii kinetycznej ciata pierwszego:

Zmiane energii Kinetycznej ptynu drugiego obliczamy w sposéb po-
dobny.

§ 3. Zajmiemy sie teraz obliczeniem nieskonczenie matej wiel-
kosci OF Uczynmy z poczatku zatozenie, ze ciata naszego ukiadu sg
ptynami doskonatymi (swobodnymi od tarcia); bedziemy starali sie na-
stepnie uogolni¢ rozumowania, azeby i uklady, rozpraszajace energie,
zostaty przez nie objete. Zatd6zmy, ze energia swobodna F istnieje
i ze wynosi

gdzie energie swobodne jednostkowe T i F majg by¢ funkeyami ge-
stosci p, wzglednie p’, w danym punkcie ptynu, oraz temperatury. Zato-
zenie podobne réwna sie oczywiscie pewnej hypotezie, ktora jednak wy-
daje sie usprawiedliwiong w obecnym przypadku 1).

Na mocy uczynionych zatozen udowadniamy fatwo, wzorem rozu-
mowania, ktérem postuzyliSmy sie w § 2-im, ze zmiana wirtualna
catkowita energii swobodnej wynosi, w ciele pierwszem, co nha-
stepuje:

1) Por. P. Duhem, Ann. Sc. de I’Ecole Norm. Sup. (3), X, 183 (1893); Tra-
vaux et Memoires des Facultes de Lille, I1l, mém. Nr. 11, p. 15 (1893).
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Do drugiego ciata stosuje sie wyraz podobny.

§ 4. ZnajdZmy prace zewnetrzna, wykonywang w uktadzie w prze-
mianie wirtualnej. Niechaj pxpy,p. 0znaczajg sktadowe cisnienia ze-
wnetrznego catkowitego, jakie jest wywierane na element dS; p'x,p'y.p'z
niechaj oznaczajg podobnie sktadowe cisnienia zewnetrznego catkowi-
tego, ktére do dS' jest przytozone. Wirtualna praca cisnien zewnetrz-
nych wynosi:

Oprécz cisnien, moga by¢ czynne w uktadzie sity innego typu, zdolne
do wykonywania pracy. Przypusémy, ze kazdy element dxdydzp ulega
dziataniu sity, ktérej skladowe wynosza

i ze sita ta ma potencyat W. O elementach ptynu drugiego uczynimy
zatozenie podobne. A zatem piszemy:

w tych rownaniach ¥ i W' majg byC funkcyami identycznemi co do
natury, wiec W' jest, krotko moéwigc, rownowazne ilosci W (X', y, z).
Gdyby jedyna przemiang wirtualng w ukladzie byfa ta, jaka wyraza
sie przez waryacyedx, 0y, 0z, ox, dy', 0z tedy sity typu X, Y, Z
miatyby w niej do wykonania prace
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jak to widzimy tatwo na zasadzie rozumowania, podobnego do odpo-
wiednich rozumowan poprzednich. Wszystko, co tu powiedzielismy, mo-
zemy z drobnemi zmianami powtdrzy¢ o ciele drugiem.

§ 5. PrzyjeliSmy wyzej, tymczasowo, zatozenie, wedtug ktdrego
ptyny uktadu maja by¢ swobodne od tarcia wewnetrznego.
Uczynmy teraz dalszag hypoteze, ze mianowicie ptyny wzdtuz powierz-
chni zetkniecia (X) przylegaja do siebie tak, iz $lizganie si¢ jednego po
drugim jest wylaczone. Hypoteza ta jest nam potrzebna do zupeinego
rozwigzania zadania. Przyjawszy ja, uwalniamy sie od koniecznosci roz-
wazania tarcia wzajemnego pomiedzy ptynami, czynnego w powierzchni
zetkniecia.

§ 6. Skiadowe przesuniec¢ 0x,09z, Ox', Oy', 0z' nie sg catkiem
dowolne; sg one poddane nastepujgcym warunkom : 1) nie mogg zmienic¢
catkowitej masy pierwszego piynu; 2) nie moga zmieni¢ podobniez masy
drugiego; 3) nie moga pocigga¢ za sobg S$lizgania sie wzdtuz powierz-
chni zetkniecia ~. Oznaczmy przez B pewng z gory nieoznaczong funk-
cye spotrzednych i czasu, ktéra pozostaje skonczona i ciggta w obje-
tosci V oraz na powierzchniach S i X; mozemy uwolni¢ sie wodwczas
od pierwszego warunku, jesli wprowadzimy wyraz nastepujacy do ro-
wnania zasadniczego (I) w § 1-ym:

Warunek drugi uwzglednimy w sposéb podobny. Nareszcie, azeby wy-
razi¢ warunek trzeci, wiaczymy do réwnania (I) wyrazenie ksztattu

www.rcin.org.pl
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w ktérem o, B, y oznaczajg trzy funkcye, tymczasowo nieoznaczone,
spotrzednych i czasu, ktére pozostaja skonczone i ciagte na rozlegtosci
powierzni zetkniecia X

Sktadowe Dx, Dy, Dz, Dx, Dy', Dz podlegajg réwniez pewnemu
ograniczeniu, a mianowicie z mocy nastepujacych warunkéw: 1) prze-
suniecia, ktorym odpowiadajg te skfadowe, nie moga zmieni¢ catko-
witej (lacznej) masy ukiadu, jakkolwiek zmieniajg oczywiscie mase
kazdego skiadnika z osobna; 2) na powierzchni X nie powinny wywo-
tywac¢ S$lizgania sie. Tworzymy wiec wyraz

w ktdrym oznaczamy przez C dowolng (byle skonczong i ciggta) funk-
cye wyrazng czasu, od spotrzednych zas niezalezna, czyli ze wzgledu
na spotrzedne stata; i dolaczamy ten wyraz do poprzednich, znajdu-
jacych sie w réwnaniu zasadniczem (1), § 1. Tym sposobem uwalniamy
sie od pierwszego warunku. Azeby od drugiego uwolni¢ sie réwniez,
wprowadzamy do tegoz réwnania wyraz

gdzie oznaczamy przez ¢, z, A funkcye nieoznaczone spotrzednych i czasu,
ktoére pozostajg skonczone i ciggte we wszystkich punktach powierz-
chni ~. Uwzgledniwszy tym sposobem wszystkie wspomniane warunki
w réwnaniu zasadniczem, mozemy uwaza¢ znajdujace sie w niem wa-
ryacye za zupetnie niezalezne i dowolne.

8 7. Przytaczamy tu réwnanie zasadnicze, w postaci, jakg przy-
biera wedlug rozumowan powyzszych; opuszczamy tylko wyrazy, ktore
znikajg, jako pochodne zupeine wzgledem czasu, w rezultacie osta-
tecznym.
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8 8. Whnioski, jakie stad wynikaja, sa nastepujace. W kazdem
miejscu objetosci V musza by¢ spetnione réwnania: po pierwsze

powtére trzy réwnania, z pomiedzy ktorych pierwsze brzmi:

W kazdem miejscu powierzchni S zachodzg zwigzki:

Do kazdego miejsca w objetosci V' stosujg sie réwnania:

oraz trzy réwnania ksztatu:

W kazdem miejscu powierzchni S' mamy

Wszedzie wreszcie wzdluz powierzchni I obowigzujg réwnania:
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Roéwnania (3), albo réwnania (4), wyznaczajg cisnienie zewnetrzne,
ktore jest czynne na powierzchni S. Widzimy z nich, ze ci$nienie to
ma by¢ wywierane normalnie do elementu, na ktory dziata, i ze, co do
wartosci, powinno wynosic¢

albo tez

Bedziemy przypuszczali, ze podobne réwnania zachodzg w kazdem
miejscu wewnatrz objetosci V, a nawet na powierzchni X wzajemnego
zetkniecia; wolno nam uczyni¢ takie zatozenie, ktore okresla pojecie
»wewnetrznego® w pierwszym plynie cisnienia. Otrzymujemy wow-
czasl) z (1) i z (13)

Z rownan (2a) i (13) wyprowadzamy

to za$ sa widocznie zwykle réwnania ruchu Hydrodynamiki odwracal-
nej, albowiem mamy

Z réwnan (5), (6) i (7) otrzymujemy podobnie zwiazek, analogiczny do
powyzszego (13); za jego pomocg okreSlamy cisnienie ,wewnetrzne"
w plynie drugim i na jego granicach; znajdujemy wowczas réwnania
ruchu ptynu drugiego, ktére sg zupeinie podobne do réwnan (16).

W rownaniu (14) poznajemy bez trudnoSci twierdzenie, znane do-

brze z Hydrodynamiki, ktére udowadnia sie natychmiast, catkujac, gdy
mozna, réwnania ruchu. Mamy mianowicie, wedtug (15),

1) Por. P. Duhem, Travaux et Memoires des Facultes de Lille, Il, mem. Nr. 11,
p. 27 (1893).
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stad za$ wynika, jesli zatozymy

a7

zwigzek nastepujacy:
(18a)

Jesli wprowadzimy zatem wielkoS$¢ G do rdéwnania (14), zastepujac
przez nig wyrazenie f+p/p otrzymamy twierdzenie 1), o ktérem wspo-
minaliSmy wyzej. Mozemy wykonaé zupetnie podobny rachunek na za-
sadzie réwnan (8), z ktérych wynika zwiazek, analogiczny do (14).
Lecz zwazmy w takim razie, ze w réwnaniach (4) i (8), albo tez w (14)
i w roéwnaniu, analogicznem do (14), wystepuje stata G ta sama; ze
tak by¢ powinno, nie moglibySmy okaza¢ bezposrednio, na zasadzie
powotanego hydrodynamicznego twierdzenia; niebawem za$ zobaczymy,
ze okoliczno$¢ ta ma, dla wnioskowania naszego, znaczenie istotne.

Powracajac do réwnan (9) i (11), zauwazmy najpierw, ze dajg one

w kazdym punkcie powierzchni . Nastepnie, poréwnawszy je z (3)
i z (7), widzimy, ze mamy

Z réwnan (10) i (12) wynika podobnie

oraz dalej, przez poréwnanie z (4) i (8),

Uwazajmy dowolny punkt na powierzchni X; zastosujmy do niego je
dnoczesnie réwnania (20) i (21). Poniewaz o, B, y sa funkcyami spot-
rzednych (i czasu), przeto bedg miaty, w (20) i (21), wartosci jedna-

1) Por. H. Lamb, Hydrodynamice, 1895, p. 21.
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kowe. Stosujac podobniez réwnania (23) i (24) do obranego punktu,
bedziemy w nim mieli dla € » i n wartosci, w (23) i (24) jednakowe.
Otrzymamy zatem

z réwnan za$ (19) i (22) wynika, ze te cisnienia sg wywierane nor-
malnie.

Z roéwnania (14) i z analogicznego rownania, tyczacego sie ciala
drugiego, wynika:

Wielkosci E, W, f, p oraz p w tern roéwnaniu tyczg sie dowolnego
punktu na powierzchni §', natomiast wielkosci E', W, p ip tyczg
sie dowolnego punktu na powierzchni S'. Mozemy uwaza¢ réwnanie
(25) za uogdlnienie klasycznego warunku rownowagi termodynamicznej
w ukladzie, ktéry znajduje sie w spoczynku. Istotnie, jesli zalozymy
E=0, E'=0 i zastosujemy réwnanie (25) do dowolnego punktu po-
wierzchni y (udowodnimy za$ tatwo, ze to wolno uczyni¢), tedy bedzie

i otrzytnamy

co jest wihasnie owym termodynamicznym warunkiem réwnowagi w ukia-
dzie ,,doskonale niejednolitym®.

§ 9. Sprébujmy uogdlni¢ teraz metode rozumowania w taki spo-
sob, azeby wciaggna¢ w jego obreb tarcie i inne okolicznosci, zwigzane
z tarciem. Podstawg rachunkéw pozostaje réwnanie (1), w § 1l-ym. Za-
chowujac bez zmiany wszystkie zatozenia i wszystkie oznaczenia, przy-
jete w § 2-im, powiadamy, ze mozemy wyrazi¢ w sposb nastepujacy
zmiane wirtualng energii kinetycznej, w plynie pierwszym, wynikajgcg
z dziatania czynnikéw ,,mechanicznych*:
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Zmiane tej energii, wynikajacg ze zjawiska ,,reakcyi" w ukfadzie, utwo-
rzymy wedtug wzoru (5) w § 2-gim i dodamy do wyrazenia powyz-
szego. Podobnie postgpimy wzgledem ptynu drugiego. Co sie wiec ty-
czy zmian energii kKinetycznej uktadu, nie wymaga w' obecnym rachunku
przeksztatcen istotnych.

Inaczej majg sie rzeczy ze zmiang energii swobodnej; musirny za-
stapi¢ tu zatozenia § 3-go przez znacznie ogolniejsze. Zrzekamy sie obe-
cnie twierdzenia, jakoby istniata funkcya ¥, zalezna od gestosci p i od
temperatury, ktéra wyrazataby jednostkowg energie swobodng; jakoby
istniata analogiczna funkcya nie przypuszczamy nawet, ze istnieje
skoniczona energia swobodna F catkowitego uktadu. Poprzestajemy na
zatozeniu, ze cze$¢ nieskonczenie matej wielkosci OF, jaka odpowiada
dziataniu czynnikéw ,,mechanicznych", ma posta¢ nastepujaca:

w pierwszem ciele uktadu. Oznaczamy tu przez I, J, K, L, N pe-
wne funkcye spotrzednych i czasu, ktérych wyznaczeniem zajmierny sie
pozniej. Z teoryi ciat ciggltych znane sg dobrze zasady, z ktérych wy-
nika, ze ksztalt, tu przez nas przyjety, jest dostatecznie ogdlny; mo-
glibySmy go zastosowa¢ nietylko do ciat ptynnych lepkich, lecz rdwniez
np. do statych sprezystych. Napiszmy, zamiast (2), co nastepuje:
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Lecz wiemy skadinad 1), ze w ptynie lepkim ta sama wielko$¢ wynosi:

lub jeszcze

Jesli wiec wyrazenia (3) i (5) majg byé tez same, tedy powinnismy
mie¢ zwigzki nastepujgce: w objetosci V

na powierzchni za$ S i X

réwnania (7) sg zresztg nastepstwem rownan poprzedzajagcych (6). Li-
tera 6 w réwnaniach (6) ma znaczenie, ustalone wyzej, w § 8-ym.

Przechodzimy do obliczenia drugiej czesci ilosci 0F (wcigz w pierw-
szym plynie), mianowicie tej, ktora zalezy od ,reakcyi”, mozliwej
w uktadzie. Zauwazmy przedewszystkiem, ze catke objetosciowa, znaj-
dujaca sie w powyzszem wyrazeniu (3), mozna napisa¢, wedlug rownan
(6), w spos6b nastepujacy:

I) Por. Rozprawy Wydziatu matematyczno-przyrodniczego Akad. Umigj., tom XXX,
str. 318.
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Kierujgc sie ksztaltem tego wyrazu, jakotez postacig pozostatych wyra-
z6w we wzorze (3), znajdujemy, jako wartos¢ wspomnianej drugiej
czesci waryacyi, co nastepuje:

Pozostate wyrazy w nieskonczenie matej OF, tyczace sie plynu dru-
giego, obliczamy w sposob analogiczny.

Praca wirtualna, ktérg wykonywajg nad pierwszym ptynem badz
cisnienia zewnetrzne, badz tez sily zewnetrzne, dzialajgce z odlegtosci,
wynosi, wedlug hypotez i oznaczen, przyjetych w § 4-ym,

Wyrazenie podobne stosuje sie do ptynu drugiego.

Rozwazmy teraz posta¢ nieodwracalnego wyrazu W plynach
lepkich skutkiem ruchu wytwarza sie ciepto. Dzieki przewodnictwu,
cieplo to bedzie przenikalo do elementéw, bioragcych udziat w ,,reakcyi”
i bedzie sie tam zuzywalo na potrzeby tej reakcyi. Zamiast tych rze-



0 WPLYWIE RUCHU. 237

czywistych stosunkéw, wyobrazmy sobie nastepujace fikcyjne. Przy-
pus¢my, ze odbieramy kazdemu elementowi, za pomocg stosownych
zbiornikow, takie wecigz ilosci ciepta, jakie wytwarzajq sie w nim dzia-
faniem tarcia; przypusémy, Ze zapobiegamy tym sposobem wszelkim
zmianom temperaturyl). Jednocze$nie doprowadzamy elementom, biora-
cym udziat w ,,reakcyi®, ilosci ciepta, rowne poprzednim, czerpigc je
z tych samych fikcyjnych zbiornikow.

Wyobrazmy sobie, ze poznaliSmy w kazdym punkcie pierwszego
ptynu (X, y. z) panujace tam ,S$rednie" cisnienie; oznaczmy je przez p.
Oznaczmy dalej przez

zwykle tak oznaczane skfadowe cisnienia. Przypuszczamy, ze dla skom-
pensowania ilosci ciepta, powstajgcej w pierwszym ptynie skutkiem prze-
sunie¢ dy, potrzeba jest pochtoniecia (rozumianego algebraicznie)
ilosci ciepta:

Wyrazenie (11) otrzymujemy przez naturalne uogdlnienie wielkosci, wy-
liczonej przez Sir G. G. Stokesa i spokrewnionej blizko z ,,funkcyg
dysypacyjng“ Lorda Rayleigh. Mozemy przeksztalci¢ je w sposéb na-
stepujacy:

I) Jest to zatozenie, ktére czynimy zawsze w teoryi ruchu ptyndw lepkich;
por. Rozprawy Wydz. mat.-przyr. Akad. Umiej., tom XXX, str. 316.
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Woprowadzamy teraz wielko$¢ I, ktérg okreSlamy za pomocg réwnan:

majacych sie stosowa¢ do kazdego punktu objetosci V. Czynimy tym
sposobem pewne zatozenie, ktore jednak, jak sie okaze, fgczy sie jak
najscislej z hypoteza istnienia potencyatu predkosci (8 2). Catka obje-
tosciowa, znajdujgca sie w powyzszym wzorze (12), przybiera wow-
czas postac

stad zas, zarébwno jak z ksztaltu pozostatych wyrazéw wzoru (12),
wnosimy, ze cze$¢ nieodwracalnego wyrazu jaka (w pierwszym
ptynie) odpowiada wirtualnej reakcyi, jest réwna

Pozostate w 8'Q wyrazy, tyczace sie drugiego ptynu, obliczamy w spo-
s6b, do przytoczonego podobny.
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W powyzszym rachunku unikaliSmy z umystu wprowadzania zmien-
nych p i p' jako niezaleznych; zatem widzimy, ze z pomiedzy warun-
kow, wyliczonych wyzej w § 6-ym, mozemy obecnie opusci¢ dwa pierw-
sze i podda¢ przesuniecia Ox, Oy, 0z jedynie trzeciemu, co uczynimy
w sposob, objasniony w powotanym paragrafie. Warunki za$, obowiga-
zujgce przesuniecia Dx, Dy, Dz, przeniesiemy bez zmiany z § 6-go na
obecne zadanie, do ktorego stosujg sie podobnie, jak stosowaty sie do
poprzedniego prostszego.

§ 10. Zbierajac wyniki 8§ 9-go, otrzymujemy rownanie naste-
pujace:

www.rcin.org.pl
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Woynikajg stad nastepujace wnioski. Wszedzie w objetosci V muszg byé
spetnione réwnania

ktére mozemy przepisa¢ w postaci dobrze znanej

podobnie jak to uczyniliSmy z réwnaniami (16) w § 8-ym. Wszedzie
w objetosci V' muszg by¢ spetnione réwnania analogiczne. Na powierz-
chni S zachodzg w kazdym punkcie zwigzki:

sg to rownania (7) z 8§ 9-go. Otrzymujemy z nich fatwo

W kazdym punkcie powierzchni S mamy dalej
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to znaczy, wobec réwnan (4), iz mamy (catke réwnan ruchu):

Na powierzchni S' otrzymujemy réwnania ze wszech miar podobne; po-
miedzy innemi otrzymujemy zwigzek

zawierajacy stalg G te sama, jaka w réwnaniu (7) sie znajduje. Z ro-
wnan (7) i (8) wynika tedy zaleznos¢

Réwnanie (9) stanowi postaé najogolniejsza, jaka moze przybraé twier-
dzenie, sprowadzajace sie, w zwyktym przypadku spoczynku, do klasy-
cznego warunku [(26), § 8] réwnowagi termodynamicznej.

Jesli przypuscimy, ze tarcie w plynach znika, otrzymamy wartos¢

na wielkosci Z, J oraz K; wielkosci Z, M, N stajg sie réwne zeru.
A zatem roéwnanie (5) sprowadza sie¢ do dawniejszego zwigzku

(por. § 8), tak iz wolno podstawia¢ wielkos¢ f+p/p za wielko$¢ G. jak
udowodnilisSmy w paragrafie powotanym. Z drugiej strony, widzimy bez-
posrednio, ze wielko$¢ I' sprowadza sie wowczas do G. Tym sposobem
réwnanie obecne (9) sprowadza sie wowczas do réwnania (25), § 8;
obecne rozumowania zawierajg w sobie rozumowanie dawniejsze, jako
przypadek szczegdlny. Podnosimy jeszcze okolicznos¢, iz wielko$¢

jest oczywiscie t. zw. ,potencyatem termodynamicznym zupel-
nym“ (pod cisnieniem statem), obliczonym na jednostke masy ptynu
uwazanego.

Z réwnania (1) wynikajg jeszcze nastepujace réwnania, stosujgce
sie do dowolnego miejsca powierzchni 2:
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Poréwnajmy te roéwnania z rownaniami: (4), (6) oraz z réwnaniami ana-
logicznemi, napisanemi dla drugiego ptynu; otrzymamy:

A zatem mamy w kazdym punkcie powierzchni X

podobnie jak dawniej; lecz obecnie cisnienia te nie sg juz (wogble mé-
wigc) skierowane normalnie do elementu, na ktory dzialajg. Cisnienia,
dziatajace na elementy dS i dS' nie sg réwniez, wogéle mdwiac, skie-
rowane do nich normalnie w obecnym przypadku.

§ 11. Zakonczymy niniejsza prace przyktadem, ktory postuzy za
ilustracye poprzedniej ogolnej teoryi. Wyobrazmy sobie na otwartem
powietrzu plynacy strumien wody; przypusémy, iz optywa on kawatek
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lodu, ktéry nurza sie w nim czeScig swej powierzchni. Léd ma byé
w spoczynku, ruch wody ma byé¢, przypusémy, ruchem ,trwatym", za-
tem potencyat predkosci nie moze zawieraé czasu wyraznie. Zwracamy
uwage na dwa punkty, M i M' ktére wybieramy w sposéb nastepu-
jacy. Pierwszy punkt, M. wybieramy na swobodnej powierzchni wody,
w odlegtosci od lodu, ktéra, biorgc bezwzglednie, nie jest znaczna, je-
dnak zarazem dostatecznie jest wielka, azeby wolno byto zaniedbaé zu-
petnie, w punkcie M, wplyw sit adhezyjnych, czynnych na granicy ze-
tkniecia pomiedzy lodem a woda. Punkt drugi, obieramy na po-
wierzchni swobodnej lodu, réwniez niezbyt daleko od granicy zetkniecia
z woda. Poniewaz tedy' punkty M i M leza we wzajemnem bezposre-
dniem sasiedztwie, przeto mozemy zaniedba¢ roznice wartosci potencya-
tow (Wi W) siby ciezkosci, utworzonych w tych miejscach. Oznaczajac
przez q predkos¢ plyniecia wody w punkcie M, mamy dalej

A zatem roéwnanie (25) z § 8-go daje nam tutaj, jesli oznacza Ci-
$nienie normalne (atmosferyczne):

Obliczmy temperature, przypus¢my 3, jaka wypada z rownania (2).
Oznaczmy przez h i h' potencyat termodynamiczny zupetny wody i lodu,
branych zawsze w jednostce masy, pod cisnieniem statem; a wiec

Niechaj bedzie 90 temperatura bezwzgledna, odpowiadajaca temperatu-
rze zera Celsyusza; w razie ¢ — O mielibySmy widocznie

podczas gdy w obecnym przypadku jest, jak wskazuje (2),

Owoz, jesli 0 i ¢ oznaczajg wartosci entropii jednostki masy wody
i lodu, obliczone na 0° C. i ci$nienie atmosferyczne normalne, tedy
mamy:
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Z réwnan (6), (7), (4) i (5) otrzymujemy:

gdzie L jest cieptem topliwosci lodu w 0° C. i pod ci$nieniem normal-
nem. Stad sie okazuje, ze, jesli np. g wynosi 1 metr na sekunde, tedy
O wynosi okoto 1/20000 C., zatem wynosi okoto 1/20000 nad
0° C. Gdyby przewodnictwo wody byto nadzwyczajnie znaczne, gdyby
zatem ciepto, jakie wytwarza sie skutkiem tarcia, dostarczane natych-
miast topigcym sie elementom lodu, bylo obracane na potrzeby tej
reakcyi, tedy w przypadku, jaki wyobrazilisSmy sobie, sama przez sie
musiataby zapanowywaé temperatura okoto 1/20000 C. nad zerem w cze-
Sciach wody i lodu, sagsiadujacych z powierzchnig graniczna. Poniewaz,
dzieki tarciu, ciepto ustawicznie sie wytwarza, przeto proces topienia sie
nie mogiby ustawac; temperatura okoto 1/20000 C. nad zerem nie jest
wiec bynajmniej wiasciwg temperaturg rownowagi. Jest to tylko tem-
peratura réwnowagi czesciowej; mianowicie jedna cze$¢ sktadowa
reakcyi, czes¢ odwracalna, dochodzi tam do réwnowagi.
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