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Approximation du second ordre de la loi de comportement des fluides
simples.

Lois classiques déduites de I'introduction d’un nouveau tenseur
objectif

R. DROUOT et M. LUCIUS (PARIS)

DANs cette étude on utilise le théoréme du retard de CoLEMAN et NOLL pour obtenir différents
types d’approximation de la loi de comportement des fiuides simples de Noll. Les approximations
fournies par cette méthode dépendent essenticllement du transport choisi et de la dérivation
associée. Ceci permet de faire un paralléle entre les fiuides du deuxiéme ordre classique et le
modéle de HuiLGoL qui apparait alors dans un certain sens comme une approximation au deus
xiéme ordre. Le transport associé est explicité dans le cas des écoulements viscométriques.

W pracy zaproponowano funkcjonalne réwnania konstytutywne typu cieczy prostej, w ktorych
dziedzina funkcjonatu jest historia pewnego tensora obiektywnego, roznigcego sie od prawego
tensora wzglednej deformacji Cauchy'ego-Greena. Stosujac wyprowadzone przez COLEMANA
i NoLLA twierdzenie o op6zZnianiu, otrzymano odpowiednie przyblizenia n-tego rzedu, w szcze-
goblnosci rownania cieczy newtonowskiej oraz cieczy drugiego rzgdu. W tym ostatnim przypadku
wyprowadzone réwnania sa identyczne z rOwnaniami podanymi przez HUILGOLA w r. 1968
oraz zapewniaja stabilnoéé rozwiazan dla przeplywdw $cinajacych. Pokazano réwniez, Ze znane
przypadki cieczy Rivlina-Ericksena i cieczy Reinera-Rivlina wynikaja z zaproponowanych réw-
nan konstytutywnych.

B paGore npemnoxxens! GHYHKUHOHATBHBIE ONPENEIAONIHE YPABHEHHA THIIA NPOCTOH YKHA-
KOCTH, B KOTODBLIX OONAcTBIO onpefeneHus (YHKIMOHANA ABJIAETCA HCTOPHA HEKOTOPOro
00BEeKTHBHOIO TEH30pa, OTJIHYAIOLIErocA OT MPaBOro TEH30pa OTHOCHTENbHOH medopmaipm
Koum-I'puna. Ilpumensan seisegeHHyio Konemanom u Homnom Teopemy o 3anmasgbiBaHHH
MOJIyYeHbI COOTBETCTBYIOLIHE NPHOIMKEHHA N-Or0 NOPAAKA, & B YacTHOCTH YpaBHEHHSA
HBIOTOHOBCKOH »KH/IKOCTH H YKHJIKOCTH BTOPOro nopsAaka. B sTom mocnennem ciaydae BeIBE-
JleHHble YpaBHEHHs COBNAJAIT C YPABHEHHAMH NpuBefeHHEIMM [tounbronom B 1968 roay,
a Takke oOecreunBaloT CTaOMIIBHOCTH PEIUECHMH [UIA CABHTOBBIX TeueHui. [TokasaHo ToXKe,
YTO M3BECTHBIE CIIYUaM MHAKOCTH PUBNIMHa-DpHKCeHa M YKHAKOCTH PeliHepa-PuBimMHA BbI-
TEKAIOT M3 TPEe/UIOHKEHHBIX ONpee/AIOINX YpaBHeHHIA.

Introduction

De nombreuses lois de comportement de fluides simples ont été proposées par différents
auteurs. Pour les milieux appelés fluides du second ordre, certaines relations peuvent étre
déduites de la loi de comportement des fluides simples proposée par NoLL[1], par utilisation
du théoréme du retard (voir B. D. CoLEMAN et W. NoLL[2]). Nous rappelons en particulier
le cas des fluides newtoniens, de REINER-RIVLIN et de R1VLIN-ERICKSEN[3].

HuiLGoL[4], dans un article publié en 1968, propose un autre modéle, pour un fluide
incompressible du second ordre. L’auteur présente cette formulation en dehors de toute
théorie des fluides simples, en n’utilisant qu'une forme de loi posée a priori et le principe
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d’objectivité matérielle. L’avantage essentiel de ce modele est de ne pas présenter de phéno-
ménes d’instabilité, mis en évidence par COLEMAN-DUFFIN-MIZEL[5], pour les fluides du
second ordre classiques.

Nous nous proposons, dans cette étude, de replacer ces différentes lois de comportement
comme autant de cas particuliers d’une relation fonctionelle générale, utilisant comme
argument un nouveau tenseur objectif.

1. Introduction du tenseur objectif B,(7)

Rappelons tout d’abord que pour comparer les configurations d’un milieu continu a
deux instants v et ¢ (nous supposerons que T < ?) on introduit la relation:

(1.1 E = q(x,1),

ou x désigne le vecteur position d’une particule M, a 'instant #, relativement a un repére
lié 4 un référentiel (&) et £ le vecteur position de cette méme particule a I'instant .
La fonction étant supposée différentiable relativement a x on définit

(1.2) F,(7) = grad xx(x, 7)

appelée gradient des déplacements relatifs.
La décomposition polaire de F, peut s’effectuer a tout instant suivant

(1.3) F(7) = R,(9)U,(7)
ou
(1.4) F(7) = V.(9)R.(7),

ou R, représente le tenseur des rotations relatives, U, et V, les extensions relatives droite
ou gauche.
On peut ainsi définir

(1.5) C,(7) = U} () = F{(7)F,(2),
(1.6) B,(7) = Vi(v) = F.(0)F/ (),
tenseurs relatifs droit ou gauche de Cauchy-Green.
Il est intéressant de considérer I’expression de F, et des grandeurs qui s’en déduisent
lorsque I’on observe le mouvement dans un autre référentiel (#*).

Dans un premier temps, écrivons la relation liant les positions § et E* d’une méme
particule dans deux repéres liés & (%) et (%#*).

1.7 g = c(7)+0(2)E.
Un calcul simple [6] montre que:

(1.83) F}7) = Q@F.(1)Q (1),

(1.9) C¥v) = 2(C.(1Q" (1),

(1.10) BX(7) = Q(1)B,(1)Q" (7).
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L’expression (1.10) montre que si I’on veut conserver la méme propriété que celle (1.9)
pour un tenseur construit & partir de B,, il nous faut considérer le tenseur

(1.11) B(z) = P (1)B(1)Py(1),
: 1) P¥z) = Q(P(1)QT(1),
(1.12) P, étant tel que {2) P(1) =1.

Remarques. 1) Le tenseur B, défini par (1.11) est objectif si P,(7) vérifie (1.12).
2) L’objectivité du tenseur B, entraine celle de ses dérivées successives par rapporta ,
prises pour 7 = ¢,
d"B¥(7)
dt"

"B ()

(1.13) = 0() -~ 557070,

relation vraie en particulier pour 7 = f.

2. Généralisation de la loi de comportement des fluides simples incompressibles

Rappelons tout d’abord la définition proposée par B.D. COLEMAN et W. NoLL [7]
pour caractériser un fluide simple:

a) I’état des contraintes & I'instant considéré dépend de I’histoire du gradient de
déplacements relatifs;

b) le fluide ne présente aucune configuration privilégiée. Ces deux conditions se trou-
vent réunies si ’on propose une relation fonctionelle de la forme:

@1 T =§0(§(r—s)).

En effet, B, est un tenseur (symétrique) construit a partir de ’histoire du gradient de
déplacements relatifs, et la condition b) résulte de la condition d’isotropie vérifiée par:

oW o0 -
2.2) Q go(B:(t_S)) Q" = EO(QB:(I %) QT)
8= S
Cette identité provient en particulier du principe d’objectivité matérielle et de I'objectivit¢

du tenseur B,.
Puisque B,(r) = 1, on peut remarquer que

(2.3) F(@) =p1, 1(s)=1VselR*,
5=0

oll p désigne la pression hydrostatique. Ainsi, en définissant:

2.9 50((_}(5)) =pl+ ﬁo((_?(s)+l(s))

on obtient

(2.5) T=—pl+ $(G6), G =B-9)-1.

4"
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3. Approximation d’ordre n des fluides simples

Rappelons que B. D. COLEMAN et W. NoOLL [2] ont démontré le résultat suivant
(appelé théoréme du retard):

— soit § une fonctionnelle de mémoire de type (k; n); supposons que I'argument g
de % parcourt un espace vectoriel normé # et prenne ses valeurs dans I’espace des tenseurs
symétriques . Si $ prend ses valeurs dans un espace vectoriel normé ¥, alors, pour
chaque p-uple d’indice (j, ..., jp) tels que 1<j, <..<j,<n, j, +..+j,<n, il
existe une forme p-linéaire bornée £ , dépendant de p tenseurs de %, a valeurs dans ¥,

Jr--dp
telle que pour tout g € #
@.1) $Ed= D L (@Y7, ..., g¢")+0a(a),
Grewdp) Jrde
ol
(3.2) g(s) = glas), g =alg®, O<a<l.

Ce théoréme va permettre de définir une approximation au rang » de la fonctionnelle. Pour
cela, nous pouvons remarquer que:

— pour tout & €|R*, G(s) € & (cette relation tient 4 la nature symétrique de B,),

— G(0) = 0. Cette relation provient de B, () = 1 et est nécessaire pour |’appartenance
de G 2 un espace de type #,

— G est supposée p fois continiiment dérivable pour s =0,

— la vérification de I'applicabilité de ce théoréme est immédiate quand on connait
la nature des espaces ¥ et o (voir [2]).

Nous pouvons alors considérer:

(3.3) G.(s) = G(as) o0t 0 < a < 1.
G., ainsi définie, correspond du point de vue cinématique 2 une histoire essentiellement

semblable A celle de G, mais qui se déroule plus ou moins “lentement” suivant la valeur
de a.
Les tenseurs

- VA
-— = (— (k) i
(3.4) B, T B.(7) - (-G, k=1,..,n
s’apparentent aux tenseurs de Rivlin-Ericksen définis par
d*
(3 A= 5 C2)
=1

Remarque. Compte tenu de l'objectivité des tenseurs ?(r), les tenseurs By sont
objectifs.
En effet, lors d’un changement de référentiel,

(3.6) B}(1) = Q()B()Q"(1)
et donc
(3.7 B _ ou)-Le B(T0)



APPROXIMATION DU SECOND ORDRE DE LA LOI DE COMPORTEMENT DES FLUIDES SIMPLES 193

et en particulier pour 7 = t:
(3.8) B{ = Q()B.Q"(r)
(la notation sous-entend la dépendance de B, par rapport a 7).
On peut, grice 4 (3.4), définir les dérivées a |’origine de I’histoire retardée soient
(3.9) B = o*B; = (—1)'G®.

Ainsi la formule (3.1), appliquée a la loi de comportement des fluides simples (2.5) conduit
a I'expression du tenseur des contraintes associ¢ a I’histoire retardée

(3.10) T, = —pl+ 2 U (le, G B;!,.)ﬁ‘ﬂ'(fx")‘
Girewdp) J1oedp

L’isotropie de £ permet de montrer que les formes multilinéaires £ sont des fonctions
JuJp
isotropes de leurs arguments.

Cas particuliers

Le cas n = | présente un intérét particulier. En effet, 'utilisation de I'isotropie de la
fonctionnelle £, et des théorémes de représentation des fonctionnelles isotropes conduit a:

A
(3.11) Ty= —p1+—g-B§+~4A tr(BY)1+o(a).

Nous verrons par la suite que cette équation représente, dans tous les cas étudiés, celle des
fluides newtoniens.

Pour n = 2, si le fluide est incompressible et si le tenseur P, introduit dans (1.12) est
orthogonal,

(3.12) tr(B,) = tr(A,) = tr(2D) = 0,

alors I'utilisation des mémes théorémes de représentation conduit a:
.

(3.13) To= —pl+ B‘;+,8(B‘;)2+% Bi+0(a?),

ou n, B, ¥ sont des constantes caractéristiques du milieu considéré, p différe en général de p,
puisque ’on englobe dans ce terme toutes les grandeurs scalaires multiples du tenseur
unité.

Nous allons a4 présent montrer comment on peut, en particularisant le tenseur P,,
retrouver dans les résultats précédents les lois classiques des fluides newtoniens et des
fluides du second ordre.

4. Lois de comportement usuelles déduites des formulations précédentes

4.1. Fluides newtoniens

Rappelons que le tenseur P, défini dans (1.13) doit satisfaire
4.1) P,(1) =1, P}2) = Q()P(1)Q(1)
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(formule déduite du changement de référentiel).
Prenons P,(7) = F,(7). Il est clair que les relations (4.1) sont satisfaites.
Alors

@2) B,(7) = Fi '()B(1)F,(x) = C().

Ainsi

(4.3) G(s) = C(t—-5)—1

et donc

4.4 B, = [Ed; C,(r):l = A, =2D, (C(r)=1).
La relation (3.11) donne:

4.5) T, = —pl+4+29D*+ Atr(D*)1+ o().

En négligeant les terms d’ordre « dans cette relation on obtient

(4.6) T, = —p1+429D*+ Atr(D)1,

c’est & dire la loi de comportement des fluides newtoniens.

4.2. Fluides de Rivlin-Ericksen ou de Reiner-Rivlin

Toujours en utilisant P,(7) = F,(7)

(@) B, = [zdr C=(’)],,., = 2(A0),

ol A, et A, sont les deux premiers tenseurs de Rivlin-Ericksen définis dans (3.5).
Ainsi la relation (3.13) conduit a:

(X)) T, = — pl+7AT+B(AD)* +y(AD)+o(a?).

Si I’on néglige les termes du second ordre en «, dans cette expression, on obtient:

(4,9) T, = —pl+7AT+p(A])* +7yA3,

c’est & dire la relation classique des fluides du second ordre.
La distinction entre fluides de Reiner-Rivlin et de Rivlin-Ericksen se fait simplement

suivant que y est nul ou non.

4.3. Fluides de Huilgol en écoulements viscométrigues

Le probléme pour le fluide de Huilgol est de définir le tenseur P,(t) qui vérifie (1.12)
et qui soit distinct des tenseurs F,(7) et R,(7) qui les conduisent aux tenseurs de Rivlin-
Ericksen.

Considérons les écoulements viscométriques ou plus généralement les mouvements
a I'histoire de déformation constante [14], p. 438. Pour de tels mouvements:

(4.10) Fo(7) = K(7) ko
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K(7) tenseur orthogonal, k(t) une fonction scalaire de 7, N, tenseur constant tel que
INo| = 1.
Alors

@11 Fy(7) = K(D)K' (1) elk)-KOIN,
En posant

4.12) N = K(t)N,K"(2)

le tenseur gradient des vitesses s’écrit

(4.13) L = KKT+K' ()N
k() = " — (©), soit

(4.14) L—LT = 2KKT+k'(N—NT).
Si nous considérons la quantité K(7)K”(¢), elle vérifie les propriétés (1.12). En effet
lors d’un changement de référentiel défini par le tenseur orthogonal Q
K*(@K*(1) = Q()K(1)K'(1)Q"(¢)
et d’autre part
K@®OKT(r) = 1.
Ceci suggére le choix pour
(4.15) P,(7) = K(©)K'(1).

Dans le cas d’écoulements viscométriques stationnaires ou non, 2KK” est bien différent
d"B(7)

de (L—LT7) et de L et les dérivées ———
AT |

sont pour n > 2 différentes des tenseurs

de Rivlin-Ericksen.
En effet

(4.16) B, = PT(1)+P,(t)+A, = A,.

Le tenseur dérivé premier de -ﬁ,(t), calculé pour 7 = ¢, s’identifie donc au premier

tenseur de Rivlin-Ericksen. Il y aura donc identité entre I’approximation au 1** ordre

donnée dans (4.6) avec celle que I’on pourrait déduire de I'utilisation de ce tenseur B, .
Par contre

2 . .
4.17) B, = [;3 B, (1:)] = A, +2LLT—2LTL+2A,P,—2PA,,
ol L représente le tenseur des taux de déformation. Dans ce cas P,(f) = —QQT; B,

s’identifie ainsi au tenseur introduit par HUILGOL[4).
La relation (3.13) s’écrit dans ce cas

(4.18) —ﬁl-i—?}A‘{+ﬁ(A‘;)’+-§B§+a(az),
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c’est & dire, en négligeant les termes du second ordre en
T, = —pl+7AT+B(AD? +2 B3,

On obtient ainsi une relation identique a celle proposée par HUILGOL.

En conclusion, la méme formulation et le méme degré d’approximation nous permettent
de retrouver les deux cas particuliers des fluides de Rivlin-Ericksen et de Huilgol, dont
les origines semblaient fort différentes.

Remarques. 1) Pour ces écoulements viscométriques, Z(r) introduit dans [4]
coincide avec KKT.

De fagon générale, peut-on envisager d’écrire le tenseur

L=L;+L, ot W=L-LT=W,+W,,
W, étant tel que lors d’un changement différentiel W = QQT+QW,Q™

De la méme fagon peut-on dans un écoulement quelconque mettre en évidence dans
le tenseur R,(7) de la décomposition polaire de F,(7) une partie P,(r) qui provient d’un
mouvement rigide du voisinage de la particule considérée et qui est indépendante de la rota-
tion due a la déformation de ce méme voisinage?

Ce probléme ouvert, signalé par NoLL dans [14] “A rational basis for specifying the
change of prefered reference configuration in time remains to be found”, est en cours
d’étude.

2) On peut briévement rappeler ici les raisons essentielles qui peuvent conduire i
préférer le type d’approximation c).

Toutes les lois classiques des fluides incompressibles du second ordre, utilisées par
LoDGE [8], WHITE et METZER [9] ou RIVLIN-ERICKSEN, présentent des phénoménes d’insta-
bilité [4].

L’équivalence donnée par WALTERS [10] entre fluides d’OLROYD [11] et RIVLIN-ERICKSEN,
permet d’affirmer, comme I’ont montré TANNER et SIMMONS[12] que le fluide d’OLROYD
présente les mémes inconvénients.

La loi de type différentiel proposée par HUILGOL, et qui conduit & une équation aux
dérivées partielles

i 4 v v
%“3_)_:—2_4-??2:' £= QE—, y >0
pour un écoulement de cisaillement simple, ne présente pas de telles instabilités. Une étude
plus générale a d’ailleurs été développée par R. DrouoT [13] pour un tel fluide, en écou-
lement de Couette, soumis A des conditions initiales et aux limites irréguliéres. Les résultats
obtenus prouvent que ce fluide conserve son caractére de stabilité. Par ailleurs, un tel
matériau présente toujours des effets non linéaires, comme les fluides du second ordre
classiques avec, en particulier, I’apparition de contraintes normales.

5. Conclusion

Le résultat essentiel de ce mémoire tient dans la mise en évidence d’une origine commune
a des lois de comportement de fluides non newtoniens approximées au second ordre, lois



APPROXIMATION DU SECOND ORDRE DE LA LOI DE COMPORTEMENT DES FLUIDES SIMPLES 197

présentées jusqu’alors de maniére sensiblement différente. Ceci a pu &tre réalisé par I'intro-
duction d’un tenseur objectif (B,), construit & partir du tenseur relatif gauche de Cauchy-
Green et qui ne présente pas, quant a lui, ce caractére d’objectivité.

Remarques. 1. L'étude qui précéde a été volontairement limitée aux schémas classi-
ques. Il est facile d’imaginer que d’autres modeles de lois de comportement de fluides du
second ordre peuvent étre déduites de ’approximation (3.13). Nous n’avons en effet parti-
cularisé le tenseur P, que de deux maniéres différentes. On doit toutefois s'attendre a
trouver des relations équivalentes. Cette conjecture sous-entend que les différences dans les
lois de comportement ne pourraient étre considérées qu’en comparant les termes de méme
ordre d’approximation (et en particulier, aprés avoir négligé les termes d’ordre supérieur
a o?; une telle situation pourrait se présenter pour certains tenseurs P,).

2. Notre travail s’est ici limité aux approximations déduites de I'utilisation du théoréme
du retard. B. D. CoLEMAN et W. NOLL [7] ont proposé d’autres types d’approximation,
comme celles de la viscoélasticité linéaire finie, basée sur I'introduction d’espaces fonction-
nels contenant les histoires de déformations relatives et sur des notions de Frechet-diffé-
rentiabilité pour les fonctionnelles matérielles. Une étude intéressante de stabilité pourrait
étre proposée sur I’approximation du 1°' ordre conduisant &

T= —pl+fmm(s)f}(s)ds+[fl(s) tr(é{s))ds]],
0 0

ou G représenterait I’histoire C_(s) = B,(t—s5)—1 avec
B,(x) = P{(1)B(1)P,(2),

P, étant le tenseur orthogonal défini dans (4.3).
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