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356.

SUR UN CAS PARTICULIER DE LA SURFACE DU QUATRIEME
ORDRE AVEC SEIZE POINTS SINGULIERS.

[From the Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. LxXv. (1866),
pp. 284—291.]

Daxs la note “sur la surface des ondes” (Liowville t. XI, 184G), [47], jal étudié
sous le nom de tdtraddroide la surface du quatriéme ordre doude de seize points
singuliers, et qu'une transformation homographique fait naitre de la surface des ondes.
Mon point de départ a été la propriété fondamentale suivante.

“Le tétraédroide est une surface du quatriéme ordre, qui est coupée par les plans
d'un certain tétraédre suivant des paires de coniques par rapport auxquelles les trois
sommets du tétraédre dans ce plan sont des points conjugués. De plus: les seize
points d'intersection des quatre paires de coniques sont des points singuliers de la
surface, C'est-d-dire des points ou, au lieu dun plan tangent, il y a un cone
tangent du second ordre.”

Dans la méme note jai reconnu lexistence de seize plans singuliers qui touchent
chacun la surface “suivant une conique. Il est intéressant d’examiner de quelle
manitre mes formules se rattachent & celles de M. Kummer dans ses belles recherches
(Monatsbericht der Berliner Akademie fiir 1864, pp. 246—260 et 495—499) relatives

& la surface du quatriéme ordre doude de seize points singuliers.

Partant des formules de M. Kummer il convient, pour plus de symmétrie, de
changer les signes de «, f; puis en remarquant que dans l'équation (3) p. 250 on
doit avoir (voir p. 496) + $¢f au lieu de — §cf, I'équation de la surface sera

a2g2r2 i b2r2p2 G 02p2q2 i dzpase A5 62(1“’82 I f27‘283
+ 2bep*qr + 2cepy’s — 2bfpris — 2efqrs®
+ 2capg’r + 2afgr’s — 2cdgp’s — 2fdrps®
+ 2abpgr® + 2bdrp*s — 2aerq*s — 2depys® — dgpqrs = 0.
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432 SUR UN CAS PARTICULIER DE LA SURFACE DU QUATRIEME ORDRE [356

Pour donner les équations des seize plans singuliers de cette surface je pose d’abord
pour abréger

ad=a, be=RB, cf=y,
et je détermine £ au moyen de l'équation cubique
Y +(—g-ta+iB+in B+ (-9 —fa—1B+iy)k—a=0;

puis j'introduis les quantités

" b d
Dl . +Cq+k—;ir +E6‘,
’ a e
q: '-Cp A +I_Cr—k—:l'-—ls,
* b a

Hlae s g MR ' +/5
: d e

8 = —Ep-'_k_-i:lq —ﬁ' - g

enfin je dénote par pi, qi, 71, 813 Pay Qo Ty So Py G5, T3, 83 e que deviennent les quantités
P, ¢, v, § en y substituant successivement pour %k les trois racines &, k., k; de
I'équation en k. Cela posé, les seize plans singuliers sont donnés par les équations

p =0 q=0yiine=08i=0,
=0, =0, =0, =0,
p=0, ¢,=0, =0, 8=0,
2s=0, ¢=0, 7=0, 8&=0.

En prenant une ligne quelconque (p,, ¢, 7, &) et une colonne quelconque (7, 7y, 74, 73),
puis en omettant le terme commun 7, on a une des seize combinaisons (py, ¢, $;, 7, 7, 75)
de six plans qui se rencontrent dans un des seize points singuliers.

Supposons que les plans p, s, 7, ¢ se rencontrent dans le méme point. Pour
que cette circonstance ait lieu il faut que la condition % (%, j-—l—)=1 ou, ce qui est
s (kb + 1)
la méme chose, k(b —Fk))—(ks—k)=0 soit remplie; mais si cette condition est
remplie, non seulement les plans (p, s, 75, ¢;) se rencontront dans le méme point, mais
aussi les plans (g, pi, s, 73), les plans (v, ¢, p., s;) et les plans (s, 7, ¢, ps) se ren-
contront dans le méme point. L'équation k; (k; — k.) — (ks — k;) =0 appartient évidemment
a un systéme de six équations, et l'une quelconque de ces équations donnerait un résultat
semblable; chacune de ces équations conduit, comme on va voir, & une certaine relation
entre les quantités g, a, B, v (ou ¢, «, b, ¢, d, e, f), relation en vertu de laquelle la
surface générale du quatrieme ordre douée de seize points singuliers se réduit au tétraé-
droide. Pour former la relation dont il s'agit, il faut égaler & zéro le produit des six
fonctions analogues & /&y (k,—Fk)) —(ks—Fk;). Je forme d’abord le produit des trois
fonctions &y (ky — ko) — (ks — k), &y (ko — Ies) — (bs — k), koo (ks — Ky) — (By — k), et en représentant
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356] AVEC SEIZE POINTS SINGULIERS. 433

pour un moment l'équation en % par ak®+bk*+ck+¥=0, on trouve que le produit
des trois fonctions est égal &

P+QvA=(b+rc)(be+9 ad)— 6 (ac + b)
+(h+c—2a-20) Vb —4 b0 — 4 act + 18 abed — 27 ate,

et en substituant pour a, b, ¢, ¥ leurs valeurs

a=q, b=—g—3a+iB+3y, (=—g—$§a—-4B+3y, V=—q
on trouve, toute réduction faite, [
P=—2¢+}g (32— 105aB) + 2(B—v) (y— @) (- B),
Q=-2g
A= g'-}g (32 —102aB) —4g (B~ ) (v — ) (2 —RB)
+ 15 (St + 125638 — 263a2R2 + 2443 a2By).

Cela posé, I'équation cherchée est P*— (?°A =0, c’est-a-dire
0=4(P—-QA)=¢*.4(B—9)(y—a)(a—R)
+9°. 4 (— 2B + 4Za2B? — 23a*By)
+9 . B=v)(y—a)(a—p) (3a*—10ZaB)
+ 2(B-9)r@y—aF(a—B);

cette équation, dans laquelle a=ad, B=be, y=cf, constitue la condition sous laquelle
la surface de M. Kummer se réduit & un tétraddroide.

Je passe & présent & mes formules de 1846. En écrivant pour plus de commodité
S5 9% R, 15 md, n? au lieu de f, g, b, [, m, m, mon équation du tétraédroide est

wzy 3/2 ’ 22: w | = 0;

s MO )
y2 : h2’ S f2, m2
22 5 92, f2 k 3 n?

w2, l2, mﬁ’ n2
ou, ce qui est la méme chose,

(4, B, C, D, F, G, H, L, M, Nya*, o, 2, w)*=0,

c’est-a-dire

Azt + Byt + O2* + Dw* + 2Fy*2* + 2G2%* + 2Hay* + 2La*w® + 2My*w® + 2N22w* = 0,
c V. 95
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434 SUR UN CAS PARTICULIER DE LA SURFACE DU QUATRIEME ORDRE [356

ol les coefficients ont les valeurs
A =2m*if?, B =_2nPg* C =20mh?, D =2fk,
F =1 ( lzfz A ngz o 2h2), 5, ____.f2 ( lzfz .28 ngz ¥ nzhs)’
G = m? (__ l2f2 T m2gz s n2h2)’ M o g2 (_ lzfz = m292 s nz}bz)’
H=n2 (_ l2f2 2 ,ng2 e n2h2)’ N=»n (_ lefz LA ngz i 17,2h2).
Les coordonnées des seize points singuliers sont
(Os i h: _'t 9, i l): (i' h) O: iﬁ i m)) (ig: if; 0’ .'t n)) (i l; i' m, i'. n, 0);
et les équations des seize plans singuliers sont

+ny+mztfw=0,

+ne . tile dgw=0,
tmatly . +hw=0,
Tor L gyeths o0 =10,

ot I'on donne des valeurs quelconques aux signes +. Pour comparer ces plans aux
plans de M. Kummer jécris le tableau

P,q,r,8| . +ny—-mz+fw|—nx . +lz+gw| me-ly . +hw|- foe—gy— lz .

PuqurL&| ne o+ lztgw| ma+ly . +hw|— fe—gy+ he . . ny—mz—fw
DG, S || —ma— ly . +hw|— fe+gu—hz . . ony+me+ fw | —ne .+ lz—gw
Ds> @3, 73, S3 Je— gy—hz . . =ny—mztfw |—ne . — lt+gw| me-ly . —hw

et jobtiens les valeurs suivantes:
A=, ny —mz + fw,
g=—nz . + lz+ guw,
r= mz—=ly . +hw,
s=— fo—gy— hz

En résolvant ces équations par rapport & =, %, 2z w et en posant pour abréger
0 = lf+mg +nh, on trouve

Ox = . —hg+gr—Is
Oy= hp . —fr—ms
0z =—gp+fq . —ns

Ow= Ip+mg+nr .,
valeurs quil s'agit de substituer dans I’équation
U=(.A, B, C, .D, F, G, H, L’ ]l[’ szx?’ y2, 22’ ,wg)-;=0

de la surface dont il est question.
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356] AVEC SEIZE POINTS SINGULIERS. 435

De lexpression de U en p, g, 7, s je ne considére d'abord que le terme multiplié
par p’¢®. Désignons par € le coefficient de p%* dans 6*U, nous aurons

C= 6/g* x 20m2h? 632
+ 60*m? x 2f*g*h? + 62%2
+ hf? X 28 ( Pf—migt—nh?) + @ ( B—j—k)
+ g x2mt (= Bfttmig— k) | _ o, |+ P (-0 -8 A
+ A x 202 (— Bf*—mig® + n*h?) + B(—e—j+ k)
+ R x 2% ( Bf?—mPg*— nh?) + ¢ ( P—2-F)
+ bmr X2 (- Bfrmig—uh) | + (=)
+ (Bf? +mPg? — 4lmfg) x 2% (= B f? — mPq* + n*h?) + @+ —49) (= =+ )

les lettres ¢, j, k étant introduites pour désigner les produits
Iif=1, mg=j, nh=k.
Apres toutes les réductions on obtient
C =20 (G + ) — k)2, =202 @+ +ky(—i—j+k), =206 (—i—j+k),
pour le coefficient de p%* dans €U, ou, ce qui est la méme chose,
B(—1—j+kp
pour le coefficient de p%*p? dans $6°U.

En calculant de méme les autres coefficients de $6°U et en écrivant pour abréger
t—j—k= Uf—mg—nh=aq,
—i+j—k=—=1lf+mg—nh=0,
—1—j+hk==1lf—mg+nh=c,
I'équation transformée sera
[ra*@r® + g p? + hic*pPq® + Pap’s® + mPbigist 4 nicr’s®
+ 2ghbep*qr + 2hmbepgs — 2gnbeprs — 2mnbegrs®
+ 2hfeapgr + 2fncaqr’s — 2hlcagp®s — 2nlcarps®
+ 2fgabpqr® + 2glabrp®s — 2fmabrg®s — 2lmabpgs*
—(b—=c)(c—a)(a—0)pgrs=0.
En posant
a=fa, d=la, —49'=(0b-c)(c—a)(a—D),
' =gb, ¢ =mb,

¢ =k, [ =ne
55—2
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436 SUR UN CAS PARTICULIER DE LA SURFACE DU QUATRIEME ORDRE [356

les quantités o, ¥, ¢, d, ¢, f, g sont liées par une relation. Pour en prouver
I’existence on n’a qu'a faire

ald/ — al’ bl / = BV’ ctf/= 'yl
et & se servir des expressions de a, b, ¢ en f, g, h, I, m, n, alors on obtient

—2d =a*(b +oc),

—2B"=b (¢ + a),

=2y =¢ (a+b),

—49 =(b—c)(c—a)(a—0),
équations qui impliquent une relation entre o, B, v/, g’; mais en supposant que
a, b, ¢, d, €& f, g soient des quantités qui satisfont & cette relation, il existe
toujours des valeurs correspondantes de f, g, h, I, m, n, clest-a-dire que I'équation du
tétraédroide est identique avec celle de M. Kummer toutes les fois que les coefficients
a, b, c d, e f, g de cette derniére sont liés par une certaine relation. Ecrivons comme
auparavant ad=a, be =, ¢f=r, cette relation se trouve en éliminant @, b, ¢ entre les

équations
—2a =a? (b +c),

—2B=b2(c+a’))
-2y =¢*(a+D),
—49 =(b—oc)(c—a)(a—1D),

et il ne s'agit que de prouver lidentité de cette relation avec celle que nous avons
trouvée ci-dessus par d’autres considérations.

J’introduis les nouvelles notations
a + B+ y=—3P, a4+ b+ c=p,

By+ya+aB=—1Q, bc+ca+ab=g,
aBy =—iR, abc =1,

je forme l'expression
2(B—y)=—(bc+ca+ab)(b—c), =—q(b—c),
et les deux expressions analogues pour 2 (y—a), 2 (a—B); jen déduis le résultat
8(B-7)(v—a)(@a-B)=-¢®-0c)(c—a)(a-b);
enfin je note les équations

(b—c)(c—a)(a—b)*=—4q° + p°q> + 18pqr — 27> — 4p°r,

P =pq -3,
Q = q° - 2pqr + 3¢,
R=pe-r,
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356] AVEC SEIZE POINTS SINGULIERS. 437

qui donnent la transformation de leurs premiers membres en fonction de p, q, tr; cela
posé, et & laide de ces valeurs, on forme les égalités

512(B—vy)(y—a) (a—B) ¢° =(= 49+ pg*+18pqu—27r—4p1)q* (b—c)*(c—a)*(a—bY,
256 (— Za*B + 43’8 — 23*By) ¢ =(  6° — p°—18pqr+ 272+ 2p*) g*(b—c)* (c—a)*(a—b)},
128(B—v)(y—a)(a—B)(Za*—10ZaB)g= (—12q° +p*q>+18pqr—27¢° )G (b—c)(c—ay(a—b)y,

64 (B =) (y—ay(a—B) =0 ) (b—c)(c—ay(a—by,

lesquelles, multiplides par 1, 2, 1, 4, ajoutées ensemble et divisées par 128, conduisent &
I’équation finale

g 4B—7)(y—2)(a—B)
+ ¢°. 4 (- Za*B + 433 — 23a°By)
+9. B=9).(v—a)(a—B) (3 —10ZaB)
+ 2@-vP(@-ap(@-8y=0,

identique avec celle que l'on a trouvée ci-dessus, ce qui achéve la démonstration que
I'on avait en vue.

Cambridge, 18 Maz, 1865.
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