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352.

SUITE DES RECHERCHES SUR L'ELIMINATION ET LA THEORIE
DES COURBES.

[From the Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. LX1V. (1865),
pp. 167—171.]

DaNs le mémoire “ Recherches sur I'élimination et la théorie des courbes,” t. XXXIV.
pp- 30—45 de ce Journal (1847), [53], j’ai donné pour une courbe U=0 du n-ietme
ordre sans points doubles ou de rebroussement, les expressions pour les degrés, tant par
rapport aux coefficients que par rapport aux variables, des fonctions qui entrent dans
I'équation FFU=KU (PUP(QU) U qui sert & expliquer comment la réciproque de la
réciproque de la courbe U=0 se réduit & la courbe originale U=0. En partant des
principes établis dans le mémoire, “Nouvelles Recherches sur I'élimination et la théorie
des courbes,” t. LXIIL, pp. 34—39 de ce Journal (1864), [338], je suis parvenu & résoudre
4 peu pres cette question pour le cas dune courbe U=0 du n-iéme ordre avec a
points doubles et B points de rebroussement; mon investigation a cependant par

rapport & quelques points besoin de confirmation.

Je commence par rappeler que l'équation d’une courbe avec des points doubles et
de rebroussement peut étre présentée sous la forme

U=aP+bQ +cR+...=0,

ot @, b, ¢,... sont des quantités absolument arbitraires, P=0, @=0, R=0,... sont des
courbes du n-itme ordre (je suppose toujours que U=0 est une courbe du n-itme
ordre avec a points doubles et B points de rebroussement) qui ont chacune pour chaque
point double de la courbe U =0 un point double au méme point, et pour chaque point
de rebroussement de la courbe U =0 un point de rebroussement au méme point et avec
la méme tangente. En parlant des coefficients de U, je désignerai toujours les quantités
(a, b, ¢,...) sans faire attention aux constantes contenues dans les fonctions (P, @, R,...).
La fonction U (voir les Nouvelles Recherches etc.) a un discriminant special KU du
degré 3(n—1—T7a—-118: il y a en outre une certaine fonction AU des coefficients,
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laquelle dépend des points de rebroussement, qui semble jouer un réle analogue en
quelque sorte & celui du discriminant. Car soient pour un moment (x, y, z) les
coordonnées d'un des points de rebroussement de la courbe U=0; écrivons D = ad, + yd,+2d,,
et dans la fonction U substituons (x, y, z) au lieu de (z, y, 2); l'équation D*U =0
donne le carré de la tangente au point de rebroussement: or D*U =al*P + bD*Q + cD*R + ...,
et puisque les courbes P =0, @ =0, R=0,... ont chacune la méme tangente au point
de rebroussement, les fonctions D*P, D*Q, D'R,... seront des fonctions de la forme
AP, u®2 »@2 ... ot =0 est 'dquation de la tangente, et A, u, »... sont des quantités
constantes qui ne dépendent que des constantes que contiennent les fonctions P, @, R,....
Nous aurons done D:U=(ar+bu+cv+...)P? et je remarque que I'équation ax+bu+cv+...=0
serait la condition pour qulil y elit au lieu du point de rebroussement un point triple.
On obtient: donc I'équation du systéme des carrés des tangentes aux points de
rebroussement sous la forme

(an + by + cvy ...) (@hg + by +evs .L).c(@hp + bug 4+ cvp + ...) DD D=0

le facteur constant (ah,+ bu, + cvy...) ... (@Ng + bug + cvg...), du degré B par rapport aux
coefficients, est précisément la dérivée que je nomme AU (de maniére que AU=0 est
la condition pour lexistence d'un point triple): lautre facteur ®2®?... Dg* est du
degré 0 par rapport aux coefficients.

Cela étant, je pose d’abord, pour la vérifier plus tard, la table suivante:

Degrés par rapport

aux variables | aux coefficients

équation de la courbe, U=0 2 ’ 1
condition pour un nouveau point f b

double, KU =0 0 3(n-1y-Ta-118
condition pour un point triple,

AU=0 0 B
équation dela courbe réciproque,

=0 n(n—1)-2a-30 2 (n—1)
équation de la courbe des in-

flexions, HU =0 3 (n—-2) 3
équation des tangentes aux points

d’inflexion, QU =0 3n (n—2) - 6a-8R 3n(n—2)—3a—4pB
équation de la courbe des contacts

des tangentes doubles IIU =0 (n—2)(n*-9) (n+4)(n-3)
équation des tangentes doubles,

PU-0 in(n—2)(n*=9)—(n*~n—6)(2a+ 3B) $2n (n—2)(n-3)

+2a(a=1)+6aB+2B(B-1) || - (2n—6) (2a+3B) -

équation de la courbe récipro-

que de la réciproque de la

courbe, FFU =0 (W*—n—-2a=-3B)(n*~-n—-1-2a-3B) |2(n*—n—-1-2a-3B)2(n—-1).

R 93
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Et puis on a I'équation
FFU=AU.KU.(PUyr.(QUy. U.

La comparaison des degrés par rapport aux variables donne
(n*—n—2a—3B)(n*—n—1—2a—38)=
n(n—2)(m—9)—(n*—n—6)(4a+68)+4a(a—1)+12aB+ 98 (B - 1)
+9n (n—2) —18a — 2483
+ n

ce qui est exacte. La comparaison des degrés par rapport aux coefficients donne

d(n—=1)(W*—n—1-2a—3B) = B8
+3(n—1p—-Ta—-118
+4n(n—2) (n - 3) — (4n — 12) (2a+38) — 283
+9n(n—2)—9a—128

41,
ce qui de méme est exacte.

Les expressions pour les degrés de KU et AU sont déja démontrées; pour les
autres expressions, en considérant d’abord la courbe générale W =0 du n-itme ordre,
laquelle, en établissant entre les coefficients les relations convenables, se réduit & la
cowrtbe U=0 avec a points doubles et B points de rebroussement, on sait par la
théorie de M. Pliicker quels sont les facteurs desquels seront affectés FW, QW, PW,
et quil faut écarter pour réduire ces fonctions & FU, QU, PU respectivement.

Pour FW ce facteur est A*B% ou A =0 est 'équation tangentielle des points doubles,
et B=0, l'équation tangentielle des points de rebroussement: la réduction du degré
par rapport aux variables est donc de 2a+ 38 unités. En prenant (x, y, z) pour les
coordonnées d’'un point double quelconque on a A4 =1II (Ex + 79y + &z), et de méme en
prenant (x, y, z) pour les coordonnées dun point de rebroussement quelconque on a
B=1I(¢x+ny+¢&z); A et B ne contiennent donc pas les coefficients «, b, ¢, ... de
U, et une réduction de degré par rapport aux coefficients n’a pas lieu.

Pour QW le facteur est M:N% ou M =0 est I'dquation des tangentes aux points
doubles et N = 0 l'équation des carrés des tangentes aux points de rebroussement: la
réduction de degré par rapport aux variables est donc 6a+ 8B unités. Soient (x, y, z)
les coordonnées d'un point double, D= zd,+ yd, + zd.; en substituant comme auparavant
(x, ¥, z) au lieu de (z, y, z) dans la fonction U, Iéquation des deux tangentes au point
double est D*U=0, ou D*U est du degré 1 par rapport aux coefficients: en formant
Péquation analogue pour chaque point double on a M=II(D*U)=0, et M sera du
degré a par rapport aux coefficients. En prenant (x, y, z) pour les coordonnées d'un point
de rebroussement, on a de méme N =II(D*U)=0 pour l'équation des carrés des
tangentes aux points de rebroussement; N est donc du degré 3 par rapport aux
coefficients. Nous avons vu que I'équation N=0 se réduit & la forme N=A4U.Pz2D.z2... Dge,
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Jadmets cependant qu’il faut retenir ce facteur constant AU, et considérer ainsi N comme
étant effectivement du degré B. Le facteur M3N*¢ est donc du degré 3a+ 43, et la
réduction de degré par rapport aux coefficients qui a lieu pour QW est donc de
3a + 48 unités.

Pour PW le facteur est R2S°T, ou R=0 est I'équation du systtme des tangentes
menées & la courbe par les points doubles, S =0 Iéquation du systéme des tangentes
menées & la courbe par les points de rebroussement, 7'=0 I'équation des droites qui
contiennent deux points doubles (chacune de ces droites étant comptée 4 fois) ou qui
contiennent un point double et un point de rebroussement (chacune de ces droites
étant comptée 6 fois), ou enfin qui contiennent deux points de rebroussement (chacune
de ces droites étant comptée 9 fois). Par rapport aux variables le degré de R est égal
aan—n—6-2(a—1)—3B}, celui de S & B —n—6-2a—3(B—1)}: le degré de
R*S* est donc égal A (n*—n—6)(2a+3B8)—4a(a—1)—6aB8-9B(B-1). Le degré
de 7 est égal & 4.3a(a—1)+648+9.38(B—1), le degré de R:ST s'éleve donc &
(m*—=n—6)(2a+38) —2a(a—1)—3aB —$B(B—1), nombre qui exprime la réduction de
degré par rapport aux variables qui a lieu pour PW. Par rapport aux coefficients le
degré de R est égal & (2n—06) a, celui de S & (2n—6)p, celui de 7' & zéro: le degré
de RS*T s'éleve donc & (2n —6)(2a+3B). On aurait par conséquent pour PW par
rapport aux coefficients une réduction de degré égale a (2n— 6) (2a +38) unités; mais
d’aprés un exemple trés-particulier (il est vrai) jadmets que PW contiendra encore le
facteur constant AU, ce qui donnerait pour le nombre dont il sagit la valeur

(2n —6) (2a+38) + B.

J’al dit que par rapport aux coefficients le degré de R est égal a (2n—6)a et
celui de S & (2n—6)B: pour prouver l'exactitude de ces nombres il faut se rappeler
que léquation ® =0 des tangentes mendes par un point quelconque est du degré
(n* —n) par rapport aux variables et du degré 2 (n— 1) par rapport aux coefficients. En
prenant pour le point dont il s’agit un point double ou de rebroussement et supposant
que dans la courbe il n’y a que ce seul point double ou de rebroussement, le degré
par rapport aux variables est (n?—mn —6) et celui par rapport aux coefficients est 2n — 6.
Mais dans le cas général ® contiendra comme facteur G°H?, en dénotant par G'=0
Iéquation des droites menées par le point dont il s’agit & tous les points doubles, et par
H =0 léquation des droites menées par ce point a tous les points de rebroussement.
De cette maniére on obtient un abaissement de 2(a—1)+3B, ou de 2a+3(B8—1)
unités pour le degré par rapport aux variables, mais le degré par rapport aux
coefficients est toujours (2n—6). Donc en considérant les systemes des points doubles
et des points de rebroussement, pour R la réduction est égal & (2rn—6)a et pour
S & (2n— 6) B unités.

Les difficultés de cette investigation sont dues aux points de rebroussement: en
admettant en FFU lexistence dun facteur (A U)™, il n’est pas clair que on doit avoir
m=1; et la démonstration pour les valeurs des termes en [, des expressions
3a+483 et (2n—6) (2a+ 38) — B est imparfaite. Kcrivons

FFU = (AU . KU .(PUY (QUY. U
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et supposons que le nombre qui exprime la réduction de degré par rapport aux coefficients
soit donné par la valeur 8a+%kB pour QU et par la valeur (2n—6)(2az + 38) + I3 pour
PU. La comparaison des degrés par rapport aux coefficients donne

4(n—=1)(n*—n—2a—3B) = mf3
+3 (n—1p—T72—118
+4n (n—2)(n—3) —(4n—12) (2a + 38) — 218
+ 9n(n—2) —9a—3kB
+1,
ce qui établit la relation m —20=3k—13, & laquelle on satisfait en prenant m =1,

l=1, k=4 Mais je serais bien aise de prouver ces valeurs par une démonstration
plus concluante.

Cambridge, 26 Maz, 1864.
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