O teoryi kinetycznej ruchu wirowego.

Przez

Wiadystawa Natansona.

lizecz, przedstawiona na posiedzeniu Wydziatu mat.- przyr. d. 5 kwietnia 1897 r.

Mamy zamiar wyprowadzi¢, w notatce niniejszej, réwnania ruchu
wirowego w ptynach z Kinetycznej teoryi materyi, mianowicie z jej
ogolnej i oderwanej postaci, ktérg nazywamy teoryg molekularng Ki-
nematyczng 1).

Prawa ruchu wirowego w plynach ukazujg pewng nowg ceche
wewnetrznego w materyi dziatania, zwanego koercyg ?) Mianowicie,
azeby réwnania ruchu wirowego, podane przez Helmlioltza3) i przez
Nansonad) byty spetnione, sity koercyjne powinny czyni¢ zadosy¢ za-
sadzie momentoéw ilosci ruchu.

b Por. ,Wstep do fizyki teoretycznej“, Warszawa, 1890, rozdz. VIII. Rozprawy
Ak. Um.,, W. M. P., tom XXIX, str. 171; tom XXVII, str. 273.

’) Rozprawy Ak. Um., W. M. P., tom XXVII, str. 288; tom XXX, str. 326.

3) Journal f. d. reine u. angewandte Mathematik, Bd. LV, p. 25 (1858). Wis-
Senschaftliche Abhandlungen, Bd. I, p. 101. (1882).

4) Messenger of Mathematics, Vol. 11, p. 120. Cyt. wedt. Lamba ,,Hydrody-
namics" (1895), p. 226.
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Sir G. G. Stokes spostrzegt juz w r. 1845-ym pewien zwigzek
praw ruchu wirowego elementow piynu z zasadg momentow x). W pie-
knej pracy p. M. Brillouin % znalezliSmy rowniez, zbyt krotka niestety,
wzmianke o tym przedmiocie. Pod wptywem uczynionej przez tego uczo-
nego uwagi utozyliSmy dowo6d réwnolegly, Kktéry podajemy ponizej
w 88. 4 i 6; zaznaczamy jednak, ze z rozumowaniem, ktérem p. Bril-
louin kierowac sie zdaje, nie mozemy zgodzi¢ sie catkowicie 3).

§. 1. Zatozenia.

Niechaj liczba czasteczek w jednostce objetosci wynosi n.
Przypusémy, ze liczba czasteczek, ktérych spéirzedne, w chwili t,
mieszcza si¢ w granicach:

i ktérych skladowe predkosci, w tejze chwili, mieszczg sie w granicach:

WYnosi :

Mamy wiec, catkujac w granicach, w jakich a, 6, ¢ zmienia¢ sie
wogoéle mogg,

zatem, oznaczajgc przez m mase czgsteczki (o0 ktorej przypuszczamy, ze
jest dla wszystkich czasteczek jednakowa), mamy, dla przecietnej w ele-

mencie dx dy dz wartosci Q jakiejbadz funkcyi Q predkosci a, 0, c,

gdzie p oznacza gestos¢ m n, F za$ napisano przez skrocenie zamiast
FO, v, 2 a 3 c t).

Transactions of the Cambr. Phil. Soc., Vol. VLII, zakonczenie rozdziatu
li-go. ,,Mathematical and Physical Papersu, Vol. I, p. 112—113.

?) ,Recherches Recentes sur diverses guestions d’Hydrodynamique, Paris 1891,
p. 15 (w przypieku).
3) Ostatnie zdanie w przypisku np. zdaje sie by¢ wprost biedne.
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Uwazajmy w plynie dwa bardzo blizkie siebie punkty:

Wyobrazamy sobie dokota punktu (#)y, z) element dx dy dz, oraz do-
kota punktu (zO, y0, z0) element dyQ dz[}. Przypuszczamy, ze wia-
snosci [okreslonej przez (3)] funkcyi F pozwalajg na rozwijanie jej
w sposéb nastepujacy:

gdzie znowu Fq oznacza F (x0, yQ, z0} a, 6, c, t). Przypuszczamy, ze
funkcye

pozwalajg rozwija¢ sie w sposdb podobny.

Oznaczmy przez

liczbe czasteczek, ktdre, wskutek koercyi, w obrebie elementu dx dy dz
i w przeciggu czasu dt, tracg sktadowe predkosci, zawarte miedzy

Oznaczmy podobnie przez

liczbe czasteczek, ktore, réwniez wskutek koercyi, w obrebie tegoz ele-
mentu i w przeciggu tegoz czasu, zyskujg takiez sktadowe predkosci.
Oznaczmy jeszcze przez X, Y, Z przyspieszenia, sprawiane przez sity
zewnetrzne w miejscu z, y, z ptynu. Mamy woéweczas, jak wiadomo,

wedtug znanego rdéwnania Boltzmanna x). Blizsze wyznaczenie natury
wyrazu L'—L., ktére wymagatoby przyjecia bardziej szczegotowych
molekularnych hypotez, nie jest nam potrzebne.

Réwnanie ciggtosci, oraz roéwnania ruchu, wynikaja, jak wiadomo,
tatwo z réwnania (12). Liczba czasteczek nie zmienia si¢ skutkiem ko-
ercyi; zatem w dowolnej objetosci

*) Sitzber. d. Wien. Akad. (TT), Bd. LXVT. 1872. Vorlesungen uber Gastheorie,
I Th., p. 114. 1895.
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(13)

i ztad wypada rownanie ciagtosci; ilosS¢ ruchu czasteczek nie zmienia
sie skutkiem koercyi; zatem w dowolnej objetosci

(14)

i tak dalej dla pozostatych osi; ztad wynikajg réwnania ruchu:

(15 a)

(15 b)

(15 ¢)

w ktorych u, W 0znaczajg przecietne

Oznaczmy przez p,, pry, plZ i pyx, pyy, py i pzx py, pz zwykie
sktadowe cisnienia w miejscu (rr, y, z); réwnanie (15a) mozemy napisac¢

(17 a)

i dwa nastepne mozemy napisa¢ podobnie.

8.2. Twierdzenie zasadnicze.

Uwazajmy pewna, bardzo malg, zresztg za$ dowolng objetos¢ £2.
Obierzmy za punkt (a%0, ~0, z0) poprzedzajagcego artykutu jakibgdz punkt
staly tej objetosci, np. jego geometryczny (nie za$ istotny) Srodek
bezwtadnosci, tak iz

®
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W razie réwnomiernego rozktadu masy w objetosci £1, i tylko w tym
razie, punkt (x0 y0 £0) bedzie istotnym Srodkiem bezwitadnosci tej ob-
jetosci.

Moment ilosci ruchu, wzgledem osi, przechodzacej przez punkt
(x0 y0 Z0) i réwnolegtej do osi Ox, dla wszystkich czasteczek, naleza-
cych do kategoryi (2) i (1), § 1, rodnie, w przeciagu czasu di, skut-
kiem koercyi, 0

zmniejsza sie za$, w tym czasie, skutkiem koercyi, 0

Musimy mie¢ zatem, jesli sity koercyi ulegajg zasadzie momentow,
w kazdej objetosci dowolnej

Ztad za$ wynika, wedtug réwnania (12) w § 1, ze dla kazdej obje-
tosci dowolnej

Jest to réwnanie zasadnicze w naszem zadaniu.

8. 3. Rachunek pierwszy.

Wyraz SF/3t wytwarza w réwnaniu tern wyraz, ktéry oznaczymy
przez K (J):
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Lecz z (16 ¢) oraz z (7) w § 1. mamy

@)
i podobnie

Q)
albowiem z (7) w § 1 wynika oczywiscie

4)

Podstawiajgc (2) i (3) do (1) i kladac:

otrzymamy



160 W. natanson.

Wyrazy w rownaniu (5), 8 2, ktore pochodza od
WYynosza:

Y]

Wyrazy w réwnaniu (5), § 2, ktdre pochodzg od

Wynosza;

istotnie, tatwo widzimy, ze wyrazy ksztattu

©

sq réwne zeru; uwazajgc da db dc za element objetosciowy przestrzeni
fikcyjnej, w ktorej zbudowano diagramat predkosci, i przeksztatcajac
catke (9) na powierzchniowg, przekonywamy sie natychmiast, ze ta
powierzchniowa catka jest réwna zeru.
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Oznaczmy

(10)

mamy woéwczas

(H)

tern samem wiec, wedtug zatozen, uczynionych co do 5Fj 3t

Podobne réwnania stosujg sie do pQ i do p/?

Mamy zatem

Réwnanie zasadnicze (5), § 2, brzmi:

Uwazajmy w tem rdéwnaniu wyrazy, nie pomnozone przez czynniki J.
Mamy :

Rozprawy Wydz. mat.-przyr. T. XXXIII. 21
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5)

Roéwnanie (0), § 2, przybiera postaé:

gdzie, dla skrdcenia, piszemy

Zakladajac teraz objetos¢ symetryczng, t. j. czyniac

otrzymujemy z (16)

Wezmy wyraz ktéry znajduje sie tu po-
miedzy innemi. Oznaczmy
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(21)
zatozmy

(22)
oraz

(23)
znajdzieniy

(24)
Powracajac zatem do réwnania (20):

(25)

gdzie

(26)
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Woprowadzajgc teraz réwnanie ciggtosci:

Roéwnanie (27) jest wiasnie pierwszem z pomiedzy trzech réwnan Helm-
holtza i Nansona z tg jedynie réznica, ze obaj ci uczeni czynili zato-
zenia (ze ci$nienia styczne nie istniejg, ze gestos$¢ jest funkcya cisnienia
zwyklego, ze sity zewnetrzne majg potencyatl) skutkiem ktérych

(28) it d

84. Rachunek drugi.

Przytoczymy teraz inny spob6b wyprowadzenia réwnan Helm-
lioltza-Nansona z réwnania (5), § 2. Obliczamy najprzéd sume

Mamy z (1), § 3

dalej za$ z (7), tamze,

taczac drugg catke w (3) z catkg (2) i zwazajac, iz
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oraz, iz
0 drdydz dci (drdydz), 5)

otrzymujemy stad

ale drugi wyraz znika, po rozwinigciu pw oraz pu wedtug (2) i (3)
w § 3. Znowu za$ catka pierwsza po prawej stronie powyzszego ro-
whania (3), daje, razem z wyrazami K (a), K (6), K (c) prawg strone
w réwnaniu

U]

[por. (8) i (21) § 3[, ktére tym sposobem wynika z (5) w § 2, lub z (14)
w 8 3.

Zatdézmy
©)
mamy
©)
lecz, poniewaz s jest wielkoscig takiego rzedu, jak (x — aN), (y — y0)
oraz (z—Zq), przeto, odrzucajgc w (9) wyrazy, wynikajace z obecnosci e,

pozostaniemy przy dokladnosci rachunku, siegajagcego wyrazéw rzedu
pierwszego. Tym sposobem otrzymamy:
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gdzie

W réwnaniu (7) znajduje sie pochodna zupetna (jaka wyraza znak
d /dt) wielkosci (10). Zbadajmy zatem, czy i w jaki sposéb zmieniajg
sie z czasem momenty i iloczyny bezwladnosci Gxx i t. d. Oczywista
jest rzecza, ze wolno przypuszcza¢, iz w pewnej dowolnej chwili mo-
menty Gxx, Gvy, Gx, sa réwne sobie a iloczyny Gyx, Gxx, Gx sa réwne
zeru; lecz bynajmniej nie wolno przypuszczaé, ze momenty te pozo-
stang rowne sobie a iloczyny pozostang réwne zeru. Symetryczna bo-
wiem w pewnej danej chwili objetos¢, wypetniona plynem, przestanie
wogole by¢ symetryczna, skutkiem ruchu ptynu.

85. Zmiany w momentach i iloczynach
bezwitadnosci.

Oznaczmy, jak nastepuje, elementy deformacyi :

Z okre$lenia wielkosci G mamy:

@)
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©)

i cztery dalsze analogiczne réwnania. Stad widzimy, ze jesli pewna
objetos¢ jest symetryczna w pewnej danej chwili, przestaje nig byc¢
wedtug réwnan

©

Mozemy, w przyjetym stopniu doktadnosci, pisa¢ Gf, czyli wspélna war-
tos¢ Gxx, Gw oraz Gtx w pierwotnie symetrycznej objetosci, zamiast
p0 <7; tak iz z (4) wynika

Réwnania te uwydatniajg w nowy (0 ile nam wiadomo) sposob fizyczne
znaczenie elementéw e, Y, a 3 V.

§ 6. Dokonczenie rachunku drugiego.

Przypuszczajac teraz, ze uwazana objeto$¢ jest symetryczna w da-
nej chwili, ale tylko w niej, oraz postugujac sie réwnaniami (5) po-
przedzajgcego artykutu, otrzymamy
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(€

Obliczmy podobnie strone prawag réwnania (7), 8§ 4. Mamy

@

Mozemy dowie$¢ tatwo, na zasadzie uczynionych zatozen, ze mamy np.

a zatem mamy rozwiniecia podobne dla 3u/ 5r, dla 3u dla 3u/ 3z
zatem réwniez. w przyjetym stopniu dokladnosci, dla wielkosci

nakoniec mamy je dla 3pu wiec dla 3u / 3t, zatem ostatecznie mamy
je dla A, dla B i dla C. Prawa strona wiec w roéwnaniu (7), § 4

®)

wyniesie, dla objetosci symetrycznej, co nastepuje :

Poréwnawszy (6) z lewa strong tegoz réwnania, obliczong wyzej pod (1),
otrzymujemy znowu

pierwsze z pomiedzy uzupetnionych réwnan Helmholtza-INansona.
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Uczynimy tu jeszcze nastepujacg uwage. Zatézmy:

W razie objetosci symetrycznej mamy :

Zatem, z réwnania, ktére wynika z pierwotnego ksztattu prawej strony
w rownaniu powyzszem (1), mianowicie z réwnania

mozemy wyprowadzié:

Przypuszczajgc tu, ze chwilowo =0l otrzymujemy znane twier-
dzenie o wiasnosciach iloczynu predkosci wirowania przez pole przecie-
cia objetosci, poprzecznego do osi wirowania. Z trzech réwnan zreszta,
z ktérych (7) stanowi pierwsze, wynika tatwo, ze szybko$¢ zmieniania
sie iloczynu predkosci wirowania przez pole poprzecznego przeciecia
wynosi ogdlnie:

gdzie < jest polem poprzecznego przeciecia, | zas, m i n sg dostawami
kierunkowemi predkosci wirowania.

Inna jeszcze uwaga, ktdéra nasuwa sie w przedmiocie poprzedza-
jacego wywodu, jest nastepujgca. Cauchy, Stokes, Helmholtz i wszyscy
wogole, o ile nam wiadomo, autorowie przypuszczali, ze predkosci u, VIw
w miejscu (X, Yy, Zjl bardzo blizkiem miejsca (0,0, yO, Z0), moga by¢
rozwijane w spos6b nastepujacy.

i t d. gdzie uOl VOI W0 oznaczajg sktadowe predkosci w miejscu
(r0> j/o, zo)- Tymczasem, z naszych zatozen, lizadnionych przez teorya
kinetyczng, wynikato (por. § 3), ze
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i t. d.; albo, ze

Po odrzuceniu wiec, jak sie czyni zazwyczaj, ruchu postepowego i zwy-
ktych deformacyj elementu, nie otrzymamy w ptynach Scisliwych ruchu
Scisle wirowego elementu, lecz raczej ruch, ztozony z wirowego i z nowej
deformacyi. Lecz roznica ta nie jest istotna, gdyz tyczy sie jedynie
wyrazéw rzedu wyzszego niz pierwszy. Albowiem wyraz e z § 4-go,
czyli

jest funkcya jednorodng stopnia 1 -go rdznic (x—z0), (?»/—y0)> (z—zo\
a przeto wartosci w, obliczane wedtug (14) i wedtug (16), moga rézni¢
sie tylko o wielkosci rzedu wyzszego niz pierwszy.
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