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274.

DEUXIEME NOTE SUR LA TRANSFORMATION DE
TSCHIRNHAUSEN.

[From the Journal fUr die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. LVIII. (1861),
pp. 263—269.]

A LA fin de ma premiére note sur ce sujet jai appliqué la transformation de
Tschirnhausen a I'équation du troisieme degré mise sous la forme

ax?+3bx2+3cx+d=(a, b, ¢ dIx 1)3=0.
En y substituant [c au lieu de b, ¢, cette équation se change en
ax3+bx?+cx+d=(a, b, ¢, dlJx, 1)3=0,
et en méme temps le résultat obtenu dans ma premiére note s'énonce de la maniére
suivante
En calculant pour I'équation
(a, b, c, dIx, N3I=0,
la transformée en

on obtient
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Je vais me servir de cette formule, pour en déduire I'équation qui d'une maniere
analogue est la transformée de I'équation du quatriéme ordre

(a b c d, eEx, Di=0.
J'écris d'abord
(@ b c d e™x Di=0,

y—(ax —#—To+ (ax2 + bx +|c) Tx+ (ax3 + bx2 + ex + fd) T2,

et je remarque qu’en faisant e=0, le systtme proposé se partage en deux, dont le
premier est:

et le second:

ou, ce qui est la méme chose,

Une circonstance analogue a lieu dans I'équation en y, résultat de I'élimination du
systeme proposé. Pour e=0 son premier membre se résout de méme en deux facteurs
qui égalés a zéro sont les résultats de I'élimination du premier et du second systéeme
ci-dessus écrits. Le premier de ces deux facteurs est donc

et le second (en vertu de la formule donnée antérieurement)

donc en multipliant les deux facteurs, et en égalant a zéro leur produit, on a la
transformée en y de la forme (a, b ¢, d, (f$x, I)4 Or dans le cas général, ou e est
différent de zéro, les coefficients de la transformée en y sont des invariants des deux

formes

Cette propriété permet de déduire leurs valeurs générales des valeurs particuliéres
guils ont pour e=0. Je formerai de cette maniére la transformée en y pour la
forme (a, b, ¢, d, (f$x, 1)4 je passerai de la a la forme (a, b, ¢, d, 0%#, 1){ (ce qui
se fait en écrivant 4b, 6¢c, 4d au lieu de b, ¢, d), et enfin je compléterai les valeurs
des coefficients en y introduisant e au moyen de la propriété que doivent posséder les
coefficients d'étre des invariants des deux formes

On obtient dabord I'équation en y sous la forme
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ou

8g = T2(
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8ac — 3h2)

+ TqT1 ( 24ad — 4bc)

+ F(

8bd - 4c2)

+ ToT2 (— 2hd)

+ T2 (-

4cd)

+ T2(- 3d),

8%) = iTs (
+ T\ (
+ T0Ty
+ T3 (-
+ T2 T2

8ald — 4abc + 168)
4abd — Sac? + 2blc)

(— IQacd + 46212)

8M)

(— 4acd + Ibd)

+ TOTIT2(-12ad?)

+ T2 (-
+T,T2 (-
+T,T2 (-
+ T3 (-

2566=  To* (

4M))
1M))
2cd?)
1d3),

64albd + 16ablc — 3h4)

+ (— 128alcd — 80ab2d + 64abc? — 853c)

+ TfTy
+ TqTj3  (
+ Tf (
+ T03T?

(— 128abcd + 64ac3 — 48bid + 8bic)

64abd? + 64ac2d — 128bicd + 32bc3)

128acd? — 64bc2d + 16c4)
(- 192ax2? + 32abcd — 4bid)

+ TqT2T2 (— 288abd? + 64ac2d + 8blcd)
+ TOT2T2 (- 160b2d2 + 48bc2d)

+ Tff
+ T02T2

(+ 192at23 — 128> + 32(M)
(- 48»+ 14»)

+ TfLF2 (- 144ad} + 8bed))

+Z»0 (-
+ T0T3 (-
+ 7318 (-
+ T4 (-

48bd;  +8cld))
4M3)
lcd?)
8d4).

[274

Ce calcul achevé et substituant la forme (a, b, ¢, d, Ofa, y)4 au lieu de (a, b, ¢, d, 0$£, y)i
(ou 4b, 6¢c, 4d au lieu de b, ¢, d) on obtient tous les termes de I'équation cherchée,

hormis ceux qui contiennent e:

coefficients des différentes puissances de y se réduisent a zéro par l'opérateur
+ 2bde + 3¢3d + 4dde — T2(f — 27\

et ces derniers s'obtiennent au moyen de ce que les
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Cela ne présente pas de difficulté, je supprime donc les calculs intermédiaires et je
donne le résultat final que voici: les équations

(9, b, c, d e8, Ni=0,
y = (ax+b) F + (ax2 + 4bx + 3c) F + (ax3 + 4url + Gex + 3¢Z) T2)

conduisent a la transformée :

ou l'on a
& FF ot Fl FF F
G=2 ac+3 ad+6 ae+2 ae+!l be+6 ce+3

b2 -3 bc — 6 bd — 2 bd + 8 cd—6 d? - 3
2 -9

LK FIF w2 FFR LT R FF.  FIF FR =

2>=4 a?d+l ae +1 abc+1 abe+ 4 adl—6 ad?—4 ade—1 ade— 4 ae2 —1 be -1
abc—3 abd+2 acd—3 acd—12 be +6 bk +4 bee+3 bee+12 bde—2 ede + 3

b3 +2 ac2—9 bd +2 bd+ 8 hd? =2 bd?- 8 ce +9 d3 —2
b + 6 cd2 — 6
4 it ) v FIF? T27\T2 FF} F2F?

(U= ae +1 abe+ 8 a&xe +12 axe — 6 abce + 60 a?de— 4 ax2 + 2 aex) - 4
albd —4 a?cd—12 a?d2 — 12 abk + 30 abd2 — 72 abce— 12 abde— 16 abde+ 20

abl + 6 ab2dd-20 abX — 8 abed— 48 a<?d + 36 abd?+ 16 ack + 36 acke + 36

b4 —3 abc2+36 abed+12 acd + 54 bl —36 acdd+ 36 acd? — 18 b2d2 — 160

b3c -12 bd + 1 bdd - 48 bled +12 bl + 48 bxe - 18 bcd +108

b2 + 18 bed - 192  bd? + 14
bc3 + 108
Fi TOTT2 T 7 FIF) FF3 Fi

ax? + 1 acde + 60 abe2 — 4 ace? +12 acel — 6 ade? +8 aeld
abde— 16 ad3 - 36 acde— 12 ad?e — 8 ad? +30 bce? -- 12 bde?
acle — 18 bide -72 ad? + 48 b2 - 12 bede — 48 bd?% -- 20  cd?e
acd?+ 48 bce + 36 bidde+ 16 bede + 12 bdd - 48 cde +36  d4
bice + 48 bed? + 12 6¢ + 36 bdd - 4 e +54 cdd -- 12

bc2d - 144 bed?2 - 192 cd? + 18

¢ + 81 cd + 108

I+ 1 +
wo -

J'écris
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et je représente par la valeur qui vient d'étre trouvée pour 3). Ces expressions
U, H, sont des invariants des deux formes (a, b, c, d, €8~ y)4 (To, — £
on a de plus les invariants

que je représente comme a lordinaire par 1, J, et linvariant T0T2—7\2 que je
représente par 0'. Cela posé on a

La derniere de ces équations peut étre Vérifiée aisément, pour cela on a seulement
besoin de remarquer qu'en posant a=e=I, h=d=0, ¢ =6, elle devient

(1 + 3#) (T1+ e (2TOT2 + AT)) + T2)!

— 3 (OT2+ (L + #) TOT! — 4#2T0 + #T2)!

+ (1 + 3#)2(7leT12-7102)2

+12 (# - #) (TOT2 = 7?) (T2 + e (2TOT2 + 47?) + 77)

+2(1 + 3#) (7072 = 7?) (BT2 + (L + #) TOT2 — 402T12+6T2)

+ TIT2( 12#)

+ TNTI2(-6# + 54#)
+ T2TR (2 + 3G#)

+ TOTAE(-4 + 36#)
+ 7\A(1 —18#2 + 81#)
+ T2T2 (- 6# + 54)
+ TOT23( 12#)

+ P,

équation qui est identique. L’expression de linvariant 1 (quadrinvariant) de la fonction
(1, 0, 6, 1), (S5y, D4 est (S+3(|S)2 ou g+ 3 (FF'-176")2 c'est-a-dire

ou enfin
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ce qui est égal a

La condition a remplir pour que cet invariant se réduise a zéro peut donc étre
présentée sous la forme

ce qui s'accorde avec un résultat trouvé par M. Hermite.

Il doit y avoir, ce me semble, une équation identique de la forme

qui servirait a exprimer le carré de au moyen des autres invariants U', H', 1, J,
mais en supposant que cette eéquation existe, la forme du facteur M, que je n’ai
pas encore cherchée, reste a déterminer; [linvariant J (cubinvariant) de la forme
(1, 0, (S 2), 14 contient <2, et il faudrait employer lidentité dont je viens
de parler pour réduire a sa forme la plus simple cet invariant; dans I'état actuel de la
question je ne m'occupe donc pas de l'expression du cubinvariant de (1, 0, 6, 2), D4

Pour passer au cas d'une équation du cinquieme ordre, on devra faire usage de
la formule qui se rapporte a la forme (a, b, ¢, d, e$&, )4 En faisant la substitution
nécessaire on arrive a ce résultat que pour I'équation

la transformée en

est la suivante

ou

T TT TT T

« + 8 ad + 24 ae + 32 ae +16 be + 24 ce + 8
b2 - 3 bc - 4 bd - 2 bd + 8 ed - 4 d2 - 3
2 - 4

geys MR gzgr LI D TP B2 TeT T2 T

> § ad+8 ax +32 abe +8 abe+32 adl-12 ad2—8 ade—8 ade—32 ae2-32 bhe2 — 8

abc—4 abd+ 4 acd —4 acd—16 bk +12 bk +8 bce +4 bce +16 bde— 4 cde + 4

V +1 ac2— 8 bd +1 bd+ 4 bd2 -1 bd2- 4 ce + 8 di -1
b + 2 cd2 — 2
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HD 4
20

® — 257F g% + 256 alhe + 512

a?hd— 64 ad - 128
80
b4 - 3 abc2+ 64

ab + 16 abld -

b -

T/

ak? + 256
abde— 256
acke - 128
acd? +128
bce + 128
bc2d — 64
¢t + 16

i3]

8 bd -

N/

acde + 640
ad? - 144
b2de — 288
bcze + 64
bed2 + 8

axe + 512
axd? - 192
abe - 128
abcd+ 32

g B

4 bd -
b2c2 +

T3T2

abe? — 256
aede— 128
ad? + 192
b2de + 64
bce + 64
bed2- 128
cd + 32

En m'appuyant sur ce résultat j'espere
I'équation du cinquiéme ordre.

Londres, 11 Mai 1860.

a?ce — 256
ab2 + 480
abcd- 128
ac? + 64 Dbk - 144
48 blcd +

rnarp r
202122

8

YooY

ace? +512
ad?e — 128
b2 - 192
bede + 32
bd? - 4

étre a méme de trouver

abce + 640
abd2 — 288
acd + 64

AVAV4

alde — 256
abce — 128
abd2 + 64
acd + 64

T02TS

8 bl + 192 blke -

blcd - 128

be3 + 32

T/Ta2

ace? — 256
ad?e + 480
bede — 128
bd? - 48
cke + 64
cd? + 8

ade? +512
bce2 - 128
bd2e — 80
cde + 64
cd3 — 8
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ak? +512 ak) —1024
abde— 256 abde+ 320
ack + 256 ack + 256
acd2— 48 bad? — 160
48 &d+ 48
bd? + 14

T4

ae3 + 256
bde? - 64
cde + 16
b - 3

la formule pour





