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133.

SUR UN THEOREME DE M. SCHLAFLL

[From the Turnal fiir die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. L. (1855),
pp. 278—282.]

ON lit dans (§ 13) d'un mémoire trds intéressant de M. Schlifli intitulé “Uber
die Resultante eines Systems mehrerer algebraischer Gleichungen” (Mém. de UAcad. de
Vienne, t. 1v. [1852]) un tres beau théoréme sur les Résultants.

Pour faire voir plus clairement en quoi consiste ce théoréme, je prends un cas
particulier. Soit

U= az* + 8ba*y + Bcay* +dy* = (a, b, ¢, d)(, y)’,
V = az? + 2Bzy + vy =(a, B y)z y).

Je fais p=a? g=uxy, r =y et je forme les opérateurs

A= @a+3‘;473b+§@c,
B =380, + §md. + 0,
lesquels, opérant sur U, donnent

z(pE+qn+r8); y(pE+gn+ro)

L'opérateur
€= 5’4 o %ﬂaﬁ =& (d/:
opérant sur V, donne _
pE+ g+
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Cela étant, soit ¢ =0 le résultant des équations U =0, V =0, cest-a-dire I'équation
que l'on obtient en éliminant #, y entre les équations U=0, V=0, ou autrement dit,
soit ¢ le résultant des fonctions U, V. Pour fixer les idées j'écris la valeur de ce
résultant comme suit:

¢ = a, 7"3b, 8¢, d
N | R
a) - 28;
a2y
a, 28, g

Je suppose que les opérateurs ¥, B, € operent sur le résultant ¢, ce qui donne les
fonctions

Ap, By, C¢,

ou en écrivant pour A, B, € leurs valeurs:

( ﬁa o '&ﬂab s %wc) [
(380, + §m0. + £0a) ¢,
( £%a+4mds+ £0,) ¢,

et en considérant ces expressions comme des fonctions de £ %, & jen forme Ile
résultant ®, savoir

®= aa¢’ ‘é‘ab ®, 30, ¢
30u$, $0.b,  Oatp
%y 30sp, Oy

Ce résultant P contiendra le carré de ¢ comme factewr; cest ce qui donne, dans le
cas particulier dont il s’agit, le théoréme de M. Schlifli.

Généralement, en supposant que l'on ait autant de fonctions U, V, W,... que
d’indéterminées x, ¥, z,..., on peut supposer que p, ¢, ... solent des mondmes z'y™z", ...
du méme degré A (il n’est pas nécessaire d’avoir la série entitre de ces mondmes),
et on peut former des opérateurs U, B, &c. en méme nombre que celui des mondmes
P ¢ ... avec les indéterminées £, 7, ..., tels que ces opérateurs 2, B, ..., opérant sur
les fonctions U, V, W,... (chacun sur la fonction & laquelle il appartient), donnent
t(pE+qn...» U (pE+aqn...)w, &c.; ¢, ¢, &c. étant des mondmes de la forme z/yo2t ....

Cela étant, soit ¢ le résultant des fonctions U, V, W,...; en opérant sur ce
résultant ¢ avec les opérateurs U, B,... et en formant ainsi les fonctions AP, B, ...,
soit @ le résultant de ces expressions considérées comme des fonctions de &, 7, &e.
@ contiendra une puissance de ¢ comme facteur, et en supposant que pu ne soit plus

petit qu’aucun autre des indices w, w',...; T=pp ...; et o-=::r+%,+..., I'indice de

cette puissance sera au moins o — E Voila le théoréme général de M. Schlifli.
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La démonstration donnée dans le mémoire cit€ est, on ne peut plus, simple et
élégante. Elle repose d'abord sur un théoréme connu (démontré au reste § 6) qui
peut &tre énoncé ainsi; savoir, en supposant que les équations U=0, V=0,... soient
satisfaites, on aura (prés un facteur indépendant de &, 7,...):

Ap=t(pE+qn...)*, Bop=t (p€E+qn ..., &ec.

Puis, elle est fondée sur le théoreme démontré (§ 12), savoir: le résultant des

fonctions
t (pE+gqn.. ) +f (& n..)
t (pE+aqn .. +f (¢ n...),

(o f, f',... sont des polynémes de degrés u, u,... en & n, &c., et p, ¢, ..., ¢, t,...
des constantes quelconques) sera, en supposant que ux ne soit plus petit qu'aucun autre

des indices u, p/,..., et en posant 7= uu'..., tout au plus du degré T par rapport
P P 8T A P PP

aux quantités ¢, ¢, &c. Voici cette démonstration, qui suppose aussi que le résultant
¢ soit indécomposable. Supposons que les coefficients de U, V, W,... soient assujettis
4 la seule condition d'étre tels que le résultant ¢ soit un infiniment petit du premier
ordre, il sera permis de supposer que tous ces coefficients des indétermindes z, v, ...
ne différent des valeurs qui satisfont aux équations U=0, V=0, W=0, ... que par des
incréments infiniment petits du premier ordre; le résultant ¢ sera un infiniment petit .
du premier ordre, mais toute autre fonction des coefficients, & moins qu’elle ne contienne
une puissance de ¢ comme facteur, aura une valeur finie, et toute fonction des
coefficients infiniment petite de lordre % contiendra ¢* comme factewr. Dans cette
supposition les équations A¢p =0, Bp=0, &c. deviendront:

t (pE+qn ..t +f (€ n...)=0,
t(pE+qn .. +f (& 1...)=0,

ou f, f',... sont des polynémes de degrés u, u/,... dont les coefficients sont des
infiniment petits du premier ordre. En supposant toujours que g ne soit plus petit

quaucun autre des indices u, 4, ... et en posant m=puy’ ..., cr=:—: +E, , le resultant ®

du systéme sera tout au plus du degré % par rapport aux quantités finies ¢, ¢,.... Le
degré par rapport & tous les coefficients est o; le degré par rapport aux coefficients

. m . . .
de f, f’,... sera donc au moins o ——; Cclest-a-dire, ce résultant sera un infinimens
®

petit de Tordre a'—:—:, ou enfin, ® contiendra ¢°~7:# comme facteur. Or les coefficients

de U, V, W,... (assujettis & la seule condition ci-dessus mentionnée) étant d’ailleurs
arbitraires, on voit sans peine qu’il est permis de faire abstraction de la condition, et
que @ contiendra en général cette méme puissance ¢*T:# comme facteur; ce qu’il
sagissait de démontrer.
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Rien n’empéche que ® ne contienne une plus haute puissance que ¢*7:# comme
facteur, ou que @® ne s’évanouisse identiquement. On peut méme assigner de plus
prés que l'a fait M. Schlifli, des cas ou ® s’évanouit identiquement. Soient m, m/, m”,...

les degrés de U, V, W,... par rapport & z, v, 2,..., p=‘mm’m" Gt s=%+%+£—"...,
¢ sera du degré 7% par rapport aux coefficients de U. Soient aussi p, w,,... les

degrés de celles des fonctions ¢, B, ..., pour lesquelles les opérateurs A, B, ...

contiennent des différentielles par rapport aux coefficients de U, p=:—: +:— sesipour

ces fonctions les coefficients seront du degré &1 par rapport aux coefficients de U; pour
m

les autres. ils seront du degré - @ sera donc du degré (m 1>p+m(o- P)s P

par rapport aux coefficients dé U, et ® + ¢=":* sera du degré ”% c—p— % (a' - :—:), c’est-

a-dire du degré %E— p par rapport aux coefficients de U. De méme, en supposant

que les lettres m/, p,... aient rapport & V, &c., @+ ¢"":* sera du degré ,,%:—:— e, &c.

par rapport aux coefficients de ¥V, &c. Si l'un quelconque des nombres 7% :—;—p,

fr%" :—:— P, &c. est négatif, et & plus forte raison, si leur somme s.:~:—a' est megative,

® doit s'évanouir identiquement. En particulier, en supposant que le nombre des
fonctions AP, B¢, ... (c’est-a-dire le nombre des indéterminés g, 7, ...) soit », on aura

a >v:—:, et par cette raison ® s’évanouira identiquement si Z(a—v) est négatif, clest-

a-dire si »>o0. Je ne parlerai pas ici des cas examinés par M. Schlifli oi ® con-
tient comme facteur une plus haute puissance que ¢7—=:¥,
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