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130.

DEUXIEME MEMOIRE SUR LES FONCTIONS DOUBLEMENT
PERIODIQUES.

[From the Journal de Mathématiques Pures et Appliquées (Liouville), tom. XI1x. (1854),
pp. 193—208: Sequel to Memoir t. X. (1845), 25.]

JE vais essayer de développer ici les propriétés qui se rapportent aux transformations
linéaires des périodes des fonctions yz, gz, Gz, Zz, dont je me suis occupé dans le
Mémoire sur les fonctions doublement périodiques que j'ai donné dars ce Recueil en
1845. Avant d’entrer en matitre, je remarque que partant des expressions

Q =0+ 07,
D=t Sty
des deux périodes, ot 7=+ — 1, on obtient, en éerivant
O* =0 — 07,
T* =v -y,
les équations
Q T*=wv+ 0V —1 (0 —0'v),
Q*T = ov+ o'V +1(0v — 0'v),

au moyen desquelles et des valeurs

at 71 (v — 0'v) B lsnd (wv + V')
T OT mod. (v — @'v)’ 7 QT mod. (0v' — @'v)
des quantités B, B, on déduit les formules
TQ* Bape ¥
Qmod. (v — @'v)’ T Tmod. (0 —w'v)’

B+B=
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130] DEUXIEME MEMOIRE SUR LES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES. 151

A

Je ne fais attention qu’aux transformations qui correspondent & des entiers impairs et
premiers, et je suppose, de plus, que la transformation soit toujours propre et régulidre ;
cest-a-dire quen écrivant
2k +1) Q, =22 + uT =\, p),
@Ck+1)T, =vQ+pT=(v, p),
ot 2k+1 est un entier positif, impair et premier, et ol A, u, », p sont des entiers
tels, qu'au signe pres, Ap —uv soit égal & 2k + 1, je suppose
Ap— py= 2k +1,
(condition pour que la transformation soit propre), et, en outre,
A=1, u=0, (mod. 2)
i g,

(condition pour que la transformation soit réguliére).

On trouve tout de suite
Q= pQ,—uT,=(p, —p),>
T =—vQ,+AT,=(—7, \),;
Jéeris aussi
Q=0+0/1, Q¥*=0,—a0f,

T,=v, +v/i, T*=v,—v/1,
et je suppose que B,, B, soient des fonctions de w,, v, telles que les fonctions B, B,
de o, v.

Cela étant, je forme d’abord I'équation
(2k+1) (0, —0/v,) =0V — o',

au moyen de laquelle 'équation

A ol R G

B+B) Q= (0 — 0'v)

se transforme en
— ind ¥
(2k+1)(B+B) Q= — (0y, — v,

De 13

o 2 T x_qovtoy

(@ +1)(B+8)-B} Q= _— (0, — V) {Q o Qr, } ’
™

= w_ etV o
mOd. (w,v,' Wi w,lu,) {PQ[ :u'T/ Q/T/ (PQ/ /J'T/)} ’

h: m *_ zz:r_w_i) 1 (T . _ oy + w/v/)
mod. (0, — @/v) {P (Q T, 3 Q, )

_ m{wy — /v,
br: 7 7
T, mod. (w,v, — w,

7 (PQI + #T,) )

i
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152 DEUXIEME MEMOIRE SUR LES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES. [130

ou enfin

[2k+1(B+B)—-B} Q=" B,(p w);
et de méme

(2%+1(B-B)-B} Q=-B,( N);
équations qui seront bient6t utiles.

Je suppose d’abord que 2k + 1 soit égal & l'unité, transformation que l'on peut
nommer triviale. La fonction yx est définie par l'équation

yz = e ¥ g1 {1+(mw—n)}’ mod.(m, n)< T, T=o0;

dans (m, n)=mQ +nYT, les entiers m, n doivent prendre toutes les valeurs positives
ou négatives (le seul systtme m=0, n=0 excepté) qui satisfont & I'inégalité

mod. (m, n) < T,

dont le second membre 7' sera ensuite supposé infini. Soit y,# la fonction corres-
pondante pour les périodes Q,, T,; on aura

y, & = e ¥2q]l {1 ol

(m n)}, mod. (m, ’n),<T, Ve

Or
(m, n),=mL,+nT,,
=m(AQ + uT) +n (@Q + pT),
= (Am +vn) Q + (wm + pn) T,
=m,Q+nT,
=(m,, n).
En écrivant, comme nous venons de le faire,
m, = Nm+ vn,
n, =vm+ pn,

on voit tout de suite qu'd chaque systéme de valeurs entidres de m, m, correspond
un systéme, et un seul systéme, de valeurs entitres de m,, n,; et que de méme 2
chaque systtme de valeurs entidres de m,, m,, correspond un systéme, et un seul systéme,
de valeurs entiéres de m, n; de plus, les systtmes m =0, n=0 et m,=0, n, =0,
correspondent I'un & l'autre. Il est donc permis d’écrire

Il {1 +z—m—z,v7)}=wl'[{l+ (m—,w'ﬁi}’

les limites comme auparavant ; car, & cause de

(m’ n)/ i (m/i n/)’
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130] DEUXIEME MEMOIRE SUR LES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES. 153
la condition pour les limites, savoir:
mod. (m, n), < T, T=,
devient
mod. (m, n) <T, T=oo0.
Cela donne enfin I'équation
ye= e B-Bz yz;

et, au moyen de cette équation, on obtient une bquation correspondante pour la trans-
formation de l'une quelconque des fonctions yz, gz, Gz, Zz, définies par les équations

&

y& = ¢ %% g1 {1 4 —B} , mod. (m, n)< T,

z=¢e¢ ¥, TI41 + _w ,  mod. (ﬁ,n<T, =00
& (m, n)
Gz=ect2, 11 {1 + (mx ﬁ)} , mod. (m, 7)< T,
Zx =¢85 1 {1 *t (mm ,’_15} ,  mod. (m, ’I_’l) <2

(équations dans lesquelles m=m+4, A=n+4). Je prends par exemple la fonction gz,
et jéeris dans 1'équation entre y,z et yw, z+ 4Q au lieu de . Soit pour un moment
p=2p"+1, p=2u'; cela donne

2+ 30 =2+3(pQ, - pT) =+ (7, - ).

Done

Y, (z + 3Q) = P26 ) M g 2,
c’est-a-dire

y, (@ +3Q) = ebsen, Y ga;
de plus,

¥ (@ +3Q) = et Mgy,

Ces substitutions étant effectudes, les coefficients M, M, doivent étre éliminés en écrivant
2=0; cela donne

gx= €3 (B;fB) 2* da [ (B+B—B) Q—1B, (p, 1).] g,
ou enfin, au moyen d’une équation déji trouvée,
glx = e‘} (B—B)a? g$,

et de méme pour les fonctions Gz, Zu.
C. IL 20
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154 DEUXIEME MEMOIRE SUR LES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES. [130

Donc enfin, en représentant par Jz l'une quelconque des fonctions yz, gz, G, Zz,
on aura

J, @ =8B Jg,
ou J,z est ce que devient Jz au moyen dune transformation triviale (propre et

régulitre) des périodes.

Je passe & présent A la transformation pour un nombre impair et premier (2% +1)
quelconque ; mais pour cela on a besoin de connaitre la valeur de la fonction

g i i) : "
u—H{1+(m, n)+y}, mod. {(m, n)+ g} <T, T=w,

ol y=a+ b est une quantité réelle ou imaginaire quelconque.

Soit w ce que devient w’ en prenant pour la condition par rapport aux limites
mod. (m, )< T, T=ow;
on trouve sans peine

u=éw+my(w+y).
y(®)

Pour trouver «’, je forme I'équation

% u’=1'I{1 +(m,Ln)}’

la limite inférieure du produit infini double étant
mod. {(m, n)+y} > T,
et la limite supérieure
mod. (m, n)< T, T=c;

cela, donne

logu—logu'=m2m—1}‘a:’ 2m+ ;

=m2(£—m—%(w=+2yw)2ﬁ+...,

1
=o X m)’
car on peut démontrer que
it il 1
R O

Pour cela, observons que m et m étant infinis puisque 7' l'est, la premitre des sommes
dont il g'agit peut se remplacer par l'intégrale double

T8
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130] DEUXIEME MEMOIRE SUR LES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES. 155

laquelle (en écrivant m =7cos , n=rsin 6, ce qui donne, comme on sait, dm dn = rdr df)
devient

1-ff dr df
~JJ) r(Q cos 8 + rsin 6)*’

2 (log ) d6
» —.U(Qcos0+rsin 0y’

en prenant (logr) entre les limites convenables. Pour trouver ces limites, j'écris

dou

(m, n)+y=r(Qcosf+Tsinb)+y;
ce qui donne
mod.? {(m, n)+ y}={r (Qcosf + T sin 0) + y} {r (Q* cos 6 + T*sin ) + y*},
savoir, & l'une des limites
72 (Q cos @ + Tsin 6)(Q* cos b + T* sin §)
+7{y* (QLecos 0 + T sin 6) + y (X* cos @ + T*sin 0)} + T*=0;
ou, en négligeant les puissances négatives de T,

T
V(@ cos 0 + Tsin 6) (Q* cos 0 + T* sin 6)

_3 Yy ¥, y* }
Qcosf+Tsinl  O*cosh+ T*simb)’
et & Vautre limite,

T
" V(Qcos0+ Tsin0)(Q* cos 0+ Tsin )

Or, en représentant ces deux équations par
r=R-¢, r=R,

on trouve, pour la valeur de (logr) entre les deux limites,

logR—log(R—¢)=—log(1—-%):0,

4 cause de la valeur infinie de R. Ainsi la somme cherchée est nulle; et il est tout

clair que les sommes suivantes 3 (ﬁzl—n)s’ &c., se réduisent de méme 3 zéro.

Donc enfin,

1
(m, n)’

logu—logw' =2z ¥
20—2
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156 DEUXIEME MEMOIRE SUR LES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES.

Cela fait voir que

w =y,
le coefficient & étant donné au moyen de l’équation
il

ou la somme est prise, comme auparavant, entre les limites

(n, M)

mod. {(m, n)+y} > T, mod.(m, n)< T, T=

=

Mais il n’est pas permis d’écrire

[130

En effet, cette intégrale n’est que le premier terme d’une suite dont il faudrait, pour
obtenir un résultat exact, prendre deux termes; le second terme de la suite serait
une intégrale prise le long d'un contour, et il serait, ce me semble, trés-difficile d’en
trouver la valeur. Pour: trouver la valeur de %, je remarque que % sera fonction

2
lindaire des quantités 7, y, z*, %, &c., qui entrent dans les valeurs de »; donc,

puisqu’en derniere analyse 7'=o, k& ne peut étre que de la forme Ly + My*.

étant, en substituant pour «’ sa valeur, je forme ’équation.

y+y) _ = 182 (~By+ly+Mymz [ {1 e }
+ TR 0L R 42
@ (m, n)+y

mod. {(m, n)+y}< T, T=ow,
et j'écris successivement

y=30, y=1T,

Cela

ce qui donne pour les valeurs correspondantes du produit infini double 2. gz et
¥ Gz; en comparant les valeurs ainsi obtenues avec les équations qui donnent les

valeurs de y (z+3Q), y (#+3T), on trouve

T
pebengine o mod. (v’ — w'v)’
ou enfin,
FEEPL oy (-Brommeonnt)e o {1 @ }
P Vi el A R Y

mod. {(m, n)+y} <7, T=w,

laquelle est l'équation qu’il s'agissait d’établir. Il est & peine nécessaire de faire la

remarque que pour y =0, on doit considérer & part le facteur 1 +§, lequel multiplié

par y(y) devient tout simplement z; l’équation subsiste donc dans ce cas.
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En revenant au probléme des transformations linéaires, partant des équations
(2k+1)Q, =12 + uT,
2k+1)T, = vQ +pT,

je suppose d’abord que les coefficients A, » ne satisfassent pas & la fois aux deux
conditions

I

A=0, =0, mod. (2k+1),
et je prends p, g des entiers quelconques tels, que Ap +vq ne soit pas =0, mod. (2k+1).
Cela étant, soient
Ap + vq =p,
kP + pqg-=9,
2k + 1)y =p,Q +4T,
et, par conséquent,
¥ =pQ, +4T,.
Je forme l'équation
(m,, m,) +syp=(m, n),
savoir
m,Q +n,T + syyp =mQ, +nT,,
cest-a-dire
Am o+ vn—sp,= (2k + 1) m,,
pm+vn—sq,=2k+1)n,,
ou, ce qui est la méme chose,
m—sp=m,p—ny,
n—8q =m, pu—mnN\. \
Or, m, n, s étant des entiers donnés, m, n seront aussi des entiers; de méme, m, n
étant des entiers donnés, on trouve de & & —Fk un entier s qui donne m, un entier.
Mais cela étant, m, sera aussi un entier; car autrement n, serait une fraction ayant

pour dénominateur, lequel on voudrait, des nombres 2k+ 1, A, », ce qui est impossible
4 moins que

A=0, »=0, mod. (2k+1).
Mais si ces équations avaient lieu, on trouverait d’abord s de maniére & avoir n, entier,
et alors, puisqu’on n’a pas aussi

u=0, p=0, mod. (2k+1)
(en effet, cela est impossible & cause de l'dquation Ap —uv =2k +1), on démontrerait,
comme auparavant, pour n, que m, est entier. Donec, enfin, m, n étant des entiers

donnés, on trouve pour m,, m,, s un systéme d’entiers tel que s soit compris de k & —F,
et I'on voit sans peine qu’il n’y a qu'un seul systéme de cette espece.
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158 DEUXIEME MEMOIRE SUR LES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES. [130
A présent, partant de 'équation
y@+ y)=£—}w_ e('Bﬂ'm") % {1 + d }
y(®) (m,, n)+y
(et faisant attention & la particularité que présente le cas de y =0), j'écris successivement
y=0, y=1tv,..., y==1k{,
et je forme le produit des équations ainsi trouvées. Cela donne, & cause de (m,, n)+ sy
=(m, n),,

y(@+sy) i veige
BT “‘”“"’“”""’“{1*@?:. ),}’

la condition, par rapport aux limites, étant
mod. (m, n),<T, T=oo.

Or
— 182 z
y,& =€ . oIl {1 +———(m, ﬂ)‘},
avec la méme condition, par rapport aux limites; donc, enfin,
@ = B —ek+BA ] {}' (2 + 8’!#‘)} )
& y (5¥)

ol, dans le numérateur, s doit avoir toutes les valeurs entiéres depuis s=—k jusqua
s=+k, y compris s=0, et dans le dénominateur ces mémes valeurs, hormis la valeur

8=0,

I est, & présent, facile de faire voir que cette propriété subsiste pour I'une
quelconque des fonctions yz, gz, Gz, Zz; en effet, pour la démontrer pour gz, j'écris
z+3Q au lieu de #; en prenant, pour un moment, p =2p"+ 1, u=2u/, cela donne

z+30=+(p', =),
y, (@+4Q)= eBi2(F, 1), Mg{m = elBzlp, "‘"«IM,B'-T,
c'est-A-dire

Or, on déduit de P'expression pour y,a,

caen, LE@TI0)
y,(G9)

Lk 0)
— 3B, oy u), o—} (B, —2EF1B) (@24 02) .HM .
R y (5% +10)

= ¢ B2 p, 1B —kH1B)2* ¢} wk+1) Bz T g (z+ S\,!r) .

g(sy) ’
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c'est-a-dire

ga=cta ~EF1B)21 do {—B,0-+2k+1 (B+8) 08, (o, u).} [T 8 (z +s¢)

gGsy)

ou enfin, & cause de l'équation
~BOQ+2E+1(B+8)Q—B,(p, p),=0,
la valear de g,z est

— o} (B,—FF1B)22 Hg(“""s‘l’).
G o 29

et en représentant, comme auparavant, l'une quelconque des fonctions y=z, gz, Gz, Zx
par Jz, on a l'équation -

J oe chmemne g I+ o)

T
équation dans laquelle s doit avoir, dans le numérateur, toutes les valeurs entidres
depuis s =—Fk jusqu'a s=Fk, y compris s=0, et dans le dénominateur, ces mémes valeurs,

hormis la valeur s=0.

Je suppose que les valeurs de p,, g, soient données (cela va sans dire que l'on
ne doit pas avoir & la fois p,=0, ¢,=0, mod. 2k + 1), et je remarque que l'on a, pour
déterminer A, u, v, p, les conditions

pp,—vg,=0, mod. (2k+1),
= pp,+ XQ/ =0,

III

18
0,

#=0, mod.2,
pI=81

Ao —pv=2k+ 1.

Et cela étant, on aura ensuite, en rassemblant toutes les équations qui ont rapport &
la transformation,
pp,—vg,=(2k +1)p,
~mp,+0g, =2k +1)g,
V=p0+ qT,
(2k+1)Q,=2\0 +4T,
2k+1)T,=vQ +pT.
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Or, quoique les valeurs de A, u, v, p ne soient pas complétement détermindes au
moyen de ces conditions, cependant il est clair que la valeur de la fonction J,z ne
dépend que des valeurs de p,, ¢, (en effet, ces valeurs suffisent pour déterminer la
quantité ¥=p,Q +¢,T, de laquelle dépend la fonction J,z). Les formes différentes de
J,xz, pour les systémes de valeurs de A, u, », p, qui correspondent & des valeurs
données de p,, ¢,, doivent donc se dériver de l'une quelconque de ces formes, au moyen
d’une transformation triviale des modules Q, T,. Il est, de plus, clair que les valeurs
de p,, q,, qui sont égales & des multiples de (2k+1) pres, ne donnent quune seule
valeur de J«. Je suppose d’abord que

p,=0, mod. (2k+ 1),
on peut trouver un entier 6 tel que

Op, =1, mod. (2k +1);
en prenant alors

0q,=4q,, mod. (2% + 1),
cela donne

0(p2+qT)=Q+qT, mod (2k+1),

savoir

0T =Q + ¢, T, mod. (2k+1).

Mais en donnant & s des valeurs entitres quelconques, depuis —% jusqu'a X, le systéme
des valeurs de syr est équivalent au systéme des valeurs de sfy, mod. (2k+1); il est
donc permis d’écrire, sans perte de généralité,

V=0+4q,T.
De méme pour
p,=0, mod. (2% + 1),
on démontre que lon peut donner & ¢, une valeur quelconque, sans changer pour
cela la valeur de J,z; il convient d’avoir p, impair et ¢, pair. J’écris dome, pour le

premier cas, 2q, au lieu de g¢,, et je suppose que, dans le deuxidme cas, les valeurs
de p,, g, soient

p,=2k+1, g=2
Cela donne:
Premier cas.

' V=0+2q,T,
q, un entier quelconque, y compris zéro, depuis —k jusqu'a +£4.
Deuxiéme cas.
V=(2k+1)Q +2T;

le nombre des valeurs différentes de ¥ sera donc, en tout, 2k + 2.
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On obtient tout de suite, pour le premier cas, le systéme d’équations

»=1 g¢=2q,
A=l u=2q,
v=0, p=(2k+1),
p=1 ¢g=0;

1
Ql=m(ﬂ+2q;r)=‘\ll‘,
T,="T.

Le cas particulier le plus simple est celui de ¢,=0; cela donne
et, de 13,

et méme le cas général se réduit a celui-ci, car, au moyen d'une transformation
triviale, on obtiendrait

Q'=0Q+2q,T, B 04
et puis
1 ’ v
1I,=Ql=2k_+-iﬂ, TI=T:
et, de 13,
R
, 2k+1 T

Les équations correspondantes pour le deuxidme cas sont:
p,=2k+1, q=2,
A=2k+1, u=0,
v =0, p=1,
p=1 g=2,

1
V=g (@ +D) 0 +21)

QI=Q’
1
T’v_2lc+1 s
ce qui donne
Q, - Q
C. II. 21
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J’ajoute, sans m’arréter pour les démontrer, quelques formules de transformation
pour le nombre 2; je trouve d’abord

Q,/ s %Q/’ T/ =T’
( ye=e3e 0 yzgs,

gu=cie—mz8 (z-10) g (z+10Q) g
> g'EY)
Ga=etE2B2 Qg Zz,
7 x— et BB Z(x—30)Z(z+ iﬂ)
P - Z2(30)
Ces équations donnent, en introduisant les fonctions elliptiques, ¢, fw, Fx données au
moyen de

L] l i
P T Lo B . st
les équations
_ f»’v
Fm ¢
P 100+ 1)
X S (3Q) y
dont la seconde peut encore s’écrire sous la forme
2 2340)
1 2
ot o LG0) S

T+eced 0) ¢’

et les deux équations combinées ensemble conduisent sans peine & la valeur des
modules ¢,, ¢, On trouve en effet, en mettant comme & lordinaire b2 =¢?+ ¢,

¢} =4bc,
8,2=(b—0)2,
et puis
_1—c(c—0)¢*
¢/w_ ¢xfw ’
_1—c¢ (c+b)dﬂc
T S .’
Fa
F’w=1—c(c—b)¢>’w’

formules qui correspondent & celles de la transformation de Lagrange. Les équations

pour y,z, Z,z donnent encore une valeur de ¢, laquelle, égalée & la valeur qui vient
d’étre trouvée, donne

vo gz 2 (19) ga f
Z(@—10)Z(@+10) 1-c(c-b) ¢z’
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On obtient tout de suite les formules pour la transformation analogue Q,=Q, T, =3T.
Mais il faut de plus considérer le systéme

Q,=30-7), T,=4Q+7):
on aura alors
y,&=etC2B2 on 7y,

x_e—us-—mmzY(x'l‘i’Q T)y(w—&ﬂ_:T)
-y @32-T7)

Z(+10-T)Z(z+30-T T)
Z*(30-17)

g,

= 5‘* (B,—2B)2?

Gw_e.i(g_m,zy(x+iQ+T)y(a; iQ"‘T)
-y (@FQ+T)
Z@+30+T)Z(@x-30+ T)
Z2:(}0+7)

Zax=etB20% op Qn;

= e—} B _23)372

et puis, en écrivant
oi=(e—icy, —e?=(e-+ic),

on obtient
_ ¢z
¢ =T
_1+4cedx
fix Jebn. ’
_1—dced’s
£ 77

1 + dce ¢z Z(w+}!)—T)Z(x—i~Q T)
Ja b Z: (30 -T)gz G

1—idced’z Z(z+ 1&)+T)Z(w—}Q+T)
faFo Z* (30 +T)ge G

lticed'z Z(@+30-—T)Z(x—-30-T)22(30+T),
1—ice¢s Z(@+30+1)Z(=-10-T)2G0-T)

ou, au moins, ces formules seront exactes au signe de ¢ prés; car il serait peut-étre
difficile de déterminer quel est le signe qu'on doit donner & cette quantité.
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