Do teoryi szeregoéw potegowych.
Napisat

Jozef Puzyna.

Rzecz przedstawiona na posiedzeniu Wydzialu mat przyr. d. 1 czerwca 1896 r.;
ref. czt. Mertens.

W tej rozprawie rozwazam zachowanie sie szeregébw potegowych
B(x) na ich okregach zbieznosci (r), okreslajgc tam — oprocz rozbiezno-

Sci, bezwarunkowej, warunkowej lub wahajgcej zbieznosci — jeszcze
nieprzydatnosc¢ szeregu [ust. I].
W ustepie Il. odrézniam od siebie dwa rdzne zupetnie zadania,

a mianowicie: 1) zbadanie, jak sie zachowuje szereg w pewnym punkcie a
swego okregu zbieznosci (r), i 2) wiasciwe okreslenie wartosci szeregu
w tym punkcie. Przy tej sposobnosci — po wytgczeniu przypadku, w kt6-
rym szereg w punkcie a' okazuje sie nieprzydatnym — przyjmujac jego
rozbieznos¢ ( B(a') =co) podaje dowod, ze taki punkt a jest zawsze
szczegolnym punktem. W dalszym ciggu udowodniam, ze kazdy punkt
szczegolny a' (jakkolwiek sie objawiajgcy) jest rowniez szczeg6lnym tak
szeregu pochodnego, jak pierwotnego (catkowego).

W I1l. wreszcie ustepie znajdujg sie metodycznie utworzone sze-
regi tego rodzaju, ze na swym okregu zhieznosci sg jednakowego za-
chowania sie w pewnej, dobrze okreslonej pantachicznie na tym okregu
roztozonej mnogosci punktow.

Miedzy nimi zawierajg sie i takie, ktére bedac w wspomnianej
mnogosci  bezwarukowo zbieznymi lub stanowczo rozbieznymi (a nie
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nieprzydatnymi) okre$lajg funkcye istniejacg jedynie wewnatrz kota (r),
(nie dajacag sie wyprowadzi¢ poza to koto).

Czy za posrednictwem utworzonych w tym ustepie szeregéw mo-
zliwem potem bedzie przejs¢ do szeregu, ktéry w kazdym dowolnym
punkcie swego okregu zbieznosci (r) miatby by¢ rozbieznym, nieprzy-
datnym, albo wahajgcym sie na wzoér szeregu, jaki Pringsheim
utworzyl, majac jedynie warunkowg zbiezno$¢ na uwadze, — tego py-
tania tutaj nie rozstrzygam.

Zachowanie sie szeregu potegowego B(X)=>CAXA na jego obwo-
dzie zbieznosci (r) okreslaja zwykle w ten sposéb:

Szereg na swoim (prawdziwym) okregu zbieznosci jest albo we
wszystkich punktach bezwarunkowo zbiezny, albo z zupetnem wyklu-
czeniem bezwarunkowej zbieznosci, jest juzto rozbiezny, juzto warun-
kowo zbiezny 1).

Lecz to okres$lenie jest niedoktadnem o tyle, ze

1) do rozbieznosci zaliczaja wahajgaca zbieznosc¢ szeregu,
jak to mamy n. p. w szeregu 1+Xx+x2+ .. .dla xX=—I, w ktérymto
wypadku dostajemy 1—+1-1 +1 —1 + ...

2) do rozbieznosci zaliczaja nieprzydatnosc¢ szeregu, cha-
rakteryzujaca sie w ten sposoéb:

Gdy a' jest punktem na obwodzie (r), a potozymy B(a')= P+ Qi,
to moze sie zdarzy¢, ze w pierwszorzednej czesci P, lub w drugorzednej
czesci Qi, (lub w obydwu réwnoczesnie) dodajniki zdazajg i do gra-
nicy —oco i do granicy —oo. B(a,) jest zatem wielkoScig nieoznaczong
i z tego-to powodu uzna¢ go raczej trzeba za szereg nieprzydatny,
a nie rozbiezny.

Takim jest n. p. szereg

w ktérym x jest dodatne i skoriczone, a ktéry jest zbiezny dla
Poniewaz

1) Por. Weilerstrass, Abhandlungen aus der Functionenlehre. str 212 i nast.
O. Biermann. Elemente der hoheren Mathematik. str. 370 i nast.
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J. PUZYNA.

wiec w punkcie X = + 1 mamy rozbiezno$¢, a w punkcie x ——1
(i we wszystkich innych punktach okregu — oprocz punktu x = + 1)
mamy nieprzydatnos¢.

Takie zachowanie sie szeregébw potegowych na okregu (r) jest
wynikiem znanego twierdzenia tej tresci:

Gdg dla x =g, wszystkie dodajniki cx , A=0, 7, 2, ....,
sg skonczone, a wiec posiadajg pewnag skoriczong granice g, to szereg
B(x) dla wszelkich x majgcych wartosci bezwzyledne 1« = & < ¢

jest zbiezny.
Tak okreslona wielko$¢ & posiada¢ musi pewng gorng granice r
odznaczajgcg sie tem, ze wszystkie dodajniki

przy dowolnie matem dodatnem €, bedag skoriczone; dodajniki za$

przy takiem samem g, nie wszystkie juz bedag skonczone.
Co sie tyczy samych dodajnikéw

to te zalicza¢ sie moga albo do a), albo juz do B), gdyz granica sama
nie potrzebuje naleze¢ do zdefiniowanych wielkosci.

W pierwszy razie moze by¢ szereg dany na okregu (r) juz to
bezwarunkowo, juz-to warunkowo, albo wahajgco zbieznym, albo wreszcie
rozbieznym w ten spos6b, ze wszystkie dodajniki pozostajg skorczone.

W drugim razie na okregu (r) bedzie szereg juz-to nieprzydatny
juz-to rozbiezny w ten sposob, ze dodajniki nie wszystkie sj
skonczone.

Tak w pierwszym jak drugim razie nie jest wykluczone jedna-
kowe zachowanie sie szeregu na catym okregu (r).

Zbadanie zachowania sie szeregu potegowego B (X) w pewnym
punkcie a' na okregu zbieznosci (r), a okreslenie wartosci jego w tym
punkcie, sa to dwa zupetnie rézne zadania. O ile sg one czasem iden-
tyczne— wysSwiecg nastepujgce uwagi:

Gdya jest punktem nieszczegolnym, to znajdzie
sie bardzo duzo przeprowadzen B (x!a) takich, ze w ich zakresach
zbieznosci (r) ten punkt a zawiera¢ sie bedzie. Jedno z takich przepro-
wadzenn wezmy pod uwage.
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I. Jezeli B (a) jest warunkowo, albo wahajgco zbieznym, albo
wreszcie nieprzydatnym szeregiem, to niewiadomo, jakg w tych 3 wy-
padkach nada¢ wartos¢ tym formom nieoznaczonym.

Lecz wtedy — poniewaz we wspolnej czesci kot (r), (r') mozna
B(x) zdefiniowa¢ takze przez (x l'a), wiec zatrzymujac te definicye
i w punkcie a' okreslimy

To znaczy:

A. Gdy punkt a jest punktem nieszczeg6lnym na okregu (r), a B(a')
jest szeregiem warunkowo, albo wahajgco zbieznym, albo tez nieprzy-
datnym, to B(a') okreSlamy przez B(a'la), gdzie B(x a) jest dowolnem
przeprowadzeniem o punkcie a lezacym w (r), a o kole zbieznosci (r')
mieszczacem w sobie punkt a'.

Wedtug tego szereg P (x) = L -+X-+x2+ ... dajgcy w punkcie
X= — 1 wahajgco zbiezne rozwiniecie: (+1— -1 ) okreslié
mozna wartoscig przeprowadzenia

w tym punkcie. Z niego dostajemy

a wiec
a to zgodne jest z
Szereg
daje, przy — 1, w punkcie x=—#—1 nieprzydatne rozwiniecie
gdyz
Gdy jednak zwazymy, ze przeprowadzenie zawiera w swem
kole zbieznosci punkt x=+1, okreslimy B(1) réwnaniem

Zatrzymujac nadal zatozenie, ze a jest nieszczegdlnym punktem,
przypusémy, ze



I1. B(a") jest bezwarunkowo zbieznym szeregiem. Wtedy trzeba
sprawdzi¢, czy i tu B(') = B (a' | a), gdzie B | a) jest znowu
jednem z przeprowadzen o kole zbieznosci (r) mieszczacem w sobie
punkt a'

Niech x' bedzie punktem lezacym wewnatrz (r), ale nieskonczenie
blisko punktu a' Tem samem lezy juz x rdéwnoczesnie i w kole (r').

Piszac:

mamy stad:

Gdy 0 jest iloscig dowolnie malg dodatng, to zawsze jest mo-
zliwe — przy dostatecznie wielkiem n — uzyska¢ réwnoczesnie nieré-
wnosci :

W a) mamy bowiem rdznice dwoch wartosci tej samej wymiernej cat-
kowitej funkcyi w dwodch nieskonczenie bliskich miejscach: a*, X'
w b) wystepuje znowu roéznica reszt dwoch absolutnie zbieznych sze-

regow.
Wskutek tego dostaniemy z (1):
Lecz z drugiej strony mozna punkt X — pozostawiajgc go ciggle

nieskonczenie blisko punktu a' — wybra¢ tak, ze réwnocze$nie z nie-
rownoscig (2) mie¢ bedziemy i nierdwnosc¢:



Potozmyz — jezeli ¢, €', €1, €1 sg ilosci nieskonczenie mate, wedtug po-
trzeby, dodatne lub odjemne:

to stagd — uwzgledniajac, ze identycznie jest B (X')=B (x' | a), gdyz x
zawiera sie rownoczesnie w kotach (r), (r') — dostaniemy

Lecz | (¢ — €l) + (¢ — €1)i | uczyni¢ mozna niniejszem od dowolnie
matej dodatnej ilosci 61. Wskutek tego z (3) wyniknie

Lecz tu lewa strona nie zalezy ani od &, ani od 61, ani od zmiennego
punktu x'; skutkiem tego mozliwem jest jedynie

a to znaczy:

B. Gdy B (a) jest szeregiem bezwzglednie zbieznym, a a' jest nie-
szczegOlnym punktem i lezy w kole zbieznosci (r') przeprowadzenia B(x | a),
to identycznie jest B (") = B (a' | a).

W tym wiec wypadku jest podstawienie x — a' w szeregu B (x),
zarazem okresleniem jego wartosci (jezeli a' nie jest punktem szcze-
gélnym).

I1l. Zatézmy, ze B (a') jest szeregiem rozbieznym bez rodznicy,
czy dodajniki cy aA | sg wszystkie skonczone, czy dagzg do granicy
nieskonczonej. O samym punkcie a' nie zaktadamy zgory,
czy jest szczegdlnym, lub nieszczegdlnym.

Potézmy
to dostaniemy

gdzie P1l, P2 sg-to szeregi potegowe rzeczywistego argumentu p o rze-
czywistych spotczynnikach zaleznych od parametru o.
Niech bedzie



gdzie U1, U2 sg sumami samych dodatnych, a V1, V2 sumami samych
odjemnych wyrazéw, zawartych w P1, P2, to dalej mamy:

Z rozbieznosci szeregu P(a) wynika

Potézmy

to jasnem jest, ze dla p=1r, ¢ = ¢ w jednej przynajmniej z pomie-
dzy par

jeden tylko jeden) z szeregébw staje si¢ nieskoriczono$cia. Lecz te
szeregi sg o dodajnikach jednakowego znaku + . Stad wynika, ze gdy
sie p dowolnie przybliza do r (pozostajgc r), a ¢ pozostawiamy = ),
to z szeregéw pl), p2) te, ktore dla p = r i 9=y staja sie nieskonczo-
nosciami, moga by¢ wigksze od dowolnie wielkiej danej dodatnej
ilosci G".

Za zblizaniem sie p do r, przy ¢ = , dostajemy w (r) punkt x
nieskonczenie bliski punktu a', a B (x') | bedzie réwniez mogto by¢
wieksze od dowolnie wielkiej dodatnej ilosci G. Mamy wiec twierdzenie:

C. W punktach x' zawartych w (r), a tworzgcych otoczenie takiego
punktu a; w ktorym P(a') jest rozbieznym (a nie wahajgcym, albo nie-
przydatnym) szeregiem, przybiera | P (x;) takze i wartosci wieksze od
kazdej dowolnie wielkiej skoriczonej, dodatnej ilosci G.

Przyjmijmy teraz, Zze punkt a' (dajacy P(a) | = J- «), jest
punktem nieszczegdlnym.

W takim razie istnieje niezawodnie pewne przeprowadzenie B(x a\),
w ktérego kole zbieznosci (r') miesci sie punkt a'. Gdy wiec x jest
dowolnym punktem zawartym réwnoczesnie w (r) i (r’), to ma byc¢
identycznie:

Lecz — gdy x', pozostajagc w (r) i (r') dowolnie sie zblizy do a' — to
identyczno$¢ (4) stanie sie niemozlivwg, bo (X' | a) dowolnie mato
rozni sie od B(a' a), a B (x) | moze by¢ dowolnie wielkie. Z tego
powodu zatozenie, ze punkt a' nie jest punktem szczegblnym, musi
by¢ fatlszywe, a stad twierdzenie:

D. Kazdy punkt a' na okregu (r) taki, ze w nim B (a') jest szere-
giem rozbieznym, jest punktem szczegélnym szeregu B (x).



O ile mi wiadomo, takiego twierdzenia w jego o0g6lnej formie
nigdzie nie wypowiedziano; i istotnie niemozliwem jest dojs¢ do niego,
jezeli sie wprzdd rozbieznosci szeregu w punktach a' jego kota zbie-
znosci (r) nie podzieli na trzy mogace sie zdarzy¢ rodzaje, a to: 1)roz-
bieznos¢ bezwzgledna, 2) nieprzydatnos¢ i 3) zbieznos¢ wahajaca.
W dwoch ostatnich przypadkach punkt a wecale nie potrzebuje (ale
moze) by¢ punktem szczegllnym.

W szeregu n. p.

mamy na catym okregu (r) =(7) nieprzydatno$¢ oprécz punktu ><—-—1y
w ktérym  (@?) staje sie rozwinieciem rozbieznem. Zaden punkt a
okregu (7) nie bedzie tu szczegblnym z wyjatkiem punktu x = — 1,
w ktérym P(—T) jest rozbiezne, i ktéry dlatego — podiug tw. D musi
by¢ szczeg6lnym.

Gdy p=—1, to szereg (I -f- x)~i—0l—x + ... bedzie na caltym
okregu (r) — (/) wahajgco zbiezny, a w punkcie x = — 1 rozbiezny.
Wskutek tego musi by¢ x = — 1 punktem szczegllnym, jak to jest

W rzeczywistosci.

Zauwazymy nakoniec, ze M. Lerch tworzac szereg o wszedzie
gestej (pantachicznej) mnogosci punktéw szczeg6lnych na catym jego
obwodzie zbieznosci (t¥s theoreme de la theorie des sevies. Acta mathe-
matica. T. 10. str. 87) opiera si¢ wiasnie na twierdzeniach C i Z), sto-
sujac je bez dowodu 1).

W nastepujacym ustepie zajmowac sie bedziemy tworzeniem takich
szeregOw, ktore w pewnej wszedzie gestej mnogosci punktéw okregu (r)
zachowywaé sie bedg jednakowo. W tym celu udowodnimy tu
twierdzenia, z ktérych tam korzysta¢ nam przyjdzie.

Zalézmy, ze szereg (X) = Zchx® ma—i jak przody — zakres
zbieznosci (r), a punkt szczegdlny a. Na promieniu oa, gdzie O jest

¥ Kladzie on gdzie a jest dowolng catkowitg liczba, zas$a
dowolng dodatng i rzeczywistg iloscia, a czynnik e 7z wprowadza na to, aby —
zblizajagc sie za pomocg niego (lima=0) do punktéw okregu kota zbieznosci — wyka-
zaé, ze szereg zachowuje sie podiug twierdzenia C, a wiec i D,



srodkiem kota r (punktem x— 0), wezmy dowolny punkt a i utwdrzmy
przeprowadzenie

to takowe bedzie zbieznem w zakresie

Zakres ten jest-to koto (o)r, ktére ma $rodek w punkcie a, a okre-
giem swym dotyka wewnetrznie kota (r). Koto to jest zarazem praw-
dziwym zakresem zbieznosci przeprowadzenia (5).

Zauwazmy szereg pochodny

ktéory — jak wiadomo — w kole (r), jako prawdziwym swym za-
kresie zbieznosci, jest zbiezny i utworzmy przeprowadzenie jego

to poréwnywajgc iloczyn

ze szeregiem (5), tatwo poznamy, ze i szereg (7)—a tem samem i sze-
reg (6) — ma rowniez koto (a)r, a nie wieksze, jako swoj zakres
zbieznosci.

Poréwnajmy bowiem dodajniki

szeregu (5), z odpowiednimi dodajnikami

szeregu (7), to zaraz dostrzezemy, ze bezwzgledne wartosci wyrazow 01)
sq wieksze od bezwzglednych wartosci wyrazéw aj). To dowodzi, ze
szeregi (6), (7) sa tem bardziej rozbiezne dla | x —a| >r—la],
gdy szereg (5)— jak zalozono—jest w tym zakresie rozbiezny.

Lecz zbieznos¢ przeprowadzenia ' (x | a) w kole (a)r, a nie wiek-
szem, jest dostatecznym warunkiem, aby punkt a' byt szczeg6lnym
szeregu ®'(A), a stad wynika:



E Jezeli dany szereg W (r) ma punkt szczegélny a na swoim
okregu zbieznosci (r), to ten punkt jest réwniez szczegolny dla szeregu po-"
chodnego %V (X).

Zbadajmy, czy i o ile to twierdzenie da sie odwrdcic.

Przyjmijmy, ze szereg pochodny %V (a?) ma punkt szczegélny a'.
Wtedy — gdy punkt a lezy znowu na promieniu oa — dostajemy prze-
prowadzenie (6) zbiezne w kole (a)r, a nie wiekszem. Przeprowadzenie
szeregu @ (3?) do otoczenia punktu a ma postac (5) i jest zbiezne w temze
samem kole, co jego pochodna

Jest to rozwiniecie identyczne z (6), ma wiec koto (a)r jako prawdziwy
zakres zbieznosci. Ze za$ pierwotny szereg ze swym pochodnym ma—
jak wiadomo — zawsze ten sam zakres zbieznosci, wiec stad wynika,
ze pierwotny szereg (5) szeregu (8) bedzie zbiezny w kole (a)r, a nie
w wiekszem. To jest jednak dostatecznym warunkiem, aby szereg P(x)
na swem kole zbieznosci (r) posiadat réwniez punkt szczeg6lny a. Mamy
wiec twierdzenie:

F. Gdy szereg ¥>'(r) {jako pochodny) ma punkt szczegdlny (o) na
swym okregu zbieznosci, to ten sam punkt jest szczegélnym i szeregu
pierwotnego W {x).

Jest to odwrécenie twierdzenia E, a obydwa twierdzenia E, F
mozemy w ten sposob wyrazic:

G. Gdy szereg @ {X) ma punkt szczegélny a, to kazdy jego szereg
pierwotny {catkowy') i pochodny dowolnego rzedu posiada punkt szcze-
golny a'. Naodwrot: Gdy utworzymy z B (x) szeregi pierwotne i po-
chodne i stwierdzimy, ze a jest szczeg6lnym punktem pierwotnego, albo
pochodnego szeregu dowolnego rzedu, to Y (xX) ma niezawvodnie punkt
szczeg6lny a'.

Gdy <p (x) -"L.c xk ma skonczony promieh zbieznosci r 7,
a potozymy x=7tz, to dostaniemy szereg

juz o zakresie zbieznosci | z | < 7. Z tego powodu mozemy — nie na-
razajac sie na ograniczenie ogoélnosci — rozwaza¢ odtad wwytacznie
szeregi 0 kole zbieznosci (r) = [7].



Trzymajac sie tego, zauwazmy szereg

o takich wyktadnikach

ze m, jest dzielnikiem wszystkich wyktadnikéw nastepnych; 5=7,2,5,....

Potézmy

gdzie k jest dowolng, dodatng, catkowitg liczbg, a m, jednym z obra-
nych wyktadnikéw (1).

Dalej niech bedzie ¢ = e%i dowolnym punktem na okregu zbiez-
nosci. Obrawszy dowolnie matg, dodatng ilos¢ S, mozliwem bedzie
zawsze przy dostatecznie wielkim m, (dostatecznie wielkim «) w natu-
ralnym szeregu liczb I, 2, 5,...... znalez¢ taka liczbe h, ze sie okaze

a réwnoczesnie z tem bedzie

Mozliwem wiec jest, biorgc &=A, i obierajgc dostatecznie wielkie wt,
postacig (2) okresli¢ nieskoriczenie wiele punktow na nieskonczenie ma-
tym tuku, otaczajgcym dowolny punkt &,

Majgc to, wstawmy (2) w dany szereg %l (z), to dostaniemy

Lecz w drugiej sumie mamy, wedtug naszego zatozenia, zawsze

liczbie catej, gdyz

Stad wynika, ze



i ze wiec

W ten sposob postepuje wihasnie L e rcli w wspomnianej rozpra-
wie, tworzac szereg o pantachicznej mnogosci punktéw szczeg6lnych
na caltym okregu [7], Zatozywszy bowiem, ze (c,-pc,t1-}-e+-t- ..),
albo — co na jedno wyjdzie — ze c0 -j- cl 4-¢c2 + ... ) jest szeregiem
rozbieznym, dostaje ze szeregu T (#) inny szereg taki, ze w nieskon-
czenie wielu punktach dowolnego #uczku okregu [ 1] jest rozbiezny,
a wiec — podiug naszego twierdzenia D—posiada na catym okregu [Z]
wszedzie gestq mnogo$¢ punktéw szczeg6lnych 1).

Lecz — nie troszczac sie o punkta szczeg6lne — ale o zachowanie
sie szeregu na kole [1], wnioskujemy z réwnania (3), ze dany szereg
%l (a?) w pantachicznej mnogosci punktow

roztozonych na catem kole [1] tak zachowywaé sie bedzie, jak
(0 +ct +¢ Hnnnn. )e

Zauwazmy teraz punkty

ktére na kole [7] tworza znowu mnogo$¢ pantachiczng odmienng od
mnogosci (A), to otrzymamy :

Pot6zmy

1) Samo przez sie rozumie sig, ze pantachiczna mnogo$¢ punktéw szczegélnych
na okregu [1] powoduje, ze kazdy dowolny punkt tego okregu, nie nalezagcy do mno-
gosci bedzie réwniez szczegblnym.



a wiec

to widocznie, jezeli i,+! jest parzyste, juz wszystkie nastepujgce:
4+2, %+8 ,eeee bedg rowniez parzyste. Jezeli £+! jest nieparzyste,

to albo réwnoczesnie wwszystkie nastepujgce: 2, ftf+s sq
nieparzyste, albo, gdy znajdzie sie s, 0 > s-- 7, parzyste, to juz
i wszystkie nastepujgce: tfo+l , to+i, ... bedg bez wyjatku parzyste.

W kazdym wiec razie, od pewnego dostatecznie wielkiego o, po-
czynajac, daja

statecznie + 1, albo — 7.

Wskutek tego piszac (4) w postaci

i kladac gdzie albo = — 7 wedlug potrzeby,
dostajemy:

Z tego wida¢, ze i na punktach mnogosci (B) zachowuje sie szereg
zawsze w jednakowy sposob, czyli w taki, jak cO--cl--ci ..

Obie mnogosci (A), (B) tworza razem jedne, wszedzie gesta
mnogos¢

a szereg w kazdym jej punkcie wykazuje statecznie to samo zacho-
wanie sie.



W ten sposOb uzyskaliSmy zatem metode tworzenia szeregow
0 jednakowem zachowaniu sie w pewnej dobrze okreslonej pantachicznej
mnogosci punktow na catym okregu kota [ 1]

Szeregi posiadajace te wihasno$¢, nazywaé bedziemy krotko szere-
regami 0 pantachicznem zachowaniu sie (na kole [1]).

Naznaczmv pantachiczna nieprzydatno$¢ szeregu przez Zn, jego
pant. rozbiezno$¢ przez Zr) jego pant. warunkowg zbiezno$¢ przez Zu,}
pant. wahajaca (oscylujacg) zbieznos¢ przez Zo, a pant. bezwarunkowa
zbiezno$¢ przez Zh, to mozemy teraz tworzy¢ dowolnie wiele szeregéw
nalezacych do jednej z tych pieciu kategoryj. Tak n. p. szereg:

0 rzeczywistem dodatnem a, jest zachowania sie Zu.

Szeregi:

sq zachowania sie Zr.

Szeregi :

sg zachowania sie
Szeregi:



sg zachowania sie

a szeregi:

sg zachowania sie Zb.

W kazdym z podanych tu szeregébw mozna wyktadniki 2,22,23,...
zamieni¢ na ml, m2, m3, ... gdzie m, jest dzielnikiem wszystkich liczb
nastepujacych, a pantachiczne zachowanie sie szeregu na catym okregu
[1] przez to sie nie zmieni. Lecz rownocze$nie Z ta zmiang trzeba
i mnogo$¢ (M) zmieni¢ na inng utworzong podiug wyktadnikéw ms .

Co sie tyczy szeregéw takich, jak (a2), (©2), (c2) o zachowaniu sie
Zr, to te jak juz wspomniano posiadajg na catym okregu [1]
wszedzie gesta mnogos¢ punktdéw szczegllnych. Nie dadza sie wigc wy-
prowadzi¢ poza koto [7] i okreslajg z tego powodu funkcya analityczna,
istniejacg wytacznie w kole [7].

Lecz podobne funkcye moga—jak to zaraz pokazemy——okreslaé
takze i szeregi potegowe o zachowaniu sie Zb. W tym celu zauwazmy
szereg

w ktorym zakladamy | b | < 1, a wykladniki m1, w2 , ... zaste-
puja tu liczby

a, a2, a3, ... ; a dodatne catkowite = 1.

Utwérzmy iloraz

to poniewaz



wiec stagd wynika, ze zadajgc, aby byto

dostajemy

To wskazuje, ze dany szereg ma koto zbieznosci [7]. Poniewaz
dalej —wskutek zatozenia | b | < 1—jest (6- -"2+73 + ....) szeregiem
bezwarunkowo zbieznym, wiec i § (cr) jest takimze szeregiem we wszyst-
kich punktach mnogosci (M), jest wiec zachowanie sie Zh.

Aby rozstrzygnaé, czy sie taki szereg da przeprowadzi¢ poza koto
[7], utwérzmy pochodng

i przejdZzmy z niej do iloczynu

Szereg @2 (@) ma koto zbieznosci [7] i jest widocznie na tem kole
pewnego jednakowego zachowania sie w tej samej mnogosci (M), co
dany szereg @l (#). W tej samej mnogosci (M) bedzie i pochodny sze-
reg (5) tak samo sie zachowywat.

c
Potozmy b — —, i przyjmijmy, ze tu jest | ¢ | = 7. Wtedy sze-

reg (6) ma postac

jest widocznie rozbiezny w catej mnogosci (M), a z nim i szereg
pochodny (5) bedzie zachowania si¢ Zr.

Szereg pochodny (5) ma wiec na calym okregu [ 1] pantachiczng
mnogo$¢ punktéw szczegélnych; a ze podiug twierdzenia F ma te sama
wihasno$¢ i szereg pierwotny, wiec stad wynika, ze ¢! (a?) okresla funk-
cya analityczng, ktoéra istnieje tylko w kole [7].

Szereg posiadajacy taka wilasnos$é, podany po raz pierwszy przez
W eierstrassa (Abhandlungen aus der Functionenlehre str. 91, 92)
nalezy do kategoryi szeregdbw o zachowaniu sie Zb i jest rodzajem sze-
regu @j («), jakimesmy sie wiasnie wyzej zajmowali. llosci a, b sg



u Weierstrassa poddane warunkowi: a jest do-

datng i nieparzystg liczbg, 6 rzeczywistym utamkiem wilasciwym.
Gdy x — ett jest dowolnym punktem okregu [2], a potozymy

nie posiada dla zadnej wartosci t oznaczonej pochodnej i wiasnie w tem
upatruje Weierstrass przyczyne, dla ktérej kazdy dowolny punkt
okregu [7] jest szczego6lnym.

Z naszej dedukcyi wynika, ze warunki, w ktorychby szereg
@l {x) mogt okresli¢ funkcya istniejaca jedynie w kole [7], nie potrze-

bujg by¢ tak ScieSnione, aby ab > 1 -f- — mm zawsze by¢ miato. Dosta-

tecznem jest, aby szereg—ogolniejszej zreszta postaci, niz rozwazany
szereg Q31 (X) — o zachowaniu sie Zh posiadat pochodng pantechicznego
zachowania sie Zrl).

Zapytujemy teraz, jak sie szereg (ogolnej postaci)

0 jednakowera zachowaniu sie w mnogosci (M), ktérag utworzono podiug
wyktadnikéw w,, zachowuje w dowolnym punkcie

nie nalezgcym do (M)?

Przedewszystkiem z uwag danych w ustepie I-ym wynika, ze —
jezeli szereg (7) jest w mnogosci (M) zachowania sie Zbh — to jest bez-
warunkowo zbieznym takze i we wszystkich innych punktach okregu
[1], a wiec na catym tym okregu bez wyjatku.

Niech szereg (7) bedzie w mnogosci (M) zachowania sie Zr, a wsp6t-
czynniki jego c, niech bedg wszystkie rzeczywiste, tedy w punkcie
(8) dostaniemy:

1) Fredholm podaje szereg ktéry okresla funkcyja

jedynie w kole [ 1]. Nienalezy on do szeregdw rozwazanych tutaj, a jest sam wraz ze
wszystkiemi swemi pochodnemi zbiezny na catym okregu [ 1j. Por. Acta mathematica
T. 15. str. 279. ,Sur une transcendente remarqunable trouve par M. Fredholmu
(Wyciag z listu Millay-Lefflera de Poincarego),



Lecz ilosci

i ilosci

sq wszystkie skonczone i maja bezwzgledne wartosci < 1. Z tego po-
wodu samo rozwiniecie (9) moze by¢ (podiug twierdzenia Abla) juz-to
rozbiezne, juz-to nieprzydatne, juz-to wreszcie warun-
kowo zbiezne. Przytem w rdznych punktach (8) moze sie rozwi-
niecie (9) a wiec i szereg (7) w rozny sposob zachowywaé. Zachowanie
sie zatem szeregu w tych punktach okregu [7], ktére na nim pozostaja
po wyiaczeniu punktow mnogosci (M) moze, ale nie potrzebuje
by¢ jednakowe. W kazdym jednak razie w zadnym z tych punktow
nie znajdujemy ani bezwarunkowej, ani wahajacej sie zbieznosci.
WeZmy n. p. na uwage szereg

Z nieparzystem a = 4n+ 3 i zc¢ > 1. Jest on zachowania si¢ Zt w mno-
gosci (M), do ktorej punkt

z nieparzystem k z pewnoscig nie nalezy.

W takim punkcie mie¢ bedziemy:

Lecz a dalej okazuje sie, ze



Wskutek tego dostaniemy z (U):

a to jest widocznie warunkowo zbiezne rozwiniecie. Z tego wynika, ze
i szereg dany w takich punktach, jak (10), bedzie warunkowo
zbiezny.

Zachodzi tu pewna analogia z rezultatami badan Wiener,al)
i Lercha? odnoszacych sie do funkcyi

nie posiadajgcej, w zadnym punkcie rzeczywistego argumentu X, ozna-
czonej pochodnej, jezeli ilosci av, cv — juz w szczegdlny sposéb obrane—
zado$¢ czynig pewnym ograniczeniom.

Z tych badan okazato sie, ze o ile fatwem jest miedzy funk-
cyami F (&) znale$¢ nieskoriczenie wiele takich, ktére w punktach pe-
wnej, dobrze zdefiniowanej mnogosci (?f) nie posiadajg oznaczonej po-
chodnej,— o tyle trudniejszem jest zadanie: okres$li¢ w nich te tylko,
ktére i w dowolnym punkcie X, zachowujg sie tak, jak w punktach
mnogosci (D1).

I tu podobnie—stwierdziwszy rozbiezno$¢ szeregu (cO- -clssm|+...)
w punktach mnogosci (M) — mozna dalej zapytaé, czy mozna w nim
wspotczynniki c0, cl, c2 , i wykiadniki wil , m2, mi ,.... tak dobrag,
aby sie szereg okazat rozbieznym w kazdym dowolnym punkcie swego
okregu zbieznosci [7].

Czy w ogdlnosci mozliwem bedzie rozwigza¢ to zadanie, z ach o-

wujac postac (c0-j-cl xMe )— tego tu nie rozstrzygamy, zau-
wazymy tylko, ze analisci, jako przyktad rozbieznego szeregu na catym
okregu [ 1] podajg bardzo prosty szereg, a mianowicie: rozwinigcie
potegi {1—A)tl przy pp= — 73). Lecz czynia to niestusznie,
gdyz na okregu zbieznosci tego szeregu znajduja sie punkty, w kto-
rych ten szereg ma zachowanie sie Zn, gdy p. < —I1, a ma zachowa-

1) Geometrische und analytische Untersuchung der Weierstrass,schen Function.

Crelle T. 90 str. 221.
") Ueber die Nichtdifferenzierbarkeit gewisser Fuctionen. Crelle T. 103 str. 126.
8) Por. n. p. Biermann 1 c. str. 373.



nie sie 7s, gdy p.=—I. Chcac wiec mie¢ statecznie zachowanie sie Z1
na calym okregu zbieznosci [ 1], mamy zadanie o wiele trudniejsze;
zadanie, ktore niezawodnie dtuzszych badan wymaga¢ bedzie, podo-
bnych do tych, jakich sie podjat Pringsheim 1), tworzac szereg
warunkowo zbiezny (o zachowaniu sie Zj) we wszystkich punktach ca-
tego okregu [7] bez wyjatku.

Te same uwagi odnie$¢ oczywiscie trzeba i do szeregbw o za-
chowaniach sie ZQ, Zn lub wreszcie Zw w utworzonej mnogosci (M).

1) Ueber das Verhalten gewisser Potenzreihen auf dem Convergenzkreise. Ma-
them. Annalen T. 25. 419.



	Do teoryi szeregów potęgowych.
	II.
	III.



