568 | [99

89.

NOTE SUR QUELQUES FORMULES QUI SE RAPPORTENT A LA
MULTIPLICATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

[From the Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. XLI
(1851), pp. 85—92.]

EN revenant sur 'équation
(= D\ = s + (L= )} Py
$IA=204+2m+2) (A= 2+ 2m+1) Py
+m(ut 20— 2m+2) (u+ 2 —2m+ 1) Py sy
—160m Ppp— (24 2 — 8) (A + 1)} Py ma =0,
dans laquelle P, ,=1, les expressions que j'ai données pour P;,, P, [93, see p. 535]

peuvent étre écrites comme suit :

P it -1

Pry=pA[A—=1=117 + N[N = 12 (18l - 16 + s “732_(2 - 2)> -+ ?»7:-#/4 (= 10 [N = 1))

équations qui peuvent étre représentées par
Fiy b= Ql,o,

A
P=Q.+ R ——
e Ql,l 1,151 7\'+#

ce qui conduisent & la forme

A
P, = Rogn —— 4+ R
1,2 Ql,a“" 1,2,1>\‘+“+

)\,’,u.’
l,z;n(m;

ol les coefficients R ne contiennent que la seule quantité A, et ou @, est une fonction
intégrale du /™ ordre par rapport & A, et du second ordre par rapport & u.
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99] NOTE SUR QUELQUES FORMULES QUI SE RAPPORTENT &C. 569

Cela donne
X A2
{— l7\.—2;1,+(l—2)2 {Ql P +.R[‘z;1 ﬁ_*-Rl'%? m}
A N
+I(A=2l+6)(A— 20+ 5) {Ql—l 2+ Ry DY 'u:u + Ry 0,0 ( +,L,u)2}

+2(,u+2l—2)(/b+2l— ) Qll +Rl,1;1 i‘}

{
{

— 820 (= 20 (0t )} {Quas + Bis s 7‘*‘}=o,

A+p
ce qui se réduit &

finie 2 i S e TR Tk '
=2+ (-2} Q.- (=2 (0 l+2){Rl-2:1)\,+#+Rl'2;2(>»+/£)’}

A 5
il 27\‘["Rl,2; Bl 27\2}‘RZ,2; 35t 2X2Rl,2; 2 (7\ _:I#)

i Al
+I(A—21+6) (7\:—'2l+3) {Ql—l,2+Rl—l,2 r—— R, 252 }

A+ p)y
+2(/.L+2l—-2)(,u,+2l—3)Q;,1+2(p,—-7&+4l—5)7\/sz,1;1

A
A+ p

+2A-204+2)(A— 20+ 3) Ry 1n (x—?ﬁ)

A
— 320 {Ap = 20 (0 )} Quaa — 32000 (A = 20) Ry + 32VR 1 5 +”‘M =

En ne faisant attention d’abord qu'aux termes qui contiennent des puissances néga-
tives de A+ u, nous obtenons

—(l=2)AN=14+2) Ry 5.0+ I(AN—=20+6)(A—=20+5) Ry, 5,,=0
et
—((=-2)(A=1l+2) Ry o1+l (A—=20l+6)(A— 20 +5) B1y 0.1

+2(A—20+2)(A— 204 3) Ry 1,1 + 320 R, 1,1 + 2W Ry 5,0 =

La premitre équation, en calculant la constante arbitraire au moyen de R, ,,= 200, donne
Ry so=1001(L—=1)A[A =1+ 113

l'expression de R, ,,= 200 se trouve par celle de P,, qui peut étre écrite sous la forme

200\2u?

A
Py o =M (v—8) (= 8) + 152hpu + 336 — 400 + (401 — 1156) .~ +(x+#)2

En substituant la valeur de R;,,, et celles de

Riyi=—10[A=0", Riy,,=—100—-DAA—I+1]
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dans la seconde équation, on obtient
—(0=2)A=1+2)Ry 5, +I(A =21+ 6)(A— 21+ 5) R,y »,,
=200 (A =20+ 3)[A =12 =120l (- 1) A [A — 1+ 1]2=0,
cest & dire
—(l=2)A=1l+2)Ry s, +I(A-2014+6)(A—-20+5) R, .,
— 200 A =16 (-DNMNA-I+1)+A—-2l+4)(A— 21 +3)* (A —2I + 2)}.

Mettons
Ry o=l0-1)ANA=1+1]2Yy;
cela donne

—20
== —I+D)(r=1+2)

+ =2+ 4)(A— 20+ 3 (A — 20+ 2)},

V-V, = BA-1)NnO—-1+1)

ce qui devient, quelques réductions faites,

- 20

(T:W_—z){(h+1)()\-+2)+ 170 -1)(¢—2)

V-V, =

_20@-2)(=3) 200-2)(=4)
A—=Il+1 A—=Il+2

3

et de 14 on tire !
20(>\.+1)(7\+2)_20(l—2)(l—3)
-1 A—=Il+1 ’

Or R, ,,,=2¥,=40N*—1156; donc ¥, = 20A2 — 578, et de 14 C = 62 — 60\ ; donc enfin, en
restituant la valeur de R;,.,,

20(h+1)(x+2)_20(l—2)(l—3)}.
751

R,'2;1=l(l—1)7\[)»—-l+1]’—-"{62—-340l—60x+ =T

Passons & lI'expression de ;,. Elle donne
=20+ (=20} Qo+l (A=204+6)(A—204+5) Q.

+2(u+2A-2)(p+2-3)Q,  —32Ppu—2 (A +p)) Qs
+2 (u— A+ 40 — 5) MuRy ;0

o ZX}LRl’z; D 2).2/LR1,2; g 32l7\,u. (K b 2l) Rl—l ;31 =0 H

ol la derniere ligne se réduit a

20(x+1)(x+2)__20(z—1)(l—2)}.

3 i 2 ! I—3 162 — 3 i —
20— 1) pat[A =1 +1] {6 200 — 1201 A A1
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99] A LA MULTIPLICATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 571

Donc on a
I +2u—(0 =2} Qo—I(A=20+6) (A =21 +5) Q1,5

=2 (u+20—2)(u+2—3) {;m[x-l—_l]’-1+lx[x—l]’-“ (18l—16+2(l_+)_(§_g—)>}

—32 pu— 2\ + w)) {,u)» [~ 4 (= DAL +1) (180~ 34 + 3%’;—3))}

— 200 (41— 5+ p—A) N [A — 1]

200 +1D)(A+2) 200—-1)(A—2)
— l— — - e
—2A-DAu[A=1+1] 3{62 200 — 120N + Tacl ALSHET }’

équation qui peut étre représentée par
2= =2 Qua—I(A =20+ 6) (A= 20+ 5) Qrs o= Bp* + By + T+ D,

ol les valeurs de @, 33, &, I sont donndes par les formules
A=22[r-1-1]",
W=2(4—5)AA—1— 1]+ 2IA[A =[] (131.. 16 +?_(l—xl)_#)

— 820\ (A — 20) [A— 1] — 20002 [A — 1,
C=2(2-2)2A-HA[A-1-1]

+2 (4 —5) IN[L = 1 {ISZ ~186 +‘4’(l_-h1)_($2_)}

+ 640\ [A — 1]

320 (I—1) (A —2)A[A— 1 + 1] {lgl _g442 (lx—_22 Sf ;‘3)}

— 200 (40 — 5 —A) A [A =[]

—2z(l—1)xﬂ[x—l+1]!—8{62—201—120x+2°<’”+1)(“2)—20(‘"1)(l”2)},

-1 A—l+1

;B=2(2l—2)(2l—3)l7\[x—l]’-ﬂ{ISl—16 +&_73)_(§—_2)}

2(1—2)(1—3)}.

3 ) vt = L__ g
+648 (1 —1) A2 A l+1]3{18l AR

Sans m’arréter & réduire ces expressions aux formes les plus simples, jécris

Ql,2=/l'(ﬂ'—'3)).[h—l—l]l_1+“Il+Jl;

en substituant cette valeur, les termes qui contiennent u® se détruisent, et la compa-
raison des autres termes donne

2L~ A[A—I—1F 4+ A =(I=2P A [A—I- 1]~

—IA=20+6)(A=20+5)A[A=1]"-B=0,
72—2
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572 NOTE SUR QUELQUES FORMULES QUI SE RAPPORTENT [99

2Ji+{IN=(1—-20 (—-A[A=1—=1]"1+ [}
—IA=20+6)(A=2l+5) (=N A—=1]2+ 1} - & =0,
M= =-2 1=l (v =214+ 6)(A—2l+5)J,_,—DP=0.

Les valeurs de I, et J; peuvent étre tirées sans intégration de la premitre et de
la seconde de ces équations. La valeur ainsi trouvée de J; satisfera & la troisiéme
équation (ce qui cependant doit &tre vérifié a posteriori). Il m’a paru plus simple de
tirer la fonction I; de la premidre équation, et celle de J; en intégrant la troisiéme
équation ; alors ce sera la seconde équation qu'il y a & vérifier. En effet on obtient

L= [A— I {36l +4— 200+ ﬂ%ll—({-ﬁ} .
L’équation qui sert & déterminer J; devient, en substituant la valeur de B,
{IN=(=2} =l (A =20+ 6) (A — 2l + 5) J;,

=40 (I—-1) (2l — 3)A A — ]2 {181_16+3(_l%1_)_(§_;2)}
+648 (I =)W [~ +1]- {18l — 34+ W} .

En écrivant

Ji=l(@=)AN=1+1]- T,

on trouve

{In=(=20} Vi—(l—-2)(A=1+2) V.,

ol A=21+3)(A—2]+4) — (l—l)(l—2)}

=8(20—-3) S 9l_8+_)»———l——

NS E )

En faisant

- A, B,

el s o g s 7 o

cette équation se¢ réduit a
In—=(=-22 M, —(1-2) A—=1+2) M,

B4 4,+1B—-(1-2B,, 4(-1)5
P A=1+170.~D

+l4;—(-2) A, +
- 8(20 —3)(91—8) {(x—3l+6)-—%)}

2(1-3) . (1-3)(-4) }
Ty W+ D0=h
1(1-1)(I—2)(I—3)
¥+l ’

+8(2l—3)(l—1)(l—2){1—

+ 128IA (91 — 17) + 128

et cela donne tout de suite la valeur de B;, et aprds quelques réductions celle de Ai-
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99] A LA MULTIPLICATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 573

On obtient ainsi
A;=2(1—-2)(1-3)(861+T7),
B=2(1-2)(1-3)(1—4)(21—3).
En substituant ces valeurs, on a, toute réduction faite:
(M= =20} My — (1= 2) (N =1+ 2) M}, =8\ (16202 — 3151 + 24) — 24 (I — 2)* (271 — 26),

cest & dire

IMy— (1 —2) My,
M—-M, "

12961 — 25201 + 192,
6481 — 624,

Il

ou enfin
M, =3240*— 300l — 528,

My, = 32402 — 9481 + 192:

valeurs qui (comme cela doit &tre) se changent l'une dans l'autre en ~entrechangeant
les quantités 7, {—1.

De 13 on obtient

1—2)(1—3)(361+7)
A—Il+1

+2(2z—3)(z-2)(z—3)(z-4)}
A—l+1)(r—10) !

Ji=1(0 =)A=+ 17 {324z=—3001—528+2(

valeur qu'on trouverait aussi par l'autre procédé indiqué ci-dessus. Or nous avons

Qo=pp—3)AN=-1-11"4pul;+J,,
X2l“"
Gty

donc enfin, en réunissant les valeurs des différentes parties de P;,, on obtient

A
Pl,z & Ql,2 - Rl,z; ¥ 7-\%# i Rl,z; 2

Pa=p(u-3)AA—1l-1]"
+u A= {36l+ 4— 200+ Ll—xl_)_%?_—_‘é’)}
2(1—2)(1—8)(861+7)
A—l+1

+2(2l—3)(l—2)(l—3)(l—4)}
I i e

5 200 +1)(A+2) 20(0=2)(1=3)] Au
i 1 -3 )69 — " -
$i=DAD~{+1 {62 3401 — 60\ + i ok B o s

FLA=DA [ =L +1] {32412-3ooz _ 528+

XZ ”IZ

1000 = DA[A=1+1]2 ——,
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574 NOTE SUR QUELQUES FORMULES QUI SE RAPPORTENT [99

équation qui fait suite aux équations

2(1-1)(-2 )
Piy= =11 i - - f180- 16+ 20002 qon pugpe . 22

Pro=A[A—1—1F

Je vais essayer maintenant & chercher d’une manidre plus systématique les termes
de P;, qui ne contiennent pas la quantité u, ou bien & chercher la solution de
I'équation

N+l —mp} Py
+IA=20+2m+2)(A—2014+2m+1) P, 1
+2m(l—m+1)(2l—2m +1) Py
+32lm(l+m—2) P,y py=0.

En supposant que

V|

— [7m e — 17—m~ SR sl £, 5 N Sl
P p=["AA=l+m—1] 12[7\—l+m—1]1”
(oit la sommation se rapporte & p, nombre qui doit étre étendu depuis p=0 jusqu's
p=m), on obtiendra sans peine

{—=In+ (I —my} 2—[x_fi’7';{ TP

Al—l,m,p
+ 0 S T

Ay,m
+2m (2= 2m -+ 1)[A— 20+ I 3 o ThELE

‘ Al—l,m—l,p &
+32lm(l+m—2)7\2——————————[x_l+m_1]1,—0,

ol p s'étend seulement jusqu'a m —1 dans la troisidme et dans la quatriéme ligne.
Pour réduire la premiére ligne, jécris
I+ (l=mp=—l(A=l+m—p)+[m*—(m+p)l]

ce qui réduit le terme général a

— 1A m,p

[m*—(m+p) l]4i,m.p
A=l+m—-1] ;

A=l+m-1]7

-+
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expression qui, en écrivant r+1 au lieu de p dans le premier terme, et r dans le
second terme, peut étre remplacée par

—lAl,m,r+1 {m’—(m+r) l} Al.’m.T
(@) Rl =1 " Dlsm-1F

La seconde ligne donne tout de suite le terme général

(l oK m)A —1,m, r+1
®) [h—l+;n—1]' :

Pour réduire la troisiéme ligne, Je mets
A=2l+2mP=A-l4+m—pP-2[l—-m—p+1FA—=-l+m—p =11+ [l —m—p],
ce qui réduit le terme général &

= P b 1]1 Al,'m,—l.p
A—l+m-—1]»

2m (A= 2m+1) 55— fjr";;:?l]p_l —am (@ —2m +1) L

2m(2l—2m+1)[l—m P4, 1,
[A—l+4+m—1]p+

expression qui (en écrivant »+1 au lieu de p dans le premier terme, » dans le second
terme et »—1 dans le troisieme terme) peut étre remplacée par

—-r+ 1]2 Al,'mr—l,r
A=l+m-1]

(y) 2m(2l— 2m+1)ﬁ—“1;—;”*ﬁ, m@—minl=m

2m @ —-2m+1D)[l—m—r+1PA4A; ey r
A=l+m—-1]" ;

Pour réduire la quatrieéme ligne, je mets
A=A=l+m=-p)+(l—m+p),

ce qui réduit le terme général a

Al—l ,m—1,p (l m+p)Al_l Ll e
32m( +m— e + 82m (- 2) = e,

expression qui (en écrivant 7 +1 au lieu de p dans le premier et » dans le second terme)
peut étre remplacée par

m+p) AL ,m—1,7
A=Il4+m—-1F

4) 32m(l+m— 2)[T%+‘32lm(l+m gy (=
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Donc en réunissant les expressions (), (8), (v), (8) et en faisant attention que le
coefficient du terme qui contient [A—I!+m —1]" au dénominateur, doit se réduire &
zéro, on obtient, en arrangeant encore les termes d’'une maniére convenable:

2m (2l —2m +1) Ay s, ria
+32m(l+m—2) A1 ma,rna
=4y
+(l=—m) Ay m 1
—4m2l-2m+ 1)l —-m—r+1)A4A; mar
+32m(l+m—-2)(0+m—7) Ay m,r
+mM—(m+r)l) A m »
+2m2l=2m+1)(-m—r+1)({—m—1)A; ma,r21=0,
ou r s'étend depuis =0 jusqud r=m, en réduisant & zéro les termes pour lesquels

le troisitme suffixe est négatif ou plus grand que le second suffixe. Par exemple dans
le cas de r=m, on obtient I'équation trés simple

l=m) Ay mm
—2(2l—2m+1)(I—2m+1) (I — 2m) A} ey my =0

qui (sous la condition 4;,,=1) donne sans peine la valeur générale de A; m m, savoir:
Aymm=[20—m—1]"[l —m —1]™:

valeur qui peut étre présentée sous d’autres formes en considérant & part les deux cas
de m pair et de m impair. En supposant m=1, m=2, on obtient

Ay, =2(1-1)(1—-2), 4;,.,=221-8)(1-2)(-3)(I—4):

valeurs qui servent & vérifier des résultats déja trouvés.
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