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97.
NOTE SUR LA SOLUTION DE L'EQUATION #*—1=0.

[From the Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. XLL (1851),
pp. 81—83.]

SOIT p, la m®™ puissance d'une racine quelconque (I'unité exceptée) de I'équation
#* —1=0, et représentons par a une racine quelconque (I'unité exceptée) de l’equation
@ —1=0. En posant l'’équation

(po+ apy +6ps ... + @y = M (po+ @2p; + &ps ... + a®*Pyss),
on sait que la quantité M peut &tre exprimée en fonction rationnelle de a. Cette fonction

une fois connue, donnera tout de suite la valeur de l'expression (p,+ ap,+@*ps ... + a®py;)*
en fonction rationnelle de a, et cela suffit pour résoudre I'équation dont il s’agit.

Une solution du probléme a été donnée depuis longtemps par M. Richelot qui
commence par supposer que a soit une racine primitive de 'équation @®—1=0. Cette
solution est comprise, comme cas particulier, dans celle que je vais donner. La question
est, d’ailleurs intéressante, & cause de son rapport avec la théorie des nombres. En
effet, quoiqu'en tant que je sache l'on n’a pas encore trouvé la régle pour former d

priore la valeur de M, il est clair que les recherches de MM. Jacobi et Kummer

doivent conduire & cette régle. Le résultat ici bas pourra servir pour la vérifier.

Voici la valeur que j'obtiens pour la fonction M :

M=-2 +22 —20¢ +2&° +20 +20° —2a — a4 — 6 4 2 + 2a%
+2a% —20% — 20% 4 26® — 203 4 2% — ¥ — H 4 ¥ — B + 2a4
+ 20" — 20 + 20 —2a° + 20" + 2% — 2% — 2 4 Ut — Yt + 2a8
—2a% + 20" —2a%® + 2a% — 237 — 2a™ + 24" — 2™ + 2P — 2® — g2
—20% —2a% 4 2a% — 2% — 2a% — 210 4 210 _ 104 __ Q106 _ D108 + 2a1%
JE 2(1‘” - 2&113 e 2a114 ¥+ 2a115 + 2a117 + 26(“9— 2a122 b 2&173 D » Qam + 2a127 L) 2&1"‘3
+ 2a129 et 2a130 == 2&134 + 2a135 o 2a138 + 2a141 + 2a146 + 2a147 + 2a151 + 2a153 _~ 2a154
—2a1% — @M%+ 20 4 21 — 20164 4 D105 D106 4 QiT1 | Y77 4 Y8l _ 912
+ 20188 — 2186 | Dggls7 | D189 _ Ypr1s0 _ 2a192 4 Q195 _ 2019 _ 9198 + 2019 — 9206
— Qq22 4+ 023 — Qg4 + Qa5 216 + QA7 Q220 I Qg2 i Qa2 I Q2 2&226
+ 267 — 207 + 267 4 20 — 2034 4 225 — 26 | QW _ 928 | 92 _ Ygou0
+ 2% — 2% — 20,46 4 2027 — 28 4 Y29 _ Qg _ Qs
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Représentons par M’ ce que devient M, en supposant @*+1=0, nous obtiendrons

M= 22 —2¢ +22° +26° +22° —2a% —2a4 — 201 — 27 — 21 + 242
+2a® —2a% 4+ a2 — 2% —2a3*_‘ —2a% 4 2a% + 227 — 2048 — 20 + 2%
—2a% 4 2a% — 2a® — 2a%® + 2a® 4 2% — 24% 4 0@ + 0 — 7t — g
— 20™ + 20" —2a™ + 20" + 227 — 2% — 2% — 2% — ¥ + 2 — 2ot
— 2% — 2a% — 207 + 20 — 2a® — 2a1% — 215 — Y17 4 Y10 | Y12 4 YU
— 20 + 20116 + 2017 4 2618 4 210 — g% — g1 DI | l% 4 Y17,

Soient M,, M," ce que devient M en supposant successivement ' — 1 = 0, a*+1=0,
et soient M,, M) ce que deviennent M ou M, en supposant successivement a%— 1 = (),
a®+1=0, et ainsi de suite, jusqu'a M,, M, qui seront ce que deviennent M ou M,, &c.
en supposant successivement a*—1=0, a+ 1=0; nous aurons:

My=—4 +d4a —22 —2¢ +20° —25 +4a7 +2° — 4odo + 201 — 204
— 200 + 2017 4 201 + 2% + 46 4 4o® —4a® —4oB + 2P — P — g
+ 40 — 2a% 205 —4a% 4 4a¥ — 4a® + 2k 4 2 4 Yl _ Vg + 4a®
— 20" +2a" +40® —4a% + 2 — 2™ 4 2™ — 2a® + 4ot — g — di
+ 2% — 2a% +4a¥ —4a%® 4 29 — 2 4 N — Y _ Ppprs + 207 — 2a7
—20™ + 20" —2a® — 2 — 4ot 4 2% — 4ot + 205 — 208 4 4% .— 4
+2a% — 2a% + 26% 4 207 — 2% 4 2P — 4oi% + 40’ — 2014 | 9195 _ 4106
+ 2017 — 401% | 4% — Q110 | 4ot _ Qe + 201 — 014 - 4ol15 Q16 | Qgui7
— 201 41 — Q10 4 DN _ Y2 | Po1n_ o1 _ 9pus + 20%,

M= 20 —40® +2a 4 27 +2a® + 200 — 2a10 — Q11 4 Y12 + 2013 —— 2g15 4 2417
+ 20® + 201° + 4a® 4 4a® + 2% + a2 — 4o — 9 _ a* + 203 — 48 4 0
— 20 4 4a'® + 4ot — 2% 4 28 — U7 | Vg _ Yy + 2a™ + 205 — g5 — Qg
+ 2a% — 2057 4 2a% 4 4t — 2,

M,=-8 +6a —4a® +4a® —6at + 4o’ — 408 +6a” — 208 4209 — Ggl0 4 Ygu
— 20 4 2013 — 201 4 15 _ 416 4 g7 _ 98 + 20% — 4a® 4 4o — 4o 4 Go®
— 20 + 8a® — 4a% — 802 | 4o — 4o + 20" — o™ + 6a® — 4o 4 4a% — 8o
+ 84" — 4a® — 208 4 1 _ 42 | 4t _ 4 + 6a* — 2a% 4 Gat” — 4att 4 Go®
— 40® + 607 — 20 4 G — Ga + (g — 2% + 207 — 40 + 407 — Ga% 4 4ot
— 4a% + 248,

Mi=—T +20" —40° +6a" — 20— a1 4 201 — 41 _ 9 _ g5 _ 4?4 2,38

— 40— 20 — 9202 4 902 4 G — 4o _ 2.8
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M;=-9 +122 —8a® + 8a* — l4at +120° —8a® + 6a7 — 48
+ 40 — 10a A 6ol — 6&12 AL Sals — 6&“-{- S8als — . 8ot + 8ai7
—6a® + 8a¥ — Ga® + 1002 — 1042 + 120 — 462 + 1002 — 8g2
+ 407 — 146% 4+ 8a® — 8a% 4 4o,

M/ =—-1 +4a —9 — 8at + 26° + 208 — 6a” — 8a® — Ga® — 210
L 2a11 + 8al2 + 2a14 + 4!&15.

My=—-17 +20a —14a® + 16a° — 20a* + 220" — 180 + 18a” — 848
+ 14 — 184" + 10a™ — 2002 + 1621 — 14a% + 124,

M, =—9+ 6a+ 4a® + 6a* + 6a° — 4at + 6o

M; = — 25+ 34a — 3262 4 260° — 40 + 38a® — 324 + 30,
M) = —15—4a—4e,

M; =—65+72a — 6402 + 560,

M) =—-1+16a
M, = —129 +128a.
M, =—-257.

Ces différentes expressions étant trouvées, supposons que a soit une racine primitive,
et représentons par F, I, F,, ... F, ce que deviennent M’, M/, M, ... M, en substituant
@ @, &, ... a" au lieu de a (F =M, F,=—257); nous aurons

(po + ap, + o+ aasspm)m = — 8 Fla_ F232‘ Fsls. F‘s_ F64'F62.F7;
cette équation constitue la solution dont il s'agit.

Ajoutons encore les formules beaucoup plus simples qui correspondent a I'équation
27 —1=0. En supposant ® —1 =0, nous aurons

M =-2—a*+ 205+ 207 — 2a® + 2a° — 241 + 2a13 ~ 2a",
M =—~2a+ 2a2 — a* + 248 + 24",

M, = — 4+ 2a — 202 — a* + 4a° — 2a° + 247,

M)/ =—~38—2a— 2as

M, =— 5+ 6a — 4a* + 22,

M) = ~1 + 4a.
My, =—9 + 8a.
Mb==17

et de la, en supposant que « soit une racine primitive:

(po+ apy + ... + a¥py;)'°
=(—2a+ 20 — a* + 2a° + 2a7)° . (— 3 — 2a? — 2af)* . (— 1 + 4at)2. 17,

Pour 2°—1=0 on obtient sans peine
(po+ apy + apy + @py)t = (— 2 — a® + 2a*y. 5

ol a est une racine primitive de I'équation a‘—1=0, savoir a = + 1.
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