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MEMOIRE SUR LES CONIQUES INSCRITES DANS UNE MEME
SURFACE DU SECOND ORDRE.

[From the Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. xr1. (1851),
pp. 73—86.]

EN considérant une surface quelconque du second ordre, le probleme se presente :
d’examiner les proprietés des coniques inscrites dans cette surface et des cones circon-
scrits. La plupart de ces propriétés est peut-étre connue!; cependant je crois qu'on ne
les a pas encore développées systématiquement. Je me propose de donner ici l'analyse
des propriétés les plus simples dun tel systétme de coniques, et la solution du
probléme analogue au probleme des tactions qui se présente ici, ainsi que quelques
théorémes relatifs au passage & un systdme de coniques situdes dans un méme plan et
inscrites dans une méme conique, en me réservant pour une seconde partie de ce
mémoire les développements ultérieurs concernant ce passage, et la solution complete du
probléme analogue au probleme de Malfatti, généralisé par M. Steiner.

Remarquons d’abord que les coniques inscrites et les cones circonserits, ainsi que
les plans des coniques inscrites et les sommets des cOnes circonscrits, sont des figures
réciproques par rapport & la surface du second ordre. En considérant deux -coniques
inscrites quelconques, et les cbnes circonscrits correspondants, on remarquera que les
plans des coniques inscrites se rencontrent dans une droite. Je la nommerai Droite de
symptose. Les sommets des cones circonscrits seront situés dans une droite que je
nommerai Droite d’homologie. Ces deux droites seront évidemment réciproques l'une &
Pautre. Il se trouvera sur la droite d’homologie deux points dont chacun est le sommet
d’'un cone qui passe par les deux coniques inscrites. Ces deux points peuvent étre
nommés Points d’homologie. De méme il passera par la droite de symptose deux plans,

1 Voyez le mémoire de M. Steiner ‘ Einige geometrische Betrachtungen ” Journal t. 1. [1826] pp. 161—184,
et un mémoire de M. Olivier, Quetelet, Corresp. Math. t. v. [1829].
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qui sont les plans des coniques dans lesquelles se coupent les deux cones circonscrits.
Ces deux plans peuvent étre nommés Plans de symptose. Les plans de symptose et
les points d’homologie ne sont pas seulement des figures réciproques: les deux plans.
de symptose passent aussi par les deux points d’homologie, chacun par le point
réciproque de l'autre plan; c'est & dire: les plans de symptose sont des plans comjugués
par rapport & la surface du second ordre, et les points d’homologie sont des points
conjugués par rapport & cette méme surface. Remarquons aussi qu'en considérant le
systtme formé par les plans des coniques inscrites et les plans tangents & la surface
menés par la droite de symptose, on trouvera que les plans de symptose sont les plans
doubles (ou si lon veut les plans auto-conjugués) de linvolution. De méme, en
considérant le systéme formé par les sommets des cénes circonscrits et par les points
de leur intersection avec la surface de la droite d’homologie, on trouvera que les points
d’homologie sont les points doubles (ou auto-conjugués) de linvolution. Les deux cones
circonserits qui ont pour sommets les deux points d’homologie, peuvent étre nommeés
Cénes d’homologie; de méme, les deux coniques inscrites, situées dans les deux plans de
symptose, peuvent étre nommées Coniques de symptose. (En passant, nous remarquerons
que ces coniques de symptose correspondent aux Potenzkreise de M. Steiner.) Il est
évident que les cones d’homologie et les coniques de symptose sont des figures réciproques.

En considérant trois coniques inscrites, et les cOnes circonscrits correspondants, on
verra que les plans des coniques inscrites se rencontrent dans un point que je
nommerai Point de symptose. Les sommets des coOnes circonscrits seront situés dans
un plan que je nommerai Plan d’homologie. Ce point et le plan seront réciproques
I'un & lautre. En combinant deux & deux les coniques inscrites ou les cdnes circon-
scrits, cela donne lieu & trois droites de symptose qui passent chacune par le point de
symptose, et & trois droites d’homologie situées chacune dans le plan d’homologie. Il
existe aussi six plans de symptose qui se coupent trois & trois dans quatre droites, arétes
d’'une pyramide quadrilatére qui a pour axes les trois droites de symptose. Les quatre
droites dont il s'agit, peuvent é&tre nommées Azes de symptose. Il existe également six
points d’homologie, situés trois & trois dans quatre droites, c6tés d’'un quadrilatere qui
a pour axes les trois droites d’homologie. Les quatre droites dont il s'agit, peuvent
étre nommées Awes dhomologie. La pyramide et le quadrilatere sont des figures
réciproques, et il convient de remarquer (quoique cela soit assez évident) qu’il y a ici
trois points d’homologie, non-situés dans un des cotés du quadrilatére, mais contenus
dans trois points de symptose qui se coupent dans une aréte de la pyramide.

Par I'un quelconque des axes d’homologie il passe deux plans dont chacun touche
les trois coniques inscrites; de méme il se trouve sur l'un quelconque des axes de
symptose deux points, dont chacun est un point d’intersection des trois cOnes circonscrits.
Cela constitue la solution du probleme: Trouver la conique inscrite, ou le cone
circonscrit, qui touche trois coniques inscrites, ou trois cones circonscrits. Il y a huit

solutions de ce probléme.

Avant d’aller plus loin, je vais indiquer quelques-unes des formules analytiques
correspondantes & la théorie qui vient d’étre expliquée.
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Ecrivons, pour abréger :
U= Aa*+ By + 02 + Dw* + 2Fyz + 2Gaz + 2Hzy + 2Law + 2Myw + 2N zw,
V=ax +By +yz + dw,

et représentons par A, B, 6, D, F G, H, &, M, N les coefficients du systéme inverse
de 4, B, C, D, F, G, H, L, M, N. Soit de plus

X=Az+ Hy + Gz + Lw,

PP= 2t + BB + Gy + D + 258y + 26y + 258 + 225 + 2MB5 + 2Ny,

Cela posé, en prenant U =0 pour équation de la surface du second ordre, et
V=0, V,=0, V,=0 pour les équations des plans des coniques inscrites, on obtient
pour l'un des plans de symptose des coniques inscrites (U=0, V,=0), (U=0, V,=0)
I'équation trés simple p,V,=p,V,=0. De l& on tire pour les coordonnées du point
d’homologie, qui est le réciproque de ce plan de symptose, les équations

XTI 7K W=P2a1 — P1%s - paﬂl—Ple P — Paye stx“plsz-

En formant également les expressions des coordonnées d'un point d’homologie des
deux autres paires de coniques inscrites, on obtient pour équation de l'un des axes
d’homologie :

ALY o =)
p].) al: /81) 'Yl: 81
pz’ as’ BZ’ 'Y?) 82
Pss %, B, v O

savoir, en choisissant quatre colonnes verticales quelconques de cette formule, on trouve
que les déterminants que l'on obtient, sont tous égaux & zéro.

Nous ajouterons que la droite qui, par rapport & la conique (U=0, V;=0), est
réciproque de cet axe d’homologie, est donnée par les équations

V=0, V,: Vi=pp—UAaya, — ... : pyps — Aaya;— ... ;

il est clair que cette droite rencontre la surface du second ordre en deux points
situés dans les plans des coniques inscrites qui, au moyen de l'axe d’homologie dont
I'équation vient étre donnée, sont déterminés de manidre & toucher les trois coniques
inscrites données. Mais sans se servir des équations de cette droite, on peut déterminer
Iéquation des deux plans menés par l'axe d’homologie dont il s’agit, de manidre 2
toucher la conique inscrite (U=0, V,=0); et la symétrie du résultat fera voir que
ces deux plans touchent aussi deux autres coniques inscrites. La recherche de cette
équation étant un peu difficile, je la donnerai en détail, en supposant cependant connu
le théoréme suivant:

En écrivant v=Az +py +vz+pw, v =Nao+ p'y+ 12+ pw: les plans menés par la
droite (v=0, v'=0) de manitre qulils touchent la conique inscrite (U=0, V'=0), sont
donnés par I'équation

PR =N+, ]- [a (W' —Av) + ...} =0.
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Pour appliquer ce théortme au probléme dont il s'agit, nous n’avons qu'a substituer
V. au lieu de V, et qu’a écrire

v= Gt D€ has d galiae = G D, (Cosmo
Ay Ry S . S a0
P, %, B, Y15 81 P, %, 181, Y15 81

ou les coefficients a, b, ¢, d; o, ¥, ¢, d’ sont des quantités quelconques.

Réduisons d’abord lexpression Ua, Av'—Av)+.... Pour cela, mettons dans les
valeurs de v, v, les expressions e, +..., Ha,+..., & & la place de =, y,...: les
quantités X, ¥, Z, W deviennent alors Ka;, KfB3,, K, K8 (ou comme & l'ordinaire K
ést le déterminant formé par les quantités A4, B, ...), et l'on obtient ainsi, aux signes
pres:

a/’ b/ A cl . d/

al) Bl: 'Yl) 81

Uax +..i=Kp, | a0 b .0, d |, AN + ... + =Kp,
a4, Bi s &

et de 1a
Aoy W' —Av) +...=Kp, [,
ou
= aslabligie, Vid af, WbhIese R | diTii=lng KEHC P pdeiit 0 e o]
U RS G 8 G s SN e g e T

D1, %, B M, & : L P &, B, Y15 &

formule qui au moyen des propriétés des déterminants se réduit &

R A W) R I Qiae ke Ol b Ol
a, B, s 8, alyis B0 vty bl
: _pl: al’ Bl; 'Yl) 81,

Passons & lexpression % (Av'—A\v)*+..., que nous mettrons sous la forme

1

FAOW = Nupt 4,

En prenant des quantités quelconques a, b, ¢, b, on obtient par une analyse semblable:

Aa(Ww' = Nv)+...=K ],
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ou
E= a)bxt;h al;b”c,’d/_ a,h,[,h a,b,c,d
@, b,c¢c,d i 70 W b, ol XpWyrd; W
pl: a, Bl) s 81 pl) @, Bl; Yo -81 pl) a, Bl; V1 8] ply a, Bl: Y15 81

formule qui se réduit a
= & 0iolE, 1l i ey
Kool il dpinoa’s sl eid &
D, &, By s o P, &, B, Y1) S,

De 13, en supprimant les facteurs constants de [] et de [, on obtient

af+ by + &+ V0 = B Dbl Yot oD 811
X4 Vs T
pl) al) Bl) 'yl) 81

expression qui sert & définir les fonctions £ 7, {, w. L'équation qu'il sagissait de
trouver devient

AP K 7 W A=)
a, B, ", 8,

ou il faut avoir égard que lon a X=Az+.., &. Savoir, I'équation qu'on vient
d’écrire se décompose nécessairement en facteurs lindairgs qui, égalés & zéro, donnent
les équations des plans des coniques inscrites qui touchent chacune les trois coniques
inscrites données.

Nous avons obtenu ce résultat en traduisant en analyse une construction géomé-
trique; mais on y peut aussi parvenir en considérant le probleme dune maniere
purement analytique. En effet: soient comme plus haut, U=0 léquation de la surface
du second ordre, V;=0, V,=0, V,;=0 les équations des plans des trois coniques
inscrites données, V' =0 l'équation du plan de la conique inscrite qui touche chacune
de ces trois coniques. La condition pour que cette conique touche la conique inscrite

située dans le plan V,;=0, est ag, +...=pp,. On a donc les trois équations
NYaa, + ... = pp,,
Naa, + ... = pps,
ANaa; + ... = pps.

Au lieu de tirer de ces équations les quantités a : B : 4 : &, nous ajouterons au
systeme la nouvelle équation

C. i
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par laquelle il sera possible d’éliminer les quatre quantités a, B, v, 8. En attribuant &

X, ... la méme signification qu'auparavant, nous mettrons les quatre équations sous la
forme
Ra+..)a+...=pp,

Aa+..)a, + ... =pp,,
Aa+...)as + ... =pps,
Aa+..)X+...= 0.

Eecrivons de plus
Ra+..)a+...=p0,

ou les quantités a, b, ¢, ¥ sont arbitraires. En éliminant de ces équations les fonctions
(Aa+...), puis en mettant & la place de p® la quantité & gauche de I'équation, on
obtient, & un facteur constant pres,

a+..)a+..= & e b o Gt D
& ¥, i
pl) al: Bl) Y, 81

cela donne d’abord
Noa, + i imp VX X S W,

puis, en écrivant p“‘=%[a2+...=;~€[A Aa+...)*+...], on a

P=pAE+..),

et
ak+...= (e (I L (T
Xl Py, 1
P, Ay, B, ", 8,
et de 14 enfin, en substituant dans I'équation aa, + ... =pp;, on obtient comme plus haut
I’équation
A = KX Wy 4 W =0
al ’ Bl, Y15 81
Il est clair que cette analyse peut étre appliquée & la solution d'un nombre
quelconque d’équations de la forme aa, +...=pp,.
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En revenant & la théorie géométrique, considérons un point quelconque que nous
prendrons pour point de projection: le cdne qui passe par une conique inscrite quel-
conque aura (comme on sait) un contact double avec le cone qui a pour sommet le point
de projection. Le plan de contact sera le plan mené par le point de projection et par
la droite d’intersection du plan de la conique inscrite et du plan réciproque au point de
projection. En considérant plusieurs coniques inscrites ayant une droite de symptose
commune, tous les cOnes auxquels donnent lieu ces coniques inscrites, auront pour
arétes communes les deux droites menédes par le point de projection aux points dans
lesquels la surface est rencontrée par la droite de symptose commune. Ajoutons que
les plans de contact des cones dont il s'agit, avec le cOne circonscrit, rencontrent le
plan des deux arétes communes dans une droite fixe, savoir dans l'une ou l'autre des
droites doubles (ou auto-conjuguées) de l'involution formée par les deux arétes communes
et par les droites dans lesquelles le plan de ces deux arétes communes rencontre le
cone circonserit. De plus, en considérant les plans tangents menés par l'une ou par
lautre des deux arétes communes, ces plans tangents forment un systeme homologue
a celui des plans des coniques inscrites. En considérant en particulier I'une ou lautre
des coniques de symptose de deux coniques inscrites quelconques: le plan tangent du
cone correspondant est le plan double (ou auto-conjugué) de linvolution formée par
les plans tangents des cones qui correspondent aux deux coniques inscrites (c’est a dire
par les plans tangents qui passent par l'aréte commune dont il s'agit), et par les
plans tangents de la surface du second ordre menés par cette méme aréte commune.
Clest 134 en effet la propriété qui conduit & la construction des coniques de symptose
de deux coniques situées dans le méme plan et considerées comme inscrites dans une
conique donnée.

71—2
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