534 [93

93.

NOTE SUR QUELQUES FORMULES QUI SE RAPPORTENT A
LA MULTIPLICATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

[From the Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. XXX1X. (1850),
pp. 16—22.]

LEs fonctions
5 1} 1 1
N w o y}=Po,o—<TP1,ow+iPo,ly) ( P,oa:”+ P“wy+ PMy) &e.,

ou P,,=1 et les autres coefficients sont donnés par I'équation & différences
[~ = mp+ = m)] Prm
+IAN=204+2m +2)(A=2l+2m+1) Py
+m(p+2l—2m+2)(u+20—2m+ 1) P; ny
—16lm{Ap—(20+2m —4) A+ p)] Proyym=0,

jouent, comme je crois, un role important dans la théorie des fonctions elliptiques?.

1 La fonetion {\, p, z, y} satisfait & 'équation
-AA=-Dz+p-1)y+16Auzy]u

[=(\=1)+ (4N =6) z+ (4u+2) y +32 (\ +u) xy]y:—z

L () AN+ 2) 2 (= )y + 32 () sy

o dPu du | ,d%u
+(1-—4z—4y)( iR - 2zy dxdy+y dy) 0,

qui peut étre tirée de ’équation

n(n-1) 2%u+n-1) (az - 2,,3) +(1 Mz+z4)d"u_2n(a2_4)%=0

(voyez le mémoire cité plus bas), mais qu'on obtient plus facilement au moyen de I’équation & différences &
laquelle satisfont les coefficients Py .
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93] NOTE SUR QUELQUES FORMULES QUI SE RAPPORTENT &C. 535

En effet, en faisant 2 =+/ksin am u, a=k + I%: et en représentant par z le dénominateur

de la fonction /% sinam nu (ol n est un entier positif quelconque), on aura
s e b B By

cette série étant continuée jusquau terme 2y, ou zypu—y, selon que n est pair ou impair,
et la fonction z étant donnée par I'équation

@& 1
poy (= (n+1)8 8 (N—28) p2ns 2— 9ns e e
Zg ( 1) (4&) {n 2 ] 27287 4a > QW} )

ou cependant les termes qui contiennent des puissances négatives de a doivent étre
négligés. Ces formules reviennent & celles que jai présentées dans la “Note sur les
fonctions elliptiques” (t. XXXVIL), [67].

En revenant aux fonctions {A, p, @, v}, j’ai trouvé les deux formules

Pio= AAmi=11-
Poa=pa[N=1-1]~
+IN[A—1— 172 {(18] — 16) A — (16A2 — 10 — 4)}

_ 100D

AN =113
Neos ST

(ou selon la notation de Vandermonde la factorielle p (p—1)...(p—¢q+1) est exprimée
par [p]?). De 13, et en calculant la valeur de P,, & laide de l'équation & différences,
on obtient:

dyi—1

Byly=NX,

Pyy=up,
P,,=A(A-3),
P1_1=<7&,u,+2— ){()TX’;),
Po=p(p-3),

Pa,o=7\'(7\"‘4~')()""'5);

B 20
P2,1—7\<()\.—3)/L+40—m>,

e 20
Pl,z—#<(#—3)7\+40"m>,

Po,3=,“'(/‘1_4’)(/"_5)x
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P4,0=7\(7\'_5)(7\""'6)O\_7)’

L3 R R _330— 30 o
Ps,l_x(p,(x 9 (v—5)+ 1141 - 330 - T4 (0 3)),

4 & 24 _ 400w+ 1156Ap | 200074
P“_(x(x 8) u (1 — 3) + 152np + 336 e )
Po=pe (M (u =) (u = 5) + 1145 = 330 — 2 (, _3))

’ h+/.l« )

P i=pp—=>5(u—-=6)(u—T7);

la premiere partie de cette table se trouve dans la note citée.

Nous remarquerons en passant que pour y=0, on a (A, u, 2, 0}=GF +V(EF—-2)
On sait que la théorie de la multiplication des fonctions -circulaires depend de Ia
- fonction (z+4/(2®—1))* ou, en faisant }a2=x, de la fonction (}++/(3—x)* Cela fait
espérer que l'on parviendra par les fonctions {\, w, #, y} & la théorie complete de la
multiplication des fonctions elliptiques.

J’ai calculé les valeurs qui servent & trouver les dénominateurs z de sin am nu,
ou n est un quelconque des entiers 1, 2, 8, 4, 5, 6, 7. Les voici:

=1 e 2= 2,
n=2 =1 —z=—a4 2=2,—2,
=18, z, =1, + 2z =4ar®— (62*+ 32°), 7=z, + 2,
n=4, zp=1, —2z =—16a%"+ 4a (82" + 82°) — (202" + 2622 + 202*),
2, =2, 7 2=2zy— 2+ 2,
=ty 2y =ikt : 2=2,+2,+ 2,
2=y 04a 210
—16a?( 1522+ 1048)
+ 4a ( 902" + 9241+ 3525)
- (27521 + 3002 + 125a° + 504*),
2e=. 1603 %
— 4da (522 + 202')
+ (b + 622 + 1702),
N=10; F2,=, 2=2y—2+ 2, — 2,
— 2z, =— 256a* ol

+ 64a®( 24a™+ 1229)

— 16a* ( 2522 + 2104+ 54a°)

+  4a (15202 + 15842 + 5762 + 11225)

- (5814a® + 77040 + 24002* + 44428 + 1052%),

www.rcin.org.pl




93] A LA MULTIPLICATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 537

tz,= 256a¢ g
— 64a*( 12a%+ 24am)
+ 1602 ( 54a™ + 2102% + 2522%)
—  da (1122% + 5762% + 1584a® + 15202)

+ (1050 + 444a™ + 24002 + T7042% + 5814a),
b e T xse’
—l 2=2,+ 2+ 2, + 2.
z= 1,
2= 1024a° /it

— 256af(  85a%+  1da®)

+  64a3( 11200%+ 19624+  TTaY)

— 16a*( 54252%+ 50402+ 1575224 2102

+  4a (355252%+ 413002 + 14934z + 26040 + 29447

e (16625722 + 26075022 + 2203952 + 147562 + 1304a* + 19624),

= 4096a8 o
— 102408 ( 2la®+  282%)
+ 256at( 18922 + 4T04%+ 3502%)
—  64a°( 952% + 31920+ 4550a% + 2576a%)
+ 1642 (2940a% 4 112000 + 217502% + 254522% + 123974)
—  4da (57332% + 220640 + 443242" + 82488a% + 96761a™ + 40964a™)
+ (T0072% + 593882% + 352312 + 411324% + 27817322 + 30291822 +949624%),

23 = 64“3 -’LA =
—16a®( Ta+ 42a%)
+ 4a (14a% + 23622 + 8192%)
- ( Ta*® + 3082 + 40532% + 98422%).
Pour rassembler tous mes résultats, je veux citer ceux que jai donné dans le
Cumbridge and Dublin Mathematical Journal [vol. 1. (1847), 45, and vol. 1L (1848), 57].
En écrivant la lettre p au lieu de m (symbole qui représente le carré du nombre n

de ce mémoire), et en changeant les signes des termes alternatifs, on aura pour solution
particuliere de l'équation

d dz d
p(p—l)xzz+(p—l)(aw—2x2)d~;+(1—aw“‘+.z‘)d—xz—2p(a2—-4)d—z=0
C. 68
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(savoir pour la solution qui pour p=mn® se réduit au dénominateur de sin am u) la
valeur

b a8 e

¥ml=0 Ciosa56

*{9.8.4 "

les coefficients étant déterminés au moyen de lexpression

Crps=—2r+1)2r+2)(p—-2r)(p—2r—1)C, + (2r+2) (p — 2r — 2) aC, 4,

4Crin

—2p (a2 —4) P i

Cela donne les valeurs particulieres suivantes:

Co=2p(p—1),
C;=8(p-1)(p—4a
&e.

[viz. with the change referred to, these are the values of C,, C;, ... C; given ante
p- 299].

On remarquera que dans ces formules le premier terme de C; ne contient pas,
comme on pourrait lattendre, le facteur (p —25). Cela vient de ce que le coefficient
C; est composé des coefficients des termes correspondants de 2z, et z, tandis que les
coefficients C,, &c., sont tout simplement des coefficients de z,. La suite des coefficients
C offre plusieurs discontinuités de cette sorte. Par exemple on obtient généralement

Co=(r" ¢ 27p(p—19 ... (B—(r = 1)) Car=
+ 27=8p (p —1%) ... (p — (r — 2)) C2ar*
+277p (p— 1) ... (p - (r = 3)) Oa
+ &e. ;
mais le terme suivant ne contient pas le facteur p(p—1%) ... (p—(r—4)*). Quant a
la loi des coefficients C,)}, )2 C,3 on a
=1y
Ci=(r-3){n@r-7)+(r-1)8r-T)},
C?=(r—4) (r —5) {n* (47* — 247 + 51) + n (32r* — 2207° + 412r — 255)
+2(r—1)(r—2)(32r* — 88r + 51)|.

Egalement, en ordonnant la série suivant les puissances descendantes de z, la quantité
z étant la solution particulitre qui pour p=n® (n impair) se réduit au dénominateur
de sin am nu, on aura

 a ] 0% ]

s= (-1 p (a1~ Dy g g 4+ Dy g g &),
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ol les coefficients D sont donnés par 'expression
Dpyo=—=2r+3)(2r+2)(p—2r—2)(p—2r—-1)D,

D,
+(2r+ 3)(p_2r—3)w,+,—2p(a=—4)d—gzt‘,

ce qui donne les valeurs particulidres suivantes:
Di='¢(p—1)a,

D,= 2(p—-1)(p+6).
+ (p—1)(p—9)a,
&e.

[viz. with the change referred to, these are the values of D,, D,,...D, given ante
pp. 364, 365].

Les mémes remarques sont applicables aux coefficients D; seulement la discon-
tinuité a lieu ici dés le coefficient D,. Il parait que c'est cause de cette discontinuité

que le signe négatif se présente aux premiers termes des coefficients D,, &c. En effet,
on a généralement:

D,= (p-D(-9..(p-Qr-1p)e
+(p-1DP-9)...(p—Cr=30r(r—-1)(p+4r—2)a*
+ &e.;

ici la discontinuité se présente déja dans le terme suivant, qui ne contient pas le
facteur (p—1)(p—19)...(p—(2r—5)*). Et c'est précisément le terme suivant qui devient
négatif dans les expressions de D,, D; et D;. Mais tout cela est moins important que
la théorie des séries partielles z,, sur lesquelles les recherches ultérieures seront a fonder.

PROBLEME.

Donner la solution de I'équation & différences

(= I —mp + (= mp) Py
+ I (A=204+2m+2)(A—=20+2m+1) P,
+m (u+2l—2m+2)(p+ 20— 2m+1) Py ey
—16lm A\p — (20 +2m—4) A+ ) Pryma =0,

dans laquelle P, ,=1. (Voyez la “Note sur quelques formules &c.”)

68—2
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