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91.

SUE LE PROBLEME DES CONTACTS.

[From the Journal fur' die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom, XXXIX. 
(18δ0), pp. 4—13.]

Je me propose ici la solution analytique du probleme suivant:

“ Etant donndes trois coniques inscrites a une meme conique: trouver une autre 
conique, aussi inserite έ, cette conique, qui touche les trois coniques inscrites; et tirer 
de la les constructions g0omdtriques ordinaires.”

Je commence par rdcapituler quelques-unes des propriet(is d’un systδme de trois 
coniques inscrites έ, la meme conique.

Un syst⅛me de six droites qui passent trois a trois par quatre points, s’appelle 
quadrangle. Les points de rencontre des cδtes opposes sont les centres du quadrangle; 
les cδt6s du triangle formd par ces trois centres sont les axes du quadrangle. De meme, 
un systeme de six points situes trois a trois sur quatre droites, s’appelle quadrilathe. 
Les droites qui passent par les angles opposes sont les axes; et les angles du triangle 
formδ par les trois axes sont les centres du quadrilatere.

Deux coniques quelconques se coupent en quatre points qui forment un quadrangle 
inserit aux deux coniques. Elies ont quatre tangentes communes qui forment un 
quadrilat⅛re circonscrit aux deux coniques. Le quadrangle inserit et le quadrilatere 
circonscrit ont. les meme centres et les memes axes.

Si deux coniques sont circonscrites ou inscrites Γune a Γautre, la droite qui passe 
par les deux points de contact s’appelle chorde de contact, et le point de rencontre des 
deux tangentes communes s’appelle centre de contact.

Cela posδ : les coniques circonscrites a deux coniques donnees, peuvent etre divisees 
en trois classes: une conique circonscrite appartient ⅛ une quelconque de ces trois 
classes, selon que les points de rencontre des chordes de contact de la conique 

www.rcin.org.pl



9 1]  S U B  L E  P R O B L ⅛ M E  D E S  C O N T A C T S.  5 2 3

cir c o ns crit e et d e c h a c u n e d es d e u x c o ni q u es d o n n e es c oi n ci d e a v e c u n q u el c o n q u e d es  
tr ois c e ntr es d u q u a dr a n gl e i ns erit, o u d u q u a dril at ⅛r e cir c o ns crit ; o u, si Γ o n v e ut,  
s el o n q u e l a dr oit e  q ui p ass e p ar l es c e ntr es d e c o nt a ct d e l a c o ni q u e cir c o ns crit e et  
d es d e u x c o ni q u es d o n n ^ es, c oi n ci d e a v e c u n q u el c o n q u e d es tr ois a x es d u q u a dr a n gl e  
i ns erit, o u  d u  q u a dril at er e  cir c o ns crit.

E n  c o nsi d 0r a nt l es d e u x c o ni q u es d e n u d es, et u n e c o ni q u e cir c o ns crit e, n o us dir o ns  
q u e l es d e u x c 0t ds d u q u a dr a n gl e i ns erit q ui s e c o u p e nt d a ns l e p oi nt d ’i nt ers e cti o n 
d es d e u x c h or d es d e c o nt a ct, s e nt l es a x es d e s y m pt os e d es d e u x c o ni q u es d e n u d es, et  
q u e l es d e u x a n gl es d u q u a dril at dr e cir c o ns crit, sit u  ds s ur l a dr oit e q ui p ass e p ar l es 
d e u x  c e ntr es d e c o nt a ct, s e nt l es c e ntr es d ’h o m ol o gi e  d es  d e u x  c o ni q u es d e n u d es.

S oi e nt  m ai nt e n a nt  i ns crit es tr ois c o ni q u es a l a m e m e  c o ni q u e. E n  c o m bi n a nt d e u x  

a d e u x c es tr ois c o ni q u es, l es si x a x es d e s y m pt os e s e c o u p er o nt tr ois a tr ois e n q u atr e  
p oi nts q u e n o us n o m m er o ns c & ntr es d e s y m pt os e, et l es si x c e ntr es d ’h o m ol o gi e s er o nt 
sit u ds tr ois a tr ois s ur q u atr e  dr oit es  q u e  n o us  a p p el er o ns a x es  d ’h o m ol o gi e.

S oi e nt  

l es d q u ati o ns  d es  tr ois c o ni q u es i ns crit es, o u

Si  l x 4-  m y  - ∖- nz = Q

est Γ d q u ati o n  d ’u n e t a n g e nt e c o m m u n e a u x c o ni q u es U  +  =  0, U  +  =  0,  l es f or m ul es
d e l a “ N ot e  s ur q u el q u es f or m ul es & c. ” [ 9 0], e n a d o pt a nt l a n ot ati o n d e c ett e n ot e,  
d o n n er o nt  l es d q u ati o ns  

q ui s er vir o nt a d dt er mi n er l es v al e urs d e I, m,  n ; o n o bti e nt  p ar  l a Γ d x pr essi o n  

q ui f ait v oir  q u e  Γ d q u ati o n  l x +  m y  +  nz ~(i  est s atisf ait e e n d eri v a nt  
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et ces equations, qui peuvent aussi etre presentees sous la forme plus simple

.............. (2),

correspondent a un centre d’homologie des deux coniques

En mettant, pour abroger, 

on obtient facilement, pour un des axes d’homologie des trois coniques, Γdquation

....... (4),

et celles des trois autres axes d’homologie en peuvent etre tiroes en changeant les 
signes de , p^, p·,·

Remarquons que Γequation

.............. (5)

est celle de la polaire d’un des centres de symptose des trois coniques par rapport a 
la conique circonscrite U=Q, savoir de celle qui est donriee par le systeme V^= V2= F3, 
et que les Equations des trois autres polaires correspondantes se trouveront en changeant 
les signes de «i, ou de /3^, 72, θu dθ ¾, Ίά·

Cherchons le p01e de Γaxe d’homologie dont nous venous de trouver I’equation, par 
rapport a une (juatrieiue conique inserite CZ+F^ = O (F=ccc + ^y + yz}. En exprimant 
cette equation par lx + my + nz = 0, on obtiendra les coordonnees de ce pole au moyen 
de I’dquation

OU, pour abreger, on a mis /) = √(7f+ +...). (Memoire citd; equation (12).) Mais
ici on a
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ce qui donne imniediatemerit

et de la on obtient

savoir, en considerant cette Equation com me identique par rapport a λ, ∕x, v, on obtient 
les coordonndes X, Y, Z du point dont il s’agit. En prenant particulierement ce pole 
par rapport a la conique U + V/ = 0, cette equation se reduit a

• (8),

,...(7);

OU, si Γon veut, X, F, Z seront determines par les expressions

....... (θ)∙

Le facteur a dte supprimd. De la on obtient aussi Γequation de la droite ιnenee 

par ce point, savoir par le pole de Γaxe d’homologie par rapport a la conique 
i∕+ Fι^ = 0, et par le centre de symptose F, = Fj = Y3· En efifet, cette equation est

,..(10).

On pourrait dgalement chercher le point d’intersection de la polaire du centre de 
symptose Fj = Fj = Fj par rapport a U + Fj^ = 0, et de Γaxe d’homologie; ce point 
serait dvidemment le pole de la droite exprimde par la derniere equation, par rapport 
a U+ V^- = Q.

Ces rdsultats seront utiles pour Γinterpretation de la formule relative a la conique 
qui touche les trois coniques donndes et que nous irons chercher maintenaiit.
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Repr^sentons par U+ V^ = Q Γdquation de cette conique; Γdquation (10) du memoire 
citd donnera les expressions

.... (11),

auxquelles nous ajouterons Γdq nation qui donne la valeur de p, savoir

.... (12).

Il n’y a qu’a substituer dans cette demiere Equation les valeurs de a, β, que donnent 
les trois autres. Par Ιέ, on obtient, pour determiner p, une equation du second degre 
et de la forme

........ (13);

..... (14),

OU A. est une quantite connue, dont la valeuf sera donnee dans la suite. Pour le 
moment il suffit de remarquer qu’en changeant a la fois les signes de p^, p^, Ps, Ώ, 
cette quantite Λ ne change que de signe. Λu lieu de chercher les valeurs de a, β, 
il vaut mieux eliminer ces quantites entre ces demieres equations et I’eqnation 
V = ax + βy + fyz = Q. Cela donne, pour trouver V^, Γequation

.. (IS).

qui pent aussi etre ecrite comme suit:

. (16>

En mettant F=0, on aura Γeqυation de la chorde de contact de la coniquθ 
cherchee et de la conique circonscrite Z7 = 0. En remarquant que Γequation de 1» 
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codique cherch^e peut etre mise sous la forme K = √ — 17, Γ0quation de cdtte conique 
se prdsentera sous la forme tres simple:

··■· (17),

OU enfin, si Γon veut, sous la forme plus usitde: 

la premiere de ces deux formes est peut-etre la plus dldgante.

Les propri0tds geometriques sent absolument inddpendantes de la valeur de la 
qυantitd Λ: mais pour compldter la solution, je vais donner Γexpression de cette 
quantite. Pour cela, remarquons qu’en mettant pour abrdger:

......(19),

on aura d’abord Γdq nation identique

OU, ce qui est la meme chose,

Cela donne
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c’est-a-dire 

et, eii vertu de cette expression, Γequation qui sert a determiner ρ se reduit a

(20).

En la comparant avec I’equation K^L — 2KpM +p^N = 0, on obtient

...(21),

et de la, par une transformation deja employee,

...(22);

mais Γinterpretation de ce resultat parait etre difficile.

En re venant sur Γdquation tronvee pour la conique qui touche les trois coniques 
donn^es* remarquons que les signes de «χ, β^, 7χ, ou de y∙2, θu de «3, ∕3j,
peuvent etre changes conjointement. Cela revient en effet a ecrire — Τχ, ou — Fg, ou 
— Fj au lieu de + Fχ, ou de + Fj, ou de + Fg, ce qui ne change pas les coniques 
inscrites. Mais il est facile de voir qu’en changeant a la fois les signes de Fχ, Fg, F3, 
on ne change pas Γdquation de la conique dont il s’agit; cette Equation ne change non 
plus, en changeant a la fois les signes de p-^, p^, p^, Ω; de maniere que I’e'quation 
trouv^e correspond rdellement a 32 coniques diif⅛entes. En distinguant ces 32 coniques 
par des symboles de la forme 

quatre symboles tels que 

ne se rapporteront qua une seule conique. Nous appelerons paires de coniques deux 
coniques quelconques exprimees par des symboles de la forme 

done les 32 coniques forment 16 paires, groupdes quatre a quatre de deux manieres 
differentes : savoir, pour former un groupe, quatre paires telles que
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OU quatre paires telles que

peuvent etre combin^es. Ces deux especes de groupes peuvent ⅛tre distingu^es par 
les noms groupes par rapport ά un axe d'homologie, et groupes par rapport a un centre 
de symptose. En effet: considerons une paire de coniques, par exemple celle qui est 
repr0sentde par les syrnboles Kj, Vs, Pι, p<i, p^, + ∩). Les Equations des deux
coniques de la paire sont les mβmes aux valeurs de Λ pres; il est done Evident que 
les chordes de contact de ces deux coniques avec la conique circonscrite U = 0 doivent 
se rencontrer au point d’intersection des droites

La premiere de ces Equations se rapporte a la polaire d’un des centres de symptose 
des trois coniques inscrites par rapport a la conique circonscrite; la seconde se rapporte 
a un des axes d’homologie. On a done le th^oreme suivant:

“Les points de rencontre des 16 chordes de contact des paires de coniques sont 
les points de rencontre des polaires des quatre centres de symptose par rapport a la 
conique circonscrite, avec les quatre axes d’homologie.”

Cela suffit pour expliquer la manibre dont les deux especes de groupes ont dtd 
distingudes.

Cherchons Γdquation de la droite menee par les points de contact d’une des 
coniques inscrites (par exemple celle que donne Γequation U + Fi’ = 0) avec deux 
coniques de la meme paire. En representant par

les Equations de ces deux coniques: les Equations des tangentes communes seront

et Γequation de la droite qui passe par les points de contact de ces deux droites avec 
la conique U + = 0 est:

...

Pour rdduire cette Equation, en exprimant par ∏, Zι, &c. les valeurs plus haut, 
mettons λ = (Λpι - 1) +4 (Λ∕>2-1) + (A7)3-1) θt soient λ', ∕x', √ ce que devien-
uent les valeurs de λ, μ, v en ecrivant A' au lieu de Λ. On aura

C. 67
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et des expressions pareilles des valeurs de λ', μ!, v. Dela on tire 

c'est-⅛-dire, en supprimant le facteur commun

&c.

Aussi on aura, en supprimant le meme facteur:

De la on obtient immddiatement 

et, par une reduction un peu plus difficile, 

et enfin

Done, en reunissant ces expressions des trois parties de Γ(Equation dont il s’agit, cette 
Equation se r^duit a

......(24).
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En mettant au lieu de K + -}- ... et en supprimant le facteur commun j9j,
on aura

et en remettant + ...) = K, on obtient pour I’^quation dont il s’agit:

Cette Equation est celle de la droite men0e par les points de contact de deux 
coniques de la mδme paire avec la conique U + = 0. Elie est la meme qui a ^t0 
d^ja obtenue pour la droite resultante d’une certaine construction gdomdtrique; on est 
done arrive au thdor⅛me connu suivant:

“La droite men^e par le pole d’un axe d’homologie par rapport ⅛ une des trois 
coniques inscrites, et par un centre de symptose, rencontre cette meme conique en deux 
points qui sent les points de contact de cette conique avec deux coniques de la meme 
paire; ”

OU, ce qui revient au meme:

“Le point de rencontre de la polaire d’un centre de symptose, par rapport a une 
des trois coniques inscrites, et d’un axe d’homologie, est le point de rencontre des 
tangentes communes de cette m⅛me conique et de deux coniques de la meme paire.”

67—2
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