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91.

SUR LE PROBLEME DES CONTACTS.

[From the Journal fu# die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. XXXIX.
(1850), pp. 4—13.]

JE me propose ici la solution analytique du probléme suivant:

“Etant données trois coniques inscrites & une méme conique: trouver une autre
conique, aussi inscrite & cette conique, qui touche les trois coniques inscrites; et tirer
de 1a les constructions géométriques ordinaires.”

Je commence par récapituler quelques-unes-des propriétés dun systéme de trois
coniques inscrites & la méme conique.

Un systtme de six droites qui passent trois & trois par quatre points, sappelle
quadrangle. Les points de rencontre des cOtés opposés sont les centres du quadrangle;
les cotés du triangle formé par ces trois centres sont les azes du quadrangle. De méme,
un systéme de six points situés trois & trois sur quatre droites, s'appelle quadrilatére.
Les droites qui passent par les angles opposés sont les azes; et les angles du triangle
formé par les trois axes sont les centres du quadrilatere.

Deux ceniques quelconques se coupent en quatre points qui forment un quadrangle
inscrit aux deux coniques. Elles ont quatre tangentes communes qui forment un
quadrilatére circonscrit aux deux coniques. Le quadrangle inscrit et le quadrilatere
circonscrit ont.les méme centres et les mémes axes.

Si deux coniques sont circonscrites ou inscrites l'une & l'autre, la droite qui passe
par les deux points de contact s'appelle chorde de contact, et le point de rencontre des
deux tangentes communes s’appelle centre de contact.

Cela posé: les coniques circonscrites & deux coniques données, peuvent étre divisées
en trois classes: une conique circonscrite appartient & une quelconque de ces trois
classes, selon que les points de rencontre des chordes de contact de la conique
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circonscrite et de chacune des deux coniques données coincide avec un quelconque des
trois centres du quadrangle inserit, ou du quadrilatre circonscrit; ou, si l'on veut,
selon que la droite qui passe par les centres de contact de la conique circonscrite et
des deux coniques données, coincide avec un quelconque des trois axes du quadrangle
inscrit, ou du quadrilatére circonscrit.

En considérant les deux coniques données, et une conique circonscrite, nous dirons
que les deux c6tés du quadrangle inscrit qui se coupent dans le point d’intersection
des deux chordes de contact, sont les awes de symptose des deux coniques données, et
que les deux angles du quadrilatére circonserit, situés sur la droite qui passe par les
deux centres de contact, sont les centres dhomologie des deux coniques données.

Solent maintenant inscrites trois coniques & la méme conique. En combinant deux
4 deux ces trois coniques, les six axes de symptose se couperont trois & trois en quatre
points que nous nommerons centres de symptose, et les six centres d’homologie seront
situés trois & trois sur quatre droites que nous appelerons awes d’homologie.

Soient
U+st=0, U+‘Vg’=0, U+V32=0

les équations des trois coniques inscrites, ot

U = Aa*+ By + C2* + 2Fyz + 2Gzz + 2Hay,
Vi=az + By + mz,
Vi=az +By +me,
Vi=aw + By + 72
Si lz +my+nz=10

est 'équation d’'une tangente commune aux coniques U+ V,'=0, U+ V, =0, les formules
de la “Note sur quelques formules &c.” [90], en adoptant la notation de cette note,
donneront les équations

(K+Aa2+.. )AL+ ..)~(@xl+ .. 2 =0,
(K +Aal+..) AL+ ...) =~ (Aal + ... =0,

qui serviront & déterminer les valeurs de I/, m, n; on obtient par 1a Péxpression
VK +Rai+..) (Qal+...) =K+ Qa’+...) (Aal +...),
qui fait voir que I'équation lz +my + nz=0 est satisfaite en éerivant

iy z=NEK+ R+ ...) (B + B, + Gy) = V(K + R +...) (A &, + B, + Eiy.)...(1)
V(K +Ra?+...) (B +B B, + Fn) - V(K + Ras + "-)(ﬁas'i“gﬁﬁu‘*‘;ﬂ:%)

: V(K + B2+ . (G + B+ C ) — (K + A+ ..) (G + F B + Coy),
66—2
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et ces équations, qui peuvent aussi étre présentées sous la forme plus simple

Az +Hy+ Gz He+ By+ Bz ' Ge+ Fy+ Cz. ... i i ., (2),
= V(K +Ba?..)a,—/(K+Ba?...)a,
V(K +8a?...)B— V(K +RBa?...) 3
(K +8a?..)y,— V(K +8a?...)y,,

correspondent & un centre d’homologie des deux coniques U+ V'=0, U+ V;'=0.
En mettant, pour abréger,
VIE+Ba2+..)=p, JE+Ral+..)=p, JVE+Ba+.. )=ps..c...... 3),

on obtient facilement, pour un des axes d’homologie des trois coniques, I'équation

T R s T R RS (4),
Az+ Hy + Gz, a,, a,, a
Hz+By+Fz B, B Bs
Gz+Fy+Cz o1, 9u s

et celles des trois autres axes d’homologie en peuvent étre tirées en changeant les
signes de p,, pa, Ps.

Remarquons que I'équation
L Bl S I8 wl =10 o S s s 6))
A$+Hy+GZ, a,, a,, ay

Hx+By+FZ, B, Be B
G“’+F:’/+02’, Lo % (e o (0l

est celle de la polaire d'un des centres de symptose des trois coniques par rapport i
la conique circonserite U =0, savoir de celle qui est donnée par le systeme V,=7V,=V,,
et que les équations des trois autres polaires correspondantes se trouveront en changeant
les signes de a,, B,, v1, ou de a, B,, 7, ou de a;, B;, v;.

Cherchons le pole de Yaxe d’homologie dont nous venons de trouver I'équation, par
rapport & une quatritme conique inscrite U+ V?*=0 (V=az+By+v2). En exprimant
cette équation par lz+my+nz=0, on obtiendra les coordonnées de ce pole au moyen

de l'équation
KQOX 4+ uY +vZ2)=p*(@N+...)—(Bar+...)(Ral+...) .cccoone. (6),
olt, pour abréger, on a mis p=y (K +Ra*+...). (Mémoire cité; équation (12).) Mais
icl on a
la;+-my+7lz= P, P2 Ps
Az + Hy+ Gz, a,, a, a,

Ha;+By+Fz, B, Ba Bs
Gae+Fy+Cz o, v 7
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ce qui donne immédiatement

QIrn+...=K T e R 1 B D, ey Lo
Ny 0 e o LA Gy
K B B B B, B, By Bs
Vo S 18 A Y ViiYas GeYge iy
et de 1& on obtient
AX + uY +vZ=p P, Ps Ps | —(Bar+...) | g DU el SO ()

DS, DA W U ) R N B T R

o B By By B By B Bs

Koy o EYT5Y 258 e ! Vo, far Yl

savoir, en considérant cette équation comme identique par rapport & A, u, v, on obtient
les coordonnées X, ¥, Z du point dont il s'agit. En prenant particulitrement ce pole
par rapport & la conique U+ V;'= 0, cette équation se réduit

1

ZTX()\,X+,LY+ vZ)=p, Pu P2 Ps |—(Bar+..) | a,, a, ag|...... (8),
A') al: a2) as Bl; B?) B-’i
2] B, :82’ Bs Yanil ey s

V; 'Yl; 72) 73

ou, si l'on veut, X, ¥, Z seront déterminés par les expressions

wX +BY +qmZ=—p* +8a +..., =—K\|

a, X +B2Y+ 72Z= —pips + Qalaz s=aa, r .................. (9)
X + B Y + 4 Z =—pp, + B+ ..., )

Le facteur i)l— a été supprimé. De la on obtient aussi 'équation de la droite menée
1

par ce point, savoir par le pdle de l'axe d’homologie par rapport & la conique
U+ V,®=0, et par le centre de symptose V,=V,=7V, En effet, cette équation est

7, Ve W R A (10).
1 [ O 1 “
P12'-ﬂa1”—-~-, pﬁh‘galaz"---a Plpa—galaa‘—---

On pourrait également chercher le point d'intersection de la polaire du centre de
symptose V,=V,=V; par rapport &4 U+ V,’=0, et de l'axe d’homologie; ce point
serait évidemment le pdle de la droite exprimée par la derniere équation, par rapport
AU+ V?=0.

Ces résultats seront utiles pour linterprétation de la formule relative & la conique
qui touche les trois coniques données et que nous irons chercher maintenant.
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Représentons par U+ V*=0 l'équation de cette conique; I'équation (10) du mémoire
cité donnera les expressions

Qaa, + ... =—K+pp,,1
Dbyt o B ol B T e el unies s s (1),
Aoz, + ... = — K + pp,,

auxquelles nous ajouterons l'équation qui donne la valeur de p, savoir
L R € s SR [ IR L (12).

Il v’y a qu'a substituer dans cette derniere équation les valeurs de a, B, v que donnent
les trois autres. Par l4 on obtient, pour déterminer p, une équation du second degré
et de la forme

KL -2KpM + N =0......cococinviniunniiniiinnen 13);
Bl Y = AN ) 3
c’est-a-dire, en faisant M? =~ NL =02 A = T on aura p=AK et de 1a
Aaay + ...=— K (Ap, — 1),
Baa,+ ... =K APy —=1), [ cicovnennvrusrnrissniinass (14),
Bady + ...=— K (Ap, — 1),

ot A est une quantité connue, dont la valeur sera donnée dans la suite. Pour le
moment il suffit de remarquer qu'en changeant & la fois les signes de p, ps, ps, 2,
cette quantité A ne change que de signe. Au lieu de chercher les valeurs de o, 3, v,
il vaut mieux é€liminer ces quantités entre ces dernitres équations et 1'équation
V=az+ By+vyz=0. Cela donne, pour trouver V, I'équation

i K (Ap,—1) 2 K (Ap,—1) ’ K (Ap;— 1) = Ol §16),
z, Aaq +;3/31+QE')’1; ﬂaﬁ"'?ﬁﬁz"'e&%’ gas*';aﬁa"‘@%

Y, %“1"‘3331“‘;{;%, ;9,“24‘;3,824':&')’2, ;Qaa+as183+,f’;')’s
z, QE“]+J}BI+@'YU @“24';1}32‘*‘@')'2’ QEaa‘l'iFﬁa‘*'@%

qui peut aussi étre écrite comme suit :

" Ap, -1, Ap,—1, Ap,—1 |=0............ (16).
Az + Hy + G2, @q; a9, o
Hz+ By + Fa, 1o Bai B
Gz+Fy+Cg, Y1, Yas Vs

En mettant V=0, on aura léquation de la chorde de contact de la conique
cherchée et de la conique circonscrite U=0. En remarquant que l'équation de la
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conique cherchée peut étre mise sous la forme V=4 — U, I'équation de cétte conique
se présentera sous la forme trés simple:

V=, Ap,—1, Ap,—1, Ap,—1 |=0............ 1),
Az + Hy + Gz, (N s as
Hz + By + Fe, B yels 8
Gz+Fy+ Oz, Y1, Ya, Vs |

ou enfin, si l'on veut, sous la forme plus usitée:

a;, a, a |*U+ Ap-1, Ap,—1, Ap,-1 [*=0...(18);

B, Ba Bs Az + Hy + Gz, s, s a,

Y, Y Vs Hz+By+Fz, B, Bs, Bs
Gz+Fy+Cz, Y15 Ye, Y3

la premiere de ces deux formes est peut-étre la plus élégante.

Les propriétés géométriques sont absolument indépendantes de la valeur de la
quantité A: mais’ pour compléter la solution, je vais donner lexpression de cette
quantité. Pour cela, remarquons qu'en mettant pour abréger: ¢

(Bl ha g SRS s SR R (19),
Bl: B?: Bs
Yo rYas iy s

L = Bz')’s oy 133’72, = Bs% = 61’)'3: cee

My =y 03 — 3%,

A=l (pp— K)+1L,(pp.— K) + s (pps — K),

on aura d’abord I'équation identique

—KII (az+ By + vz) = m—-K, pp.— K, pp,—K |,
Az+ Hy+ Gz, o a,, s
Hz+ By+ Faz, 1 B i
Gz+ Fy+Cz, Y1, Yas Ys

ou, ce qui est la méme chose,
KII (az + By + y2) =N (Ax+ Hy + G2) + p (Hz + By + Fz) + v (Gz + Fy + Cz).

Cela donne
II (@& +..)=r+upB+ry, KIAa+pB+ry)=(AN+..),
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cest-a-dire

KIIF (Za*+ ...)= AN+ ...,
et, en vertu de cette expression, I'équation qui sert & déterminer p se réduit &

KIEP+ AN+ ... —KIPp*=0 ..... 200 RSB LR (20).

En la comparant avec I'équation K°L —2KpM + p*N =0, on obtient
L = Ie+[A4 ¢+ L+4)e +...],
M= [AG+L+L)Opr+Lps+lps) +.0.], Feveinnnnnes (21),
N=—KII*+[A4 (bp, + bLp, + Lps) + ...],

et de 13, par une transformation déja employée,

M~ NL=Q*=1I* (- [4 1+Z2P2+l3p3)2+ Ol \l
+ K[A (h+ bt b +...] + KII? r...(z'z);
- [A{p(a—a)+p(a%—a)+p(@—a)+...])

mais l'interpretation de ce résultat paralt étre difficile.

En revenant sur l'équation trouvée pour la conique qui touche les trois coniques
données? remarquons que les signes de @, B;, vy, ou de @, B, 7, ou de a;, Bs v,
peuvent étre changés conjointement. Cela revient en effet & écrire — V,, ou —V,, ou
—V, au lieu de +V;, ou de +V,, ou de +V;, ce qui ne change pas les coniques
inscrites. Mais il est facile de voir qu'en changeant & la fois les signes de V,, V,, 7,
on ne change pas I'équation de la comique dont il sagit; cette équation ne change non
plus, en changeant & la fois les signes de p,, p,, p;, £; de maniere que DI'équation
trouvée correspond réellement & 32 coniques différentes. En distinguant ces 32 coniques

par des symboles de la forme
(i’ Vi Vs sl 01, E Doy & Psy ‘I_'Q)1

quatre symboles tels que
( V. Vs, Vs, D, P2, Ps; Q)-
(— Vl: = V2; e V3) pl) Pz; p3; Q)’
( Vl; V2) VS) _}71, —Pz, 2 Py Q)v
(— Vl; B Vz; e Vs; = Dy _p:i’ T Q))

ne se rapporteront qu'a une seule conique. Nous appelerons paires de comiques deux
coniques quelconques exprimées par des symboles de la forme

(K; V2’ Vs, pl: p‘.!) P3> iQ);

\

donc les 32 coniques forment 16 paires, groupées quatre & quatre de deux manicres
différentes : savoir, pour former un groupe, quatre paires telles que

(i Vl) i V2; V3; p]: pZ) P:n iQ)x
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ou quatre paires telles que
(I’l, VZ: Vs’ i'Pn i_pz: ps: i Q)

peuvent é&tre combinées. Ces deux especes de groupes peuvent étre distinguées par
les noms groupes par rapport d un axe d’homologie, et groupes par rapport & un centre
de symptose. En effet: considérons une paire de coniques, par exemple celle qui est
représentée par les symboles (Vy, V., Vi, pi, pu, ps, + Q). Les équations des deux
coniques de la paire sont les mémes aux valeurs de A prés; il est donc évident que
les chordes de contact de ces deux coniques avec la conique circonscrite U =0 doivent
se rencontrer au point d’intersection des droites

o TR T 98 P, P2, Ps |=0.
Az+Hy+ Gz, a,, a,, o Az+ Hy+ Gz, a,, a,, a;
Hz+By+Fz, B, B Bs Hz+By+Fz B, L. Bs
Ge+Fy+Cz o, . s Gae+Fy+Cz, o1, v, s

La premiére de ces équations se rapporte & la polaire dun des centres de symptose
des trois coniques inscrites par rapport & la conique circonscrite; la seconde se rapporte
4 un des axes d’homologie. On a donc le théoréme suivant:

“Les points de rencontre des 16 chordes de contact des paires de coniques sont
les points de rencontre des polaires des quatre centres de symptose par rapport & la
conique circonscrite, avec les quatre axes d’homologie.”

Cela suffit pour expliquer la manidre dont les deux espéces de groupes ont été
distingudes.

Cherchons l'équation de la droite menée par les points de contact d'une des
coniques inscrites (par exemple celle que donne lequation U+ V,’=0) avec deux
coniques de la méme paire. En représentant par

U+ (az + By +y2r=0 et U+(dz+pBy+v27=0
les équations de ces deux coniques: les équations des tangentes communes seront

(@a—a)z+(B-B)y+(y—m)z=0 et (@-a)e+B =B)y+(—n)z=0,
et Péquation de la droite qui passe par les points de contact de ces deux droites avec
la conique U+ V=0 est:
APBY —BYz+... + A (B =B)—BE -1at..
+ (@ + By +mi2) [ (By —B'y) + B (vd — y'a) +p (@B —adB)]=0 ...... (23).

Pour réduire cette équation, en exprimant par II, 4, m, &e. les valeurs plus haut,
mettons A =104 (Ap, — 1)+ & (Ap,—1) + L (Ap;,—1) &c., et soient N, W, v ce que devien-
nent les valeurs de A, w, v en écrivant A’ au lieu de A. On aura

Ha= AN+ Hu + G, &c.
C. 67
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et des expressions pareilles des valeurs de N/, y/, . Dela on tire

12 (By’ — By) = (wv' — w'v) &+ (N —v'A) I8 + W’ — V) &,
&e.,
pv' = pv=(mgny — mgny) {(Ap, — 1) (A'p; — 1) = (A'p2— 1) (Ap; — 1)} + &e.
=TI (A" = A) [ (2 —Ps) + @ (ps — p1) + % (Pr— P2)];
&e.

c'est-d-dire, en supprimant le facteur commun A E A!

By —By= (B + ’ia By + Gy (ps —Ps)
+ (Aa, + 38 B + i) (ps —py)

& (fa% = ;% Bs + Errys) (2 —Pa);
&e.

Aussi on aura, en supprimant le méme facteur:
nB =B =B =)= (hp+ bp+ Lps) (n H—BG)
+ (M1 + My + mgps) (1 G — 71 A)
+ (M pr+na s+ nzpa) (IglA % H)
De 14 on obtient immédiatement
ABy -By)z+..=K [V (p. — )+ V. (ps —pl) + Vs (pl —Pz)]:

et, par une réduction un peu plus difficile,

4 (7 (,3’_ B) il ('Y, i 'Y))w' o S
o (ll_pl + lzpz =+ lsps) [Z (;aal 2 a3/31 i ,jF'Yl) — i (Qﬁal vk f B+ QD'YI)]
+ (myp, + map, + 'm'sp:’.) [z (QE a + fB1 5 QD'Y]) T 1% (g o + %Bl S QE'Yl)]
+ (1 py + N2 Ps + 15 P3) [3/ (A a, + %131 |7 GE'%) -z (;aal +2B B+ JF'YI)]
=V, [p. @azs+...) — ps (B, + ... )]+ Vo [2: (Ba? +...) = o1 (B + ...)]
+ Vo [ Bag + ...) — py (a2 + )]
et enfin
(@ + By + ) [ (By’ — By)+ Bu (v = /@) o (48 — &B)]
=7 [aalz +.i0) (pz —ps) + (A2, + .. ) (Ps _'P1) =+ (aaﬂs + ..0) (Zh 'pﬂ)]'
Donc, en réunissant ces expressions des trois parties de I'équation dont il s'agit, cette
équation se réduit &
Vi[(K+8a? +...)(ps—ps) — (Ao + ...) pr + (Ronas + ...) pu]
+VL[(K+@a? +..) p;—(K+ Ba? +...)pi]
+ V3 [(K'i'aalae""--.) pl—'(K+ ﬂaﬁ +.-.)p2]=0 ..................... (24)'
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En mettant p? au lieu de K + @a?+ ... et en supprimant le facteur commun p,,
on aura

Vilpp— Ry + ...) = py ps + (B + ..)] + Vo [p1ps — (Bagy +...) — K]
+ Vi [K - pips + (Bt + ...)] =0,
et en remettant p*—(&a*+...)=K, on obtient pour 'équation dont il s'agit:
Vi, Vi, V,, \ .. (25).
i + R
o= Ra’+..), ppy— (R +...), plps—(ﬁal%+ ) ‘
Cette équation est celle de la droite menée par les points de contact de deux
coniques de la méme paire avec la conique U+ V,’=0. Elle est la méme qui a été

déja obtenue pour la droite résultante d'une certaine construction géométrique; on est
donc arrivé au théoréme connu suivant:

“La droite menée par le péle d'un axe d’homologie par rapport 3 une des trois
coniques inscrites, et par un centre de symptose, rencontre cette méme conique en deux

points qui sont les points de contact de cette conique avec deux coniques de la méme
paire ;”

ou, ce qui revient au méme:

“Le point de rencontre de la polaire d'un centre de symptose, par rapport & une
des trois coniques inscrites, et d'un axe d’homologie, est le point de rencontre des
tangentes communes de cette méme conique et de deux coniques de la méme paire.”

67—2
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