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55.

SUR QUELQUES THÉORÈMES DE LA GÉOMÉTRIE DE POSITION.

[From the Journal für die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tome xxxiv, 
(1847), pp. 270—275. Continued from t. xxxi. p. 227, 50.]

§ I∏∙

Lorsque j’avais sous la plume la première partie de ce mémoire, je ne savais 
pas que la dernière partie du théorème de M. Steiner sur l’hexa,gramme de Pascal 
(savoir que les vingt points d’intersection des soixante droites sont situés, par quatre, 
dans quinze droites) avait déjà été démontrée d’une manière aussi simple qu’élégante 
par M. Plücker dans son mémoire, “Uber ein neues Princip der Geometrie" (t. v. [1828] 
p. 269). En supposant maintenant cette démonstration connue, je veux examiner de 
plus près la corrélation de ces vingt points, en adoptant une notation plus commode.

Soit aβ'y^eζ une permutation quelconque des nombres 1, 2, 3, 4, 5, 6 : cette permu­
tation peut être nommée directe ou inverse, selon qu’elle est formée par un nombre pair 
ou impair d’inversions. Des six permutations aβ<yZeζ, a,byζeβ, aζyβe^∙, dbgβeζ, aβgζj, 
aζ'^^eβ, les trois premières ou les trois dernières sont directes. Nous représenterons les 
trois permutations directes par (αγe). Les trois droites que donne le théorème de Pascal, 
appliqué aux hexagones correspondants à ce symbole, se coupent dans un des vingt 
points dont il s’agit : point qui peut être représenté par la même notation (αγe). En 
supposant que aβyZeζ est une permutation directe, le point αγe correspond au point 
QlP Partout dans cette section on pourra changer les mots “directe”

et “inverse.”
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Les six permutations des lettres a, y, e ne donnent qu’un seul point; de manière 
que les vingt points, dont il s’agit, sont

123, 124, 125, 126, 134, 135, 136, 145, 146, 156,
234, 235, 236, 245, 246, 256, 345, 346, 356, 456.

Or, pour trouver comment il faudra combiner ces points, j’écris 

et je tire de là le système

Les quatre points 

seront situés sur la même droite, que l’on peut représenter par aβ .y3. eζ. Les quinze 
combinaisons, quatre à quatre, des vingt points, seront

A.

où les droites s’obtiennent en permutant dans 12 . 34 . 56 d’abord les derniers trois 
numéros et puis dans ces trois permutations les derniers cinq numéros. Par là la 
nianière de trouver les droites est claire.

Cette énonciation des points et des droites, dont il s’agit, en même temps qu’elle 
est parfaitement symétrique, est la seule qui se présente naturellement. Cependant la 
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symétrie en est si compliquée et si peu manifeste qu’il sera bon d’adopter une autre 
notation. Pour cela, je forme le tableau auxiliaire suivant, dont l’arrangement est assez 
clair :

De là, en écrivant

B.

et de plus

C.

savoir (en représentant les points 123, 124, &c., par, bcf, cde, &c., et les droites 12.34.5θ> 
12.35.64, &c., par ac, be, &c.) on verra dans le tableau (Λ) que les points situ^ 
dans la droite ac sont ace, acb, acd, acf, que les points dans la droite be sont bed, 
bea, bec, et ainsi de suite, de manière que ce système des vingt points et des quiD^θ 
droites est précisément le système réciproque de celui des quinze points et des ving^ 
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dr oit es q u e n o us a v o ns c o nsi d ér é d a ns l a pr e mi èr e  s e cti o n d e c e m é m oir e  ; o u, a utr e ­
m e nt  dit, q u e l es vi n gt p oi nts et l es q ui n z e dr oit es s o nt l es pr oj e cti o ns s ur u n  pl a n,  
d es p oi nts et d es dr oit es d ’i nt ers e cti o n d e si x pl a ns  d a ns l’es p a c e. S e ul e m e nt  l a fi g ur e 
pl a n e, ai nsi f or m é e, c o nti e nt q u at or z e q u a ntit és ar bitr air es, t a n dis q u e l e s yst è m e d e  
si x p oi nts s ur u n e c o ni q u e n ’e n c o nti e nt q u e o n z e, d e s ort e q u ’il d oit y a v oir d es  
r el ati o ns e ntr e c es si x pl a ns. O n  o bti e nt d o n c l a f or m e s ui v a nt e pl us c o m pl èt e d u  
t h é or è m e d e M.  St ei n er  (t h é or è m e q ui  e n m ê m e  t e m ps est l e c o m pl é m e nt d u t h é or è m e 
Xll.  § 1 d e  c e m é m oir e).

T h é o r è m e  XI V.  “  L es  s oi x a nt e dr oit es c orr es p o n d a nt es a u x h e x a g o n es f or m és p ar  
si x p oi nts d ’u n e c o ni q u e s e c o u p e nt tr ois à tr ois d a ns vi n gt p oi nts q ui p e u v e nt êtr e  
c o nsi d ér és c o m m e l es pr oj e cti o ns d es p oi nts d ’i nt ers e cti o n d ’u n s yst è m e d o si x pl a ns  
( d o nt d ’aill e urs l a li ais o n r est e e n c or e à c h er c h er). ”

E g al e m e nt

T h é o r è m e  XIII.  “ L es  s oi x a nt e p oi nts  c orr es p o n d a nts a u x h e x a g o n es  f or m és p ar  si x 
t a n g e nt es d ’u n e c o ni q u e s o nt sit u és tr ois à tr ois s ur vi n gt dr oit es d ét er mi n é es p ar  d es  
pl a ns  q ui  p ass e nt  p ar  tr ois p oi nts q u el c o n q u es d ’u n s yst è m e d e si x p oi nts  d a ns  l’es p a c e 
(l a li ais o n d e  c e s yst è m e d e  si x p oi nts  ét a nt e n c or e à c h er c h er). ”

§ I V.

S oi e nt  a,  f ∖ h, g', c, h l es p oi nts c orr es p o n d a nts d ’u n  s yst è m e d e  p oi nts sit u és s ur  
l a m ê m e  dr oit e,  et e n i n v ol uti o n. N o m m o ns  “ f ais c e a u” l es tr ois c ôt és d ’u n q u a dril at èr e  
q ui  s e c o u p e nt d a ns u n m ê m e  p oi nt  et “  tri a n gl e ” l es tr ois c ôt és q ui  n e  s e c o u p e nt p as  
d a ns  u n  m ê m e  p oi nt  ( d e s ort e q u e d a ns t o ut q u a dril at èr e  il y  a ur a q u atr e  f ais c e a u x et  
q u atr e  tri a n gl es }. L es  q u a dril at èr es  d o nt  l es c ôt és p ass e nt  p ar l es si x p oi nts e n i n v ol u­
ti o n, p e u v e nt  êtr e cl ass és e n d e u x  s yst è m es  : D a ns  l e pr e mi er  l es f ais c e a u x p ass er o nt p ar  
f, g,  h ’, f b, c ; g,  c, a; h, a, b, et l es tri a n gl es p ar a, δ, c ; a, g,  h; b, h,  f\ c,  f g-,  
d a ns l’a utr e il e n s er a l e c o ntr air e. D e u x  q u a dril at èr es q ui a p p arti e n n e nt à c es d e u x  
s yst è m es r es p e cti v e m e nt, p e u v e nt êtr e dits “ e n r a p p ort i n v ers e l’u n à l’a utr e. ” S oi e nt  
A B C D,  A' B' C D'  d e u x  q u a dril at èr es  n o n  sit u és d a ns  l e m ê m e  pl a n,  et s o u mis à l a c o n di ­
ti o n q u e  l es c ôt és  

c o u p e nt l a dr oit e  d a ns  l es p oi nts

f g, h, a, b, c

r es p e cti v e m e nt. L es  d e u x  t étr a è dr es A' B C D,  A B' C D',  et é g al e m e nt ï es t étr a è dr es A B' C D  
et A' B C D'  ; A B C D  et A' B' CI/  ; A B C D'  et A' B' C D  s er o nt r es p e cti v e m e nt i ns crits et  
cir c o ns crits l’u n  à  l’a utr e. C ar  e n c o nsi d ér a nt p ar  e x e m pl e c es d e u x- ci: A' B C D,  A B' C D'·.  
A ’ est d a ns  l e pl a n B' C D ’, B  est d a ns l e pl a n C D' A  ( p ar c e q u e  l es dr oit es A  B,  C D'  
s e r e n c o ntr e nt); C  est d a ns  l e pl a n D' A B'  ( p ar c e q u e A C  et B' D'  s e r e n c o ntr e nt), et D  
est d a ns  l e pl a n  A B' C  ( p ar c e q u e  A D  et B' C  s e r e n c o ntr e nt). É g al e m e nt  A,  B',  C,  D'  
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sont situés dans les plans BGD, G DA', DA'B et A'BG respectivement ; et cela vérifie 
la relation dont il s’agit. Ce théorème est dû à M. Mobius qui l’a obtenu par son 
Calcul Barycentrique (ce Journal, t. iii. [1828], p. 273), et en considérant un système 
polaire dans lequel le plan réciproque d’un point quelconque passe toujours par le point 
même (Statik, c. vi. § 86, et ce Journal t, x. [1833], p. 317). On trouve aussi quelques 
remarques sur ce sujet dans l’ouvrage “ Systematische Entwickelungen u. s. w!’ de M. 
Steiner, p. 247. Je ne croyais pas inutile d’en faire voir la relation avec la théorie 
de l’involution. Remarquons aussi que non seulement les quadrilatères ABGD et A'B'G'D', 
mais aussi ceux-ci ABG'D' et A'B'GD, AGB'D' et A'G'BD, ADB'G' et A'D'BG sont en 
rapport inverse entre eux. Par cela la symétrie de la figure est complétée ; mais on 
n’en tire pas de nouveaux systèmes de tétraèdres inscrits et circonscrits.

M. Mobius a démontré qu’il n’existe pas des quadrilatères réels simples, à quatre 
côtés et quatre angles, inscrits et circonscrits. Mais en considérant les points imaginaires, 
l’existence en est possible, et on trouve des systèmes de cette sorte parmi les neuf 
points d’inflexion d’une courbe de troisième ordre. Je renvoie cette discussion à une 
autre occasion, § V.

Je me bornerais, sans examiner de plus près la figure qui en résulte, à démontrer 
le théorème suivant : “ Si un point et n droites sont donnés, les points d’intersection 
de chaque droite avec la polaire du point, relative aux autres n — 1 droites, sont situés 
sur une même droite polaire du point, relative au système des droites.” Je prends un 
système de droites, considéré comme formant une courbe, et j’entends par polaire ou 
droite polaire, la dernière des polaires successives du point, relative à la courbe. En 
représentant analytiquement la courbe par F = 0, F est une fonction homogène d’un 
ordre quelconque en x, y, z·, et si a : β : y sont les valeurs de x : y : z relatives au 
point, l’équation 

est celle de l’une quelconque des polaires successives.

Soit p = Q, ç = 0, r = 0, ... les équations des droites, p, q, r, ... seront des fonctions 
linéaires de x, y, z. Soient comme plus haut x : y : z = a : β : y les équations qui 
déterminent le point: l’équation de la droite polaire du point, relative aux n droites, 
est

Soient a, b, c, ... ce que deviennent p, q,r, ... en écrivant a., β, y, ... au lieu de x, y, z, , 
on obtient aisément 

et de là on tire 

pour la polaire cherchée. Les différentiations étant effectuées selon p, q, r, ... , comme 
variables indépendantes, on obtient

pbc ... + aqc ... + ...= 0
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OU, ce qui est la même chose :

De même la polaire du point, relative aux droites q = 0, r = 0, , est 

et par cette raison l’intersection de cette droite avec p = Q est évidemment située sur 
la droite polaire du point, relative à toutes les droites ; ce qui prouve la proposition 
dont il s’agit.

Par exemple, en considérant les droites BC, CΛ, ΛΒ qui passent par trois points 
A, B, C: la polaire d’un point 0, relative aux droites ΛΒ, AG, est une droite √lα telle 
que ΛΒ, AC; AO, Aa forment un faisceau harmonique. Soit a le point d’intersection de 
A a. et BG, et supposons le même pour les points β, γ: les points a, β, seront situés 
(comme on le sait) sur une même droite, qui est celle que je nomme polaire de O, 
relative aux côtés du triangle, et que M. Plücker a nommé “ harmonicale!' On sait de 
plus que les droites A a, Bβ, Gy peuvent être construites comme suit: en prenant 
a, 6, c pour les points d’intersection de OA, OB, OG avec BG, CA, AB respectivement, 
les droites hc, BG; ca, (7J. ; ab, AB se rencontreront dans les points a, β, y; ce qui 
offre une règle facile pour construire la polaire d’un point, relative à un nombre quel­
conque de droites.

Remarquons en finissant que la conique qui passe par les points A, B, C, et qüi 
touche deux des trois droites j4α, Bβ, Gy, touche aussi la troisième et est effectivement 
la polaire conique du point, relative aux trois côtés du triangle. En combinant cela avec 
la propriété connue que la polaire de O', relative à la même courbe, passe par 0, si 
la (n — r)*^≡ polaire d’un point O, relative à une courbe du ordre, passe par un point 
0', on obtiendra le théorème 22 de M. Steiner (ce Journal, t. iv. [1828] p. 209).

C. 46
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