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54.

NOTE SUR LES HYPERDÉTERMINANTS.

[From the Journal für' die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tome xxxiv. 
(1847), pp. 148—152.]

I. Soit E une fonction homogène de rc, y de ordre. En égalant à zéro les
coefficients différentiels du ordre de cette fonction, pris par rapport à x, y, et en
éliminant ces variables, on obtiendra entre les coefficients de la fonction un nombre p 
d’équations. Or parmi ces équations il y aura toujours une seule du second ordre, savoir

P (P, P) = 0

(suivant la notation dans mon mémoire sur les hyperdéterminants, t. xxx. [(1846), 16]. 
Par exemple, en écrivant t au lieu de x : y on a identiquement
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et ainsi de suite : il ne reste qu’à déterminer la loi des coefficients numériques des 
facteurs à gauche. Pour cela, représentons par Λ, £, G, ... les coefficients de (1+s)'-^, et 
par A', B', G', ... les coefficients de (1 — s)~p. On aura pour ces nombres le système 
suivant :

Les nombres I, K, L ... de la dernière ligne seront à déterminer au moyen d’une autre 
règle: il faut faire évanouir les sommes des nombres dans la même ligne verticale, ces 
nombres étant pris avec leurs signes actuels. Je suis parvenu par induction à ces 
formules, mais il ne serait pas, je crois, très difficile de les démontrer directement.

Il me paraît possible que tous les hyperdéterminants qui se rapportent à la fonction 
P, puissent être trouvés en éliminant entre les équations (en nombre de p} dont il s’agit, 
et cela dans le cas où U est de l’ordre 2p ou +1 ; au moins cette règle se vérifie 
pour les fonctions de deuxième, troisième et quatrième ordres, et cela paraissait (à priori) 
moins probable pour les dérivées d’un degré plus élevé que pour celles du second degré, 
pour lesquelles, comme on vient de le voir, il est effectivement vrai.

Cela étant, il y aura seulement un nombre p de dérivées indépendantes pour les 
fonctions du 2p*^“® et du (2p + l)*^“® ordre: conclusion que je ne puis pas démontrer.

II. Soit V = Qàbcd + — o?d^ — 4αc≡ — 46≡d, et représentons par Vj le déterminant
formé avec les coefficients différentiels du second ordre de V par rapport à a, δ, c, d, 
on aura

(propriété qui a un rapport singulier avec celle qu’a démontrée M. Eisenstein par rapport 
aux coefficients du premier ordre de la même fonction V). La démonstration que je puis 
donner de ce théorème est à la vérité assez compliquée, mais je ne vois pas d’autre. 
En mettant

on obtient

où le déterminant ne contient que les termes du quatrième ou troisième degré en p, q, r, 
et en développant on a

C. 45
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d ’o ù, e n r é d uis a nt a u m o y e n  d es  e x pr essi o ns

o n  tir e

o u e nfi n, a u m o y e n  d e

v oil à  l’é q u ati o n q u ’il s ’a giss ait à d é m o ntr er.

III. E n  c o nsi d ér a nt a  ·. d, b  : d, c : d c o m m e r e pr és e nt a nts l es tr ois c o or d o n n é es  
d ’u n p oi nt,  o u, si l’o n v e ut, d es f o n cti o ns li n é air es d e c es c o or d o n n é es, l’é q u ati o n V  =  0  

a p p arti e nt é vi d e m m e nt à u n ρ s urf a c e d é v el o p p a bl e ( d e q u atri è m e  or dr e). M ais  l a c o n di ­
ti o n p o ur q u e l’é q u ati o n C 7 ^ = 0  ( F ét a nt u n e f o n cti o n h o m o g è n e d e q u atr e v ari a bl es)  

a p p arti e n n e à u n e  s urf a c e d é v el o p p a bl e,  est, q u e  l e d ét er mi n a nt  f or m é a v e c l es c o eifi ci e nts  
diff ér e nti els  d u  s e c o n d or dr e d e  l a f o n cti o n, s ’é v a n o uiss e (t h é or è m e d e  M.  H ess e,  t. x x vili.  
[( 1 8 4 4) p p.  9 7 — 1 0 7,  “ U e b er  di e  W e n d e p u n kt e  d er  C ur v e n  dritt er  Or d n u n g ” ]). D o n c  il f a ut 

q u e  Vi  s ’é v a n o uiss e a u m o y e n  d e  V  =  0,  c ’est- à- dir e, il f a ut, q u e  Vj  c o nti e n n e l e f a ct e ur V  ; 
c e q ui  s ’a c c or d e p arf ait e m e nt  a v e c l’é q u ati o n q ui vi e nt d ’êtr e pr és e nt é e. M ais  il n e  p e ut  
êtr e pr o u v é  d e c ett e m a ni èr e  q u e  l’a utr e f a ct e ur d oit  a ussi s e r é d uir e à V,  et m ê m e  c el a  

• n ’est p as  vr ai  si vi e nt  d ’u n e  f o n cti o n d ’u n  pl us  h a ut d e gr é  q u e  l e q u atri è m e.

Il s uit d e c el a q u ’e n s u p p os a nt t o uj o urs q u e l es c o effi ci e nts s oi e nt d es f o n cti o ns 

li n é air es d es c o or d o n n é es, l e r és ult at Θ  =  0  d e l’éli mi n ati o n d e  x, y e ntr e =  0,  =  0

a p p arti e nt t o uj o urs à u n e  s urf a c e d é v el o p p a bl e. D e  m ê m e  l’éli mi n ati o n d e  x ^ y e ntr e l es 
d ^ U d " ^ U d ^ U

tr ois é q u ati o ns =  0,  =  θ, =  θ c o n d uit a u x é q u ati o ns d e l’ar êt e d e  r e br o uss e-

d ≡ Z 7 i Z ≡i 7 
m e nt  d e l a s urf a c e, et d e pl us, e n éli mi n a nt e ntr e l es é q u ati o ns  d x ^ d ~ θ ’

d∙ Η d ^ U
c Z ~  θ ’ o bti e nt  l es p oi nts d e r e br o uss e m e nt d e l’ar êt e d e r e br o uss e m e nt.

C el a  c o n d uit à q u el q u es  r és ult ats r e m ar q u a bl es.

P ar  e x e m pl e, l a s urf a c e d é v el o p p a bl e d o nt  l’é q u ati o n est

a p o ur  ar êt e d e  r e br o uss e m e nt l a c o ur b e d o nt  l es é q u ati o ns ( é q ui v al e nt es à d e u x  é q u ati o ns  

s e ul e m e nt) s o nt b d  —  0 ^  =  0,  a d  —  b c-( ∖  a c- b ^  =  Q,  c e q ui  est u n e  c o ur b e d u  tr oisi è m e or dr e  
s e ul e m e nt. C ar  e n c o nsi d ér a nt d e u x q u el c o n q u es d e c es tr ois é q u ati o ns, p ar e x e m pl e  
c ell es- ci  : b d  —  c ^  =  0, a d  —  b c  =  0, c es é q u ati o ns a p p arti e n n e nt à d e u x s urf a c es d u s e c o n d 
or dr e  q ui  o nt  e n c o m m u n l a dr oit e  d  =  Q,  c  =  0: c el a s ’a c c or d e a v e c u n r és ult at q u e j’ai  
d o n n é  d a ns  m o n  m é m oir e  s ur l es s urf a c es d é v el o p p a bl es d a ns l e j o ur n al d e M.  Li o u vill e  
[t. X.  ( 1 8 4 5), 3 0].

E g al e m e nt,  e n c o nsi d ér a nt u n e é q u ati o n d e q u atri è m e d e gr é e n t, o n o bti e nt u n e  

s urf a c e d é v el o p p a bl e.

q ui  a p o ur  ar êt e d e r e br o uss e m e nt l a c o ur b e d u  si xi è m e or dr e e x pri m é e p ar  l es é q u ati o ns  

a e  —  4 < b d  +  3 c ≡  =  0, a c e  +  2 b c d  —  a d ^  —  6 ⅛  - c ≡  =  0. J e n ’ai p as  c o m pl èt e m e nt r é ussi à  e x pli q u er  
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p o ur q u oi c ett e c o ur b e d u si xi è m e or dr e a u n e os c ul atri c e d é v el o p p a bl e, s e ul e m e nt d u  
si xi è m e or dr e,  m ais  c ett e r é d u cti o n s ’o p èr e e n p arti e  a u m o y e n  d es p oi nts d e r e br o uss e­
m e nt  d e  l a c o ur b e, q ui  s e tr o u v e nt a u m o y e n  d es  é q u ati o ns at  +  b  =  O,  bt  +  c  =  Q,  ct  +  d  =  O,  
dt  +  e  =  Q. P o ur  s a v oir à c o m bi e n d e p oi nts c es é q u ati o ns c orr es p o n d e nt, il f a ut r e­
m ar q u er  q u e,  a, b, c, d,  e ét a nt d es  f o n cti o ns li n é air es d es c o or d o n n é es, o n a ur a t o uj o urs 
e ntr e c es q u a ntit és  u n e  é q u ati o n li n é air e t ell e q u e

o ù A,  B,  ... s o nt d es c o nst a nt es. D o n c,  e n éli mi n a nt a, b, c, ¢/, e, o n o bti e nt  
A  —  Bt  +  Gt ^  —  Dt ^  + =  0, é q u ati o n d u q u atri è m e or dr e, et à c h a q u e v al e ur d e t il 
c orr es p o n d u n d es p oi nts d o nt il s ’a git  ; d o n c l a c o ur b e d u si xi è m e or dr e a q u atr e  
p oi nts d e r e br o uss e m e nt.

É g al e m e nt  l a s urf a c e d é v el o p p a bl e q ui c orr es p o n d à u n e  é q u ati o n d u  or dr e,  est
d e l’or dr e 2( τ n- 1); l’ar êt e d e r e br o uss e m e nt est d e l’or dr e 3( w — 2), et il y a d a ns  
c ett e c o ur b e u n n o m br e 4  { m, —  3) d e p oi nts d e r e br o uss e m e nt. Il f a ut t o uj o urs s e 
r a p p el er q u e  c es s urf a c es d é v el o p p a bl es n e s o nt p as l es s urf a c es d é v el o p p a bl es l es pl us  
g é n ér al es  q ui  e xist e nt d e  l’or dr e 2  ( m —  1), e x c e pt é d a ns  l e c as d es  s urf a c es d é v el o p p a bl es  

d u  q u atri è m e  or dr e.

I V. Il v a ut p e ut- êtr e l a p ei n e d e d o n n er e n p ass a nt u n e d é m o nstr ati o n d e c e
t h é or è m e d e M.  C h asl es:  “ L e  pl a n q ui p ass e p ar tr ois p oi nts q ui s e m e u v e nt  a v e c  
d es  vit ess es  u nif or m es  d a ns  tr ois dr oit es q u el c o n q u es,  e n v el o p p e u n e s urf a c e d é v el o p p a bl e  
d u  q u atri è m e  d e gr é. ” E n  eff et, e n s u p p os a nt q u e  a  : δ, β  : δ, γ  : δ  ; o é : δ', β'  : δ' y : 8'  ; 
a "  : δ ", β "  : δ ",  : δ ", s oi e nt d es f o n cti o ns li n é air es d u t e m ps (( δ, δ', δ ") p e u v e nt êtr e
c o nst a nts, o u, si l’o n v e ut, d es f o n cti o ns li n é air es d u t e m ps, c e q ui c orr es p o n d à u n  
c as u n p e u pl us g é n ér al q u e c el ui d e M.  C h asl es),  o n p e ut pr e n dr e c es v al e urs p o ur  
c o or d o n n é es d es  tr ois p oi nts  m o bil es.  D o n c,  e n pr e n a nt  æ  : w,  y  : w,  z : w  p o ur  c o or d o n n é es  
d ’u n p oi nt q u el c o n q u e d u pl a n, o n o bti e nt l’é q u ati o n d e c e pl a n, e n é g al a nt à z ér o  
l e d ét er mi n a nt  f or m é a v e c l es v al e urs  æ,  y, z, w ∖  a., β,  γ, δ  ; α',  β',  y,  δ'  ; α ",  β ",  y ", δ "  ; 
c e q ui d o n n e u n e é q u ati o n d e l a f or m e a  -|- 3 &i  +  +  d 1 ?  =  Q,  a, b, c, d  ét a nt d es  f o n c­
ti o ns li n é air es d e  x, y, z, w,  et c el a s uffit p o ur  d é m o ntr er  l e t h é or è m e d o nt  il s ’a git.

V.  E n  fi niss a nt j’i n di q u er ai u n pri n ci p e d e cl assifi c ati o n d es c o ur b es à d o u bl e
c o ur b ur e q ui m e  p ar aît êtr e d e q u el q u e i m p ort a n c e ; s a v oir, o n p o urr a disti n g u er l es 
c o ur b es q ui n e p e u v e nt p as êtr e l’i nt ers e cti o n c o m pl èt e d e d e u x s urf a c es, d e c ell es q ui  
p e u v e nt  l’êtr e. P ar  e x e m pl e, e n f ais a nt p ass er  p ar  u n e  c o ur b e d o n n é e  d u  tr oisi è m e or dr e  
d e u x s urf a c es d u s e c o n d or dr e, l a c o ur b e n ’est p as l’i nt ers e cti o n c o m pl èt e d es d e u x  
s urf a c es; c ell es- ci s e c o u p e nt d a ns c ett e c o ur b e et d a ns u n e c ert ai n e dr oit e. Q u el  est  
l e t h é or è m e a n al o g u e p o ur l es c o ur b es d u n ’^“ ® or dr e  ? P e ut- o n,  p ar e x e m pl e, t o uj o urs 
c o m bi n er a v e c u n e c o ur b e d o n n é e d ’u n or dr e q u el c o n q u e, u n e a utr e c o ur b e q ui est  
l’i nt ers e cti o n c o m pl èt e d e d e u x s urf a c es, d e m a ni èr e  q u e l’e ns e m bl e d es d e u x c o ur b es  
s oit u n e  i nt ers e cti o n c o m pl èt e d e  d e u x  s urf a c es ? Et  si n o n  : d e q u ell e m a ni èr e  tr o u v er a- 
t- o n l es é q u ati o ns g é n ér al es d ’u n e c o ur b e d e  or dr e  ? Q u el  est l e d e gr é  d e  g é n é ­
r alit é d e c es é q u ati o ns  ? Il y  a u n e  f o ul e d ’a utr es q u esti o ns q u ’o n p o urr ait  i ci pr o p os er.  
J ’ai pr o p os é u n e q u esti o n a n al o g u e d a ns l e p oi nt d e v u e a n al yti q u e, m ais  ell e est  

r est é e s a ns r é p o ns e.
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