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51.

PROBLEME DE GEOMETRIE ANALYTIQUE.

[From the Journal fiir die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. XXXI.
(1846), pp. 227—230.]

Trowver explicitement les coordonnées des centres de svmilitude de deux surfaces du
second ordre, dont chacune est circonscrite & une méme surface de cet ordre.
LEMME.
Soit
U= Aaz*+ By*+ C2* + 2Fyz + 2Gzx + 2Hzy + 2Law + 2Myw + 2Nzw + Pu?. .. ... (1),

lexpression générale d'une fonction homogeéne du second ordre & quatre variables, et
considérons les dérivées

R0 A sg 3 B0 LR Tl = s W .00, tov @),
H, 4B, 17, ' g AN B
G vF, 5C VN |8, H B, F, M
L, M, N, P i»,, G, F, C, N
|s, L, M, N, P

oi dans Fy, U les lettres o, p écrites en bas servent a indiquer les variables a, 8, v, &
et & m, p, o qui doivent entrer dans l'expression de cette fonction; par exemple
F,,U est ce que devient F,,U, en écrivant £ 7, p, @ au lieu de a, B, y, 8.

Cela posé, soit
U= Az*+ By + C2*+ 2Fyz + 2Gzz + 2Hzy + 2Law + 2Myw + 2Nz2w + 2Pu?, ... (3),

W g b Y ey 2 b W o i T BB o £ T s B e s s ko 69 e (4).
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on aura cette équation identique:
Fpp(U+ V)KU—-Fp (U)K (U4 V) = (FopU)...evvnnnnn (5),
qui subsiste méme pour un nombre quelconque de variables.

L'expression analytique du théoréme consiste en effet en ce que les réeiproques
de deux surfaces du second ordre, circonscrites I'une & l'autre, sont deux surfaces du

; $ x z
second ordre qui ont cette méme relation. Car en prenant = % » 5 Pour les coordon-

nées d’'un point, les équations de deux surfaces circonscrites 'une & l'autre sont
Sl i
Les équations de leurs réciproques polaires (par rapport & a* 4+ y*+2*+w*=0) sont
FppoU=0, Fpp(U+V?)=0,
c’est-d-dire, et vertu du théoréme qui vient d’étre posé:

FoU=0, E(U+V)FpU+FoplP=0......ccc.ciruervens 1),

od K(U+ V?) est constant; c'est-d-dire les premiéres parties des équations ne différent
entre elles que par le carré de la fonction linéaire (F,,U); ce qui prouve le théoreme

en question.
SOLUTION.
Soient U+V2=0 et U+ V2=0....... PP O, L e (8),

les équations des deux surfaces, dont chacune est circonscrite & U=0. Les expressions

de V, et V, sont
Vi=az+ By + vz + Slw,}

et Vo=ax + By + 7.2 + d.w,

et les lettres o,, 0, écrites en bas se rapporteront & a, B;, m, & et & a, By, v, &
respectivement. Mettons de plus, pour abréger,

K(U+V)=K,\
K(U+V)=K,,)

Les polaires des deux surfaces ont pour équations

Klep(U)+<FowU)’=°'} .............................. (1),
Kszp(U)‘*‘(FO.pU)?: 0,

et ces surfaces polaires se rencontrent évidemment selon les courbes situées dans les
plans exprimés par les équations

NR T L VIT T om0 o vonimpmarnssssiisinanitt (12);
équations qu'on peut écrire sous cette forme trés simple:
R g A e A S e (13),
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en mettant a’ =JE¢1 i\{-fla’l
B =VE,B +VEK,B,,
v =VE,y + VK, 7,
¥=vK,8 +VK,§,

et supposant que o' se rapporte & o, B, v, & On a enfin, en se servant de la
notation compléte des déterminants,

Bl 0, cp & =R i s gainis ok v (15),
Tl CHUNE - I SO
B, H, BGAF, M
e el S e
MR T

équation qui est double, & cause des doubles valeurs de o, B, v/, &. Les poles de ces
plans sont les centres de similitude des deux surfaces données. Soit donc identiquement

£ n, p, o |=AE+Bn+Tp+Dw ...(16),

o J LA, G b
B B Rl M
. G wllh s Ol Y
&5 &, £MGNw B
on a z:y:z:w=R:B:C:B.........conririiiinn (17),
pour les coordonnées E, % 3 E, des deux centres de similitude. @, 948, ¢, I sont
données par I'équation (16), savoir par
Waf o A2 A A0 o WMBwle Lt B, Gauls, L& O8)
A 00 - P a8 B, V=
B B B R e, X TR
Y - TR o I o R Sl -
& ik M N N R
Z B, o, & sont donnés par (14), et K, K, représentent ce que devient le déter-
minant
B GV BIAE . Dsegirans (19),
y: NEY W N 4
- ST A N 4
LM N, P

-

en éerivant A+a1’, B+ﬁ1’, 0-]-71’, P-]-Sl’, F-l-ﬁﬂ’l, G+'Ylals H+¢1ﬁ1; L+“1813 M‘I'ﬁlsl)
N+mby, ou A+a? &c. au lieu de 4, B, C, P, F,G H, L M N.
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