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51.

PROBLÈME DE GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE.

[Frυm the Journal far die reine und angewandte Mathematik (Crelle), tom. xxxi. 
(1846), pp. 227—230.]

Trouver explicitement les coordonnées des centres de similitude de deux surfaces du 
second ordre, dont chacune est circonscrite à une même surface de cet ordre.

Lemme.

Soit 

l’expression générale d’une fonction homogène du second ordre à quatre variables, et 
considérons les dérivées

(2),

où dans Fpo U les lettres o, p écrites en bas servent à indiquer les variables a, β, 7, δ 
et P> Qui doivent entrer dans l’expression de cette fonction ; par exemple
Fpj,U est ce que devient Fp^U, en écrivant ξ, η, p, ω au lieu de a, β, γ, δ.

Cela posé, soit

(3) ,

(4) .
42
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on aura cette équation identique :
... (5).

qui subsiste même pour un nombre quelconque de variables.

L’expression analytique du théorème consiste en effet en ce que les réciproques 
de deux surfaces du second ordre, circonscrites l’une à l’autre, sont deux surfaces du

SC Zsecond ordre qui ont cette même relation. Car en prenant — , — , — pour les coordon- 
w w w

nées d’un point, les équations de deux surfaces circonscrites l’une à l’autre sont

............... (6)·

Les équations de leurs réciproques polaires (par rapport à a? + + w≡ = 0) sont

c’est-à-dire, et vertu du théorème qui vient d’être posé :

...... (n
où K (U + V^) est constant ; c’est-à-dire les premières parties des équations ne different 
entre elles que par le carré de la fonction linéaire (FopU); ce qui prouve le théorème 
en question.

Solution.
Soient ....(8),

les équations des deux surfaces, dont chacune est circonscrite à tλ = O. Les expressions 

de 71 et sont
...... (9),

et

et les lettres Oi, O3 écrites en bas se rapporteront à «i, βι, 71, δj et à (¾, β^, ‰ δ. 
respectivement. Mettons de plus, pour abréger,

.............(10).

Les polaires des deux surfaces ont pour équations

..............(11).

et ces surfaces polaires se rencontrent évidemment selon les courbes situées dans les 
plans exprimés par les équations

....... (12);
équations qu’on peut écrire sous cette forme très simple:

....... (13),
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e n m ett a nt

..... ( 1 4),

et s u p p os a nt q u e o' s e r a p p ort e à a.', β', y', δί O n  a e nfi n, e n s e s er v a nt d e l a 
n ot ati o n  c o m pl èt e d es  d ét er mi n a nts,

.......( 1 5).

é q u ati o n q ui est d o u bl e, à c a us e d es d o u bl es v al e urs d e a', β',  7',  δ'. L es  p ôl es  d e c es  
pl a ns s o nt l es c e ntr es d e  si milit u d e d es  d e u x  s urf a c es d o n n é es. S oit  d o n c  i d e nti q u e m e nt

.( 1 6),

o n a ......( 1 7),

p o ur l es c o or d o n n é es d es d e u x c e ntr es d e si milit u d e. s o nt

d o n n é es p ar  l’é q u ati o n ( 1 6), s a v oir p ar

& c.  ( 1 8).

/ 3', s θiit d o n n és p ar ( 1 4), et K ,̂ r e pr és e nt e nt c e q u e d e vi e nt l e d ét er ­

mi n a nt
A,  H,  G,  L ............................................ ( 1 9),

H,  B,  F,  M

G,  F, G,  N

L, M,  N,  P  

e n é cri v a nt +  a ?, B  +  βι ∖ C  + P + δ χ ≡,  F + βι ‰  G + j α , L  + M  +  β ^ ^r,
y 4- γj[ δι, o u  2 1 4- a 2 ≡, a u li e u d e  Λ,  B,  G,  P,  F,  G,  H,  L,  M,  N.
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