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28.

SUR QUELQUES INTEGRALES MULTIPLES.

[From the Journal de Mathématiques Pures et Appliquées (Liouville), tome X. (1845),
pp- 158—168.]

JA1 donné, il y a trois ans, dans le Cambridge Mathematical Journal, [2], une
formule assez singuliére pour I'intégrale multiple

f de,de, ... p (@, — 2, a—a,...),

prise entre les limites données par I'équation

Fi) R L
}—"—l_é <+ E E =L

la fonction ¢ étant seulement assujettie & la condition de ne pas devenir infinie entre
les limites de l'intégration. L’expression que jobtiens est une suite infinie, dont le
terme général est de cette forme,

d? d? »
dy (hlzc—w-'-h?zd_a}-l_ ) b (o, as...).

En appliquant ce résultat & un cas particulier, jai obtenu lintégrale & = variables
analogue & celle qui exprime le potentiel d'un ellipsoide homogene, pour un point
extérieur. J’ai depuis cherché & étendre ces résultats au cas d'une densité variable et
égale & une fonction rationnelle et entiére des coordonnées, et dune loi d’attraction
selon une puissance quelconque de la distance (toujours & n variables); mais quoique
jale réussi A effectuer cette généralisation, mes formules étaient si confuses et si
inférieures & celles que donne la belle analyse de M. Lejeune-Dirichlet, que je ne les
al jamais publiées. Cependant, en revenant il y a quelques jours sur ce sujet, en

25—2
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196 SUR QUELQUES INTEGRALES MULTIPLES. [28

me fondant sur une intégrale plus générale, j’ai trouvé que la question était & peine
plus difficile que dans le cas d'une densité constante, et se laissait traiter exactement
de la méme maniére. J'ai réussi de cette fagon & exprimer lintégrale cherchée au
moyen d'une seule intégrale définie abélienne, et de ses coefficients différentiels relatifs
aux constantes qui y entrent; et il m’a paru que les formules que j'ai ainsi obtenues
pourraient n’étre pas tout & fait indignes de l'attention des géométres.

Considérons l'intégrale multiple & n variables V, donnée par I'équation

V= {dxl vzt (f termes) @ ... (n —f termes) ¢ (@, — @it, ...),

v

ol les variables a,,... doivent recevoir des valeurs réelles quelconques, positives ou
négatives, qui satisfassent & la condition

R

+ ...

A

2 1;
1

=

et lon suppose de plus qu’il est permis de développer (sous le signe intégral) la
fonction ¢ suivant les puissances ascendantes des variables a, ....

En faisant ce développement, il est clair que les termes qui contiennent des
puissances impaires d'une ou de plusieurs des variables se détruisent par Iintégration;
done, en ne faisant attention qu'aux termes qui contiennent seulement des puissances
paires, on a ce terme général,

(_)f {20+f i 2+l d \Tm
[27‘1 - ].]27.14'l e [2"‘f+1]2r/+1 e <da1> i, <da%'f+1> * o ¢ (al) o ')

%
55 -, Ay oo BIEIEEE | g Mgt s

ou p=rit+..;
il est & peine nécessaire de remarquer que, dans l'expression
[2r 4+ 1P L [ PP .,

il faut prendre f termes tels que [2r 4+ 1]"*, et n — f termes de l'autre forme
[27411]*#, et ainsi dans tous les cas semblables.

Lintégrale qui entre dans cette formule a été trouvée, comme on sait, par
M. Dirichlet. Sa valeur est

P(a1+"'1+%) F(af+1+"'f+1 +4) o
Tp+k+f+in+1)

h12“1+3"1+3 ke hf+12a,“+21',+‘+1 :

ou k=a4....
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Le terme entier devient, aprés quelques réductions trés-simples,

2Pt T (p+k+f+3n+1)
dave. Mgy ... g0\ it d \¥m
%hu1+m+a__. AT 1+1(_ vei |5—
[7‘]11 1 hf+ I+ H da,1> (daf+l> ¢ (al: );

o l'on éerit, pour un moment,

L =@r, +8) 2n +3)... 2n +2aq +1),
Mf+1 = (2Tf+1 + 1) (27‘f+1 + 3) “ee (27'f+1 + 2“f+l e 1) ;

puis on le transforme en
(=)arin po+s
27T (p+ k+f+4n+1)

x («% d%,) (h,sa"z—l)“’...hls...h,“...[%]?l(hf%)" ey,

En effet, les symboles E‘i— et hlsdikl étant conversibles, on a

L

et ainsi de suite.

En prenant la somme de tous les termes qui correspondent & une méme valeur

de p, on a
S[r]ﬁ( g ) ...=[—;]—pr.

puis, en observant que p doit sétendre depuis 0 jusqud o, on a, pour lintégrale

cherchée,
(e rd d), d)
V= 2k+f \da, "'daf> <h13 dh1>

En posant

vd y iy
X [ 13...hf+1 thp =0 (22p[p]pr(p+k+f+%,n+1)v ¢\La1, ))] »

ce qui fait voir que l'intégrale V dépend de cette seule expression,

4

U=8, (GrFrerrrmeD Vo).
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On peut remarquer, en passant, que cette quantité satisfait & cette équation différentielle,

1d
t_d_t(t—ak—af : (talc+af+u U)).__VU=0’
U 1al ' o

ou ¢ T @+ +n+1)s ——VU=0

M. G. Boole, de Lincoln, a déduit une équation semblable de mes formules dans
le Mathematical Journal. Cest & Iui qu'on doit l'introduction dans l'intégrale proposée
de cette quantité ¢, ce qui, au reste, n’est pas d'une grande importance ici; mais jai
cru devoir la conserver, a cause de cette équation méme, qui pourrait conduire a des
résultats intéressants.

A présent, soit
1
¢ @b )= T

ou s est un nombre entier; je pose, pour abréger,
In—s=1, k+f+s=o,
ce qui donne
Fp+k+f+in+1)=T(p+i+o+1)=[p+i+ PP +0);

et ainsi

1 w [ P i
U=ti5sS FHHrrr @y

Le cas de o=0, qui est le plus simple, est, en effet, celui du Mémoire cité, et & ce
cas on peut réduire celui de o entier négatif; il y a méme deux manieres d’effectuer
cette réduction. Représentons, en effet, la valeur de U par cette notation plus compléte
U;; on obtient tout de suite

Ui = 90 oo G g) (&),

ra 1 2. Yo
ot Uit =g i (dal2+...) v,

la seconde desquelles équations se déduit de cette formule facile & démontrer,

d? o 1 3
(&a—l,,+...> @i YT 2% [ —1]7[1 — n] (_aq+—).

Nous pouvons donc, dans la suite, ne considérer que le cas de o entier positif.
Commengons par opérer la transformation que voici; en déterminant ¢ par I'équation

a2

i g0
Famat =R
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je pose l1=k—'1 R e (P Ly Pt e
ce qui donne
t=a?+ ...,
a?+...=8[A+4L)a2+...]

PR ) d
V-t‘z("‘uzl azr*)

oi il faut remarquer que ce § contenu en V, ne doit pas étre affecté des symboles

E% ,... de V, de manitre qu’il faut écrire
1

Is s S AT
VP_tﬂPCP(m a—a'l‘2+...) =2 (a2 + .. )2 (m-l aa—l,‘,'f') y
1

U= roFr@+ .

% 1 +i h _ ﬂ >p 1 >
8, (2”” [pri+aponpp ™t s (1 Fhdpt ) @A+
formules qui se prétent mieux aux réductions, quoique plus compliquées en apparence.
Ecrivons d’abord
o+ @ e 4 )_<L_‘f_ >_A_(_1,‘_d_’ )
1+llm+""—<¢ﬁ2+'" T da,’+"' = T+ amt )

En développant la p®m puissance de ce symbole selon les puissances de A, on a

(o T o
O gt M (G )
1

i dof ERpEN e % ey

Considérons l'expression
L a2 —q 1
(1 G dap T ) e +0)+...J"
et mettons, pour un moment,
(+L)ad=a2.. ;

cette expression se trouve réduite a

a? -9 ik
(Wz’l' -..)\ (&’12‘}' “.)i’
laquelle, par une formule déja citée, devient

: : 4 1
Feufi+p—g—1P2[i+p—g— Iy
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’ X . 3 1
c’est-a-dire 2 +p—q—1P i +p—q— $n)r—e erA+0) +.. 74

. : 1 3
Le terme général de U, en faisant abstraction du facteur FOF@+. > réduit

(P @
Fi[p+i+al e [p— gF o )t

considérons la partie de ce terme qui est de l'ordre 6 en [, ..., elle devient

i 1
[i+p—g—dnfp2as {ar (1 +0h)+ ___}i+p—q§

(et +.. 0 2 0—o—g—1
+p—q+6—1]7¢
2 [p—qPi [gl P TP IO
| ha?+...)°
X[@+P—9—1}n]”"’N@§+rljm~
Soit, en général, ® une fonction homogene de l'ordre 26 des lettres «,...; on a

® . A8 e g
o IR R P ke e i L o

et de 13, en répétant toujours l'opération A, et faisant attention & ce que A®, A®O,...
sont des fonctions homogenes des ordres 20 —1, 20 —2, &c., on obtient

" [q)? ¥ X
e CENTI Ul Y Y PR PrA[{4g—A—1]>
; 1
‘ [Hq_ze—%n']q_AAA@'(ZaT?w—q—h

ha?+...)° q : e
ou A9 (alg _: .__)¢+p)_q+9 = o [E’ql A 20N [+ p+0-A—1]

’ 1
x [t +p— 60 —§n] A* (ha? + "')s'—__(alﬁ+ e

depuis A =0 jusqua A=gq.

Puis, pour le terme général de U,
(e

X [p—qP 2 [0F (AP [g— AT [{4+p+0—r—1]2

x [i+p—g—ine [i+p—e—g;n]a—m*(z,al=+...)O.W,
it lp—q]f:'?E;—x]q—A[Hp—q—%n]”‘q[i+p—0—%n]‘l‘*
1 )

_\p+6
> 2_“([7]——)1;[%]* [ +p+0-r—11"7 A (et + .. ). ey
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le dernier facteur étant indépendant de ¢, ¢ doit s'étendre depuis O jusqua p. Mais
4 cause de [g—A]J?* qui devient infini pour g< A, on peut faire étendre ¢ depuis
g=A\ jusqu’d ¢=p; ou, en écrivant

g—A=q¢, p—r=p,

¢ s'étend depuis 0 jusqu'a p’. Le facteur & sommer est donc

(_)q, aTs }
Mt Ag [~ (P Y [M]:,
O lF=gprmr 0N
si, pour un moment, I'on pose
C=14+p —%n, M=i+p—0-—in
Cette somme se réduit a

. [C— My
e m—pr

A

cest-a-dire a
[6—p) P]""”

et nous avons ainsi le terme général

(_)A+p+0 [0 e X]o—p [’& e p]O—a'—)\—-l (o |
2 [6F [\ [0 — pI*? e s S
Ecrivons
p=0-p;
cela devient
Y [MP[C—pIe4 (-) ; 0 1
[ oy & e+ gy

ol M=6-\ C=i1+20-r-1, C—A=60—-0-r—-1;

P doit s'étendre depuis —oo jusqu'a 6. Mais & cause de [p}”, qui devient infini, pour
7' négatif, on peut I'étendre seulement depuis 0 jusqu’a 6, ou méme seulement depuis 0
jusqua M, & cause du facteur [M77. La somme se réduit &

— M]o¥-4 [0 — AP =[i+0 — 1] [0 — o —A— 1],

et le terme général devient

Ui ol

1
o[ [0 [7\])‘['1'+9 1171 [0 — o = A = 1] 2 AX (L

2 C
+...) .(7%”_ =
Berivons enfin

0=\+«x,
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le terme. devient
( )A [« —0a — 1] A (ha? + .. )M« (&, ol
PAANP N+ e[t + A+ e+ o] Gy NCRE TN

Il faut que x soit toujours positif, car autrement le terme s'évanouit & cause de
AX(la? + ...)M*; mais pour x plus grand que o, le facteur [x—o —1]¢ s'évanouit,
donc « sétend seulement depuis 0 jusqu'a o.

Soit k, +... = «, et considérons les termes de A*(ha®+...)*** qui contiennent a*:,...;
ces termes seront de la forme

[X]A [X_’_ ,C]A+x a2\
AN TR e (de) ST

ou G+ ...=M\,

c’est-a-dire
A [A + P+ [2g, + 2] e 2,
(@) ... [+ K)otk S

ey

ou, en réduisant,

A XA A+ a*... [+k—1]0... ik N
P e e B

et cela donne pour U,

e e (g4 — 4] .. Lath.. (e=o-1)a®.. 1

[’b+l€+7\.+0’]""*‘1 [ql]% % [kl]h (a1’+...)"
Soi
o1t . :

{(Tm=(0)+(l)u+(7\)u + ...
on a 7
) =(- )A[q[q]:}:] B+ &, qt...=N;
et de la,
1 1 d \k =410
fmp s (fa) e = et

de manidre que le terme de U devient

()>[ k—o—1]a® ... 1

L (lf 371) ek ([z+/c+7\+a]"+1 2k, 1% & (4 ...

Prenant la somme pour A, & l'aide de

1

1
o — 2y\o gt txtA—1 = ot
(o] f (1= et du = o

(ce qui suppose I+ u>0), on obtient
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2% [o]o [k — o — 1]<a ... (l , @ >"1 11— w) w7 du
[2k])% ... (0 + ... '\/l dl o {A+4u). ..}
ou, mettant [, = }E ki
g
. 1 d )\ 1(1 — u)” w2 du
K o 3n -2« A / SR G
2[c][k—a—1] [2]0]2" - C xh (hsdh> sl {0 (&t hewy
en rétablissant le facteur constant TG ) = C‘ de U, le terme général de cette quantité est
2 [a]° [f‘ e A pin-2eti 1 (h L‘i)ln.,. . e o Mtz .
i R [P RN e dh o (CHhwy..

ol &, &c., sont des entiers positifs quelconques qui satisfont &

kit ... =k
¢t « peut s'étendre depuis O jusqua o. Il faut observer qu'en différentiant par
&%, &c., on ne doit pas considérer ¢ comme fonction de k..., ce qui est cependant

nécessaire dans I'équation entre V et U.
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