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26.

MEMOIRE SUR LES COURBES DU TROISIEME ORDRE.

(From the Jouwrnal de Mathématiques Pures et Appliquées (Liouville), tome 1X. (1844),
pp. 285—293.]

ConsipERONs d’abord la surface du troisitme ordre qui passe par les six arétes dun-
tétraedre quelconque. Cette surface sera touchée selon chaque aréte par un seul plan;
je dis que: “les plans tangents selon les arétes opposées se rencontrent en trois droites
qui sont dans le méme plan, et chacune de ces droites est située entidrement sur la
surface.”

En effet, si nous représentons par P=0, @ =0, R=0, S=0, les équations des quatre
plans du tétraedre, et par a, €, y, & des constantes arbitraires, I'équation de la surface
ne peut avoir que la forme

aQRS + 6PRS + yPQS + SPQR = 0.

Soient 3B, @, W, & ce que deviennent les quantités P, Q, R, S, quand on change les
coordonnées @, y, z en de nouvelles variables £ #, ¢; I'équation du plan tangent se réduit
facilement & la forme

P — P) (BRS + vQS + 8QR) + (A — Q) (aRS + yPS + 8PR)
+ (3R — R) (aQS + 6PS + §PQ) + ($ — S) (aQR + PR + yPQ) = 0.

Soient P =0, @ =0; cette équation devient

G’QB +a®R =0 2
et de méme, si R=0, S=0, 'équation devient
M +9H=0.

De ces équations on déduit les deux suivantes:

«@RD + EPRD +PAD + SPAR =0,
1 1 1 1
qu+éqa+;33+§g=o.
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184 MEMOIRE SUR LES COURBES DU TROISIEME ORDRE. [26

On conclut de la premitre, que la droite d’intersection des deux plans tangents est situde
sur la surface; et de la seconde, que cette droite est dans un méme plan, quelles que
soient les deux arétes opposées par lesquelles on a mené les deux plans tangents. Ainsi
le théoréme est démontré.

En considérant une section quelconque de cette surface, ou méme en supposant que
P, @, R, S ne contiennent que deux variables z, ¥, nous avons ce théoréme :

“Etant donnée une courbe du troisitme ordre qui passe par les six points d’inter-
section de quatre droites, les tangentes & la courbe en ces six points se rencontrent deux
a deux en trois points qui sont les points d’intersection de la courbe par une droite.
Les tangentes qui doivent étre prises ensemble sont les tangentes en deux points 4,
A’, tels que A est lintersection de deux des quatre lignes données, et A’ l'intersection
des deux autres lignes, points que l'on peut nommer opposés.

“De méme, si une courbe du troisidme ordre passe par cinq de ces points, de
telle maniére que lintersection des tangentes & la courbe en deux points opposés soit
située sur la courbe, la courbe passe par le sixieme point, et par les points d'inter-
section des tangentes menées par les deux autres paires de points opposés.”

A présent, posons une courbe quelconque du troisitme ordre et deux points 4, 4’
sur la courbe, tels que les tangentes en ces deux points se rencontrent sur la courbe
(cela suppose que la courbe est de la sixidme ou quatritme classe, et non pas de la
troisitme). Un autre point B sur la courbe étant pris & volonté, les droites AB, A’B
rencontrent la courbe en H et h; et les droites Ah, A’H se rencontrent en un point
B’ situé sur la courbe. Les tangentes en B, B, et de méme les tangentes en H, bk,
se rencontrent sur la courbe en deux points qui sont en ligne droite avec le point
d’intersection des tangentes en A et A’

On peut dire que les deux points B, B’, ou les deux points H, kh, sont une paire
de points correspondante & la paire A, A”. Les deux paires B, B’ et H, h sont évidem-
ment correspondantes l'une & l'autre, et, de plus, A, A’ correspond & ces deux paires,
de la méme maniere que H, h correspond & A, A’, et B, B’; de sorte que l'on peut
dire que les trois paires 4, A’; B, B'; H, h sont supplémentaires I'une aux deux autres.

Soit €, C" une autre paire de points correspondante & A, 4’; je dis que B, B ¢t
C, C' sont des paires correspondantes U'une a Uautre; et, de plus, st d'un point P quel-
conque de la courbe, U'on meéne des lignes aux points A, A’, B, B, C, (', ces lignes forment
un foisceau en tnvolution.

En effet, considérons six points quelconques 4, 4’, B, B, C, C' dans le méme plan,

et représentons par f, ¢, h les points dintersection de BC' et B'C, CA’ et C'A, AB et
A’'B, et par F, G, H les points d’intersection de CB et ("B, CA et C"A’, AB et A'B.
Nous allons faire voir que le lieu d'un point P qui se meut de telle maniére que les
lignes menées aux points 4, B, €, 4’, B, (' forment toujours un faisceau en involution,
est une courbe du troisitme ordre qui passe par ces six points, et aussi par les points
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26] MEMOIRE SUR LES COURBES DU TROISIEME ORDRE. 185

Soient a, o, 6, &, v, o/ les tangentes trigonométriques des inclinaisons des lignes
PA, PA’, PB, PB, PC, PC, sur une ligne fixe quelconque que l'on peut prendre pour
laxe des #. Pour que ces lignes forment un faisceau en involution, nous devrions avoir
la relation

ad (6+6 —y—o)+ 668 (y+y —a—ad)+o9y(2+ad —6-6)=0,
ou, ce qui revient & la méme chose, I'une quelconque des quatre équations

(@-8)E-7)(y—a)+(@-€)(E—9) (v —a)=0,
@-6)E -7)(v—a)+(@—-6)(E—7) (¥ -a)=0,
@=6)(E-)(v—)+@-6)(E -v) (v -a)=0,
@-6)(E-v)(v—a)+ (@ —€) (6 —7) (¥ -«)=0.

Soient @p, ¥p, %4, Y4, ete., les coordonnées de P, 4, ete.

a=Y2"Ya
Zp — Ya
Dl g g g 1 (PAB),
Zp—%, @Tp— Xy (wp — @) (@p — @)

en représentant par (PAB'), etc., les quantités telles que

Zp (Yu—Yp) + Yp (B4 — @p) + XYz — TwYa

L'équation de la courbe peut donc se mettre sous l'une quelconque des quatre formes

PAB . PBC' . PCA’ + PA'B . PB'C. PCA =0,
PA’'B'. PBC" . PCA + PAB .PBC.PCA' =0,
PAB . PB'C". PCA’ + PA’'B' . PBC . PC'A =0,
PA’'B . PB'C" . PCA + PAB' . PBC . PC'A’'=0,

qui sont du troisieme ordre. La premitre fait voir que la courbe cherchée passe par les
neuf points 4, B, C, 4’, B, (', f, g, h. La troisitme ou la quatritme fait voir qu’elle
passe de plus par le point F'; la quatridme ou la seconde, qu'elle passe par le point G;
la seconde ou la troisiéme, qu'elle passe par le point H. Ainsi la courbe passe par les

douze points 4, B, C, 4', B, C, f, g, h, F, G, H.

On peut remarquer qu'une courbe du troisieme ordre qui passe par dix quelconques
de ces points, ou méme par neuf quelconques, pourvu que nous exceptions les combinai-
sons de 4, B, C, A’, B, (', avec f, g, h, ou f, G, H, ou F, g, H, ou F, G, h, ne peut
étre que la courbe que mnous venons de trouver. On peut aussi remarquer en passant
que si 4, A, B, B, C, C" sont les points d’intersection de quatre droites, I'équation ci-
devant trouvée est satisfaite identiquement, de sorte que la position du point P est
absolument arbitraire. Cela étant connu, je ne m’arréte pas pour le démontrer.

Revenons au cas d'une courbe donnée, avec trois paires de points 4, 4, B, B, C, (’,
comme auparavant, tels que B, B’ et C, ' sont des paires correspondantes & 4, A" Les
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186 MEMOIRE SUR LES COURBES DU TROISIEME ORDRE. [26

points A4, B, C, A’, B, ', G, g, H, h sont situés sur la courbe; ainsi F, f sont aussi
sur la courbe (c’est-d-dire que B, B’ et (, (" sont des paires correspondantes), et les
lignes menées par un point P quelconque de la courbe et les points 4, B, C, 4’, B, (
forment un faisceau en involution: théoréme ci-devant énoncé.

Considérons une courbe du troisiéme ordre, de la quatriéme classe (c’est-a-dire, telle
que d’'un point quelconque on ne peut lui mener que quatre tangentes). D’un point sur
la courbe, indépendamment de la tangente en ce point, on ne peut mener que deux
tangentes. Prenons les deux points K, L sur la courbe, et menons les tangentes KA,
KA', LB, LB’ touchant la courbe en 4, 4’, B, B 1l est clair quen ce cas 4, 4’ et
B, B sont des paires correspondantes de points. Mais le cas général ou la courbe est
de la sixieme classe est moins simple. Considérons, en effet, pour une telle courbe, les
huit points 4,, 4,, 4;, A, et B,, B,, B;, B, de contact des tangentes menées par les
deux points K et L. En choisissant 4, 4’ et B de quelque maniére que ce soit, parmi
les points 4,, 4,, 4;, A, et B,, B,, B;, B, respectivement, le point B’, qui doit entrer
dans cette dernitre série, ne peut pas &étre choisi & volonté, mais est parfaitement déter-
miné. En désignant convenablement les points B, on peut toujours supposer que les
paires correspondantes soéient 4,4, ou A;4, avec BB, ou ByB,; A,A; ou A,A, avec
B,B; ou B,B,; A, A, ou A,4; avec BB, ou R,B;,. Cela suppose que

A,B,, A,B,, A.B;, A.B,; A.B,, A,B,, A,B,, AJB;;
AlBS) A:!Bl: -AQBU A4B2 ; Ale AIBI’ AQ-BS: A8B2 ’

se rencontrent, chaque systéme, dans le méme point. Il faut expliquer avec plus d’evi-
dence la corrélation de ces huit points.

Imaginons les six points 4, 4"; B, B'; C, €, tels que AA4’, BB, CC" se rencontrent
dans le méme point. Formons, comme auparavant, le systéme de points f, g, h, F, G, H.
Les propriétés de ce systéme de douze points sont trés-nombreuses. Non-seulement
F,G H; F,g,h; f, G, h; f, g0 H sont en ligne droite; mais, en outre, les trois droites
de chacun des onze systémes que voici se rencontrent dans le méme point:

BBy CR 5 5 el Pl

AA', Gg, Hh ;. BE, Hkh, B 3 CC, Ff., Gy

Af, BG, CH'; " Bgy G BEY OR AR DIBG

Af o BG SH i B Lo BB N Chy i d B, B G
(Cela est connu, je crois; au reste, pour le démontrer, considérons un parallélipiptde, tel
que gf, GF, AB, A'B’ en soient quatre arétes paralleles, les autres arétes paralléles
étant g4, A’'G, fB, BF; gA', A'G, Bf, BF. Soient H le point de rencontre, & linfini,
du premier systéme d'arétes paralleles; C" et C' les points de rencontre, & [linfini, des
arétes des second et troisidme systémes respectivement; A le point de rencontre des
quatre diagonales du parallélipipeéde ; faisons la perspective de ce systéme, désignant

chaque point de la projection par la méme lettre: I'on voit sans peine que la figure
plane, ainsi obtenue, a les propriétés en question.)
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26] MEMOIRE SUR LES COURBES DU TROISIEME ORDRE. 187

A présent, en examinant la figure, on voit quil est permis de prendre pour 4,, 4.,
4;, A4 les points A, A’, F, f, et pour B,, B,, B;, B, les points B, B, @, g, pour que
les systemes A,, 4,, 4;, A4,; By, B,, B;, B, aient la corrélation ci-devant trouvée. Le
systeme C, €', H, h est supplémentaire & ces deux-ci.

Toutes les propriétés que je viens de trouver sont telles qu’il y a & chacune une
propriété correspondante que l'on peut obtenir par la théorie des polaires réciproques.
Nous avons ainsi des propriétés non moins intéressantes des courbes de la troisitme
classe et du sixiéme ou quatriéme ordre.

En prenant pour la courbe du troisitme ordre l'ensemble d’une section conique et
d'une droite, pour que les tangentes en A4, A’ se rencontrent sur la courbe, il faut que
A, A’ soient situées sur la section conique de telle maniére que AA’ passe par le pdle
de la droite & 1'égard de la conique. Alors B, B’; C, (" étant pris de la méme maniére,
B(’, B'C et BC, B'C’ se rencontrent sur la droite.

Les lignes tirées d'un point P quelconque de la conique, ou de la droite & 4, B, C;
4, B, (', forment un faisceau en involution.

Le premier théoréme et la premidre partie du second sont trés-bien connus; je ne
sais 81l en est de méme de la dernitre partie de ce théoréme.

ADDITION.

La droite PP, menée par deux points P, P’ d'une courbe du troisiéme ordre, qui
correspondent toujours @& ume paire correspondante donnée de points A, A, est toujours
tangente & ume certaine courbe de la troisiéme classe.

Pour démontrer ce théoréme, imaginons une paire fixe B, B’ de points qui corre-
sponde & la paire donnée A, A". Soient P=0, Q=0, R=0, S=0 les équations des
lignes qui joignent A, A’ avec B, B’; I'équation de la courbe donnée du troisitme ordre
peut se mettre sous la forme

& .8 ..o 8
PHQFREG= O, ).

On peut toujours supposer, sans perte de généralité, que I'équation
b M % 0 B TR D S (2)

soit identiquement vraie, car chaque équation de la forme P =0 peut étre censée con-
tenir une constante arbitraire qui en multiplie tous les termes.

Done, en faisant

P+R=6, P=0-R

on peut toujours supposer
Q+8=-6, Q=-6-5,
24—2
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188 MEMOIRE SUR LES COURBES DU TROISIEME ORDRE.

et I'équatipn de la courbe se transforme en

a SO T
N I +S—-0 .............................. (3),
ce que l'on peut écrire aussi sous la forme
O+Mp+r+p)S —0+@wp+v+p)R _ Lo @)

@+ AR) @+ pR) T 0+ vS) (= 0+p8)

en déterminant convenablement les constantes A, u, v, p. En effet, en réduisant,

deux équations deviennent identiques au moyen des quatre conditions

=—ku, y=—kvp,
S—C=IAp(p+Vv+P), T coveiririiiiiiiiii (5),
y—a=kvp M +N+p),)
ou k est une quantité arbitraire, de maniére que des quantités N, u, v, p, il y eun a

seule qui peut étre prise a volonté.

De l'équation (4) l'on déduit tout de suite cette autre forme,

1 [l Rkl L Loleadl wtas i) ]
,T-'x[“emR " eim}* [P 048 -(5+sz """ (6);

et de 14 nous voyons que les points donnés par les deux systémes d’équations

(@+AR=0, —0+uS=O),} )
PEIRT IR B TR i
correspondent toujours I'un & l'autre et aux points donnés par les deux systémes
(6=0, R=0),
e b dommgia e ®)
9=0, 8=0),J

c’est-a-dire aux points 4, A"

les

une

On trouve assez facilement pour I'équation de la droite menée par les points déter-

minés par les deux systémes (7), points que l'on peut prendre pour P et P,
(v —pN) 0+ pu(v—p) R+vp(A—u)S=0..cccoeenniiinn. 9),
ou : O PAR RO =05 ST LSRN (10),

en faisant
pC =puv—pr )
oV e, T ) B SRR e B Sl (11).
PB=vp (A—p)
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26] MEMOIRE SUR LES COURBES DU TROISIEME ORDRE. 189

Eliminons des équations (5) et (11) les cinqg quantités A, u, v, p, p. Pour opérer de la
maniére la plus élégante, formons d’abord les équations identiques

o

(b —pA—vp A= w)] (v —p) A + N+ 1)
+[wr—pA+ 2 (v = p)](A—p) (vp + v+ p)

(A=) @—p)—vp A=)+ 2 —pN)], [ T (12),
A (v —p) —vp (A — p)=(ur — p\) (M — pp),
ce qui donne :
AC-B)(y—)+B(C+4)(3-6) \I
k
=§X”VP(”X—”P)(2O+A“B)’:> .................. (13),
k
A%y — =—— Auvp (VA —
N = B == Mup (9h ~ ) O, )
et de la
O’[A(C’—B)('y—a)+B(C'+A)(8—é’)]}_ )
;S ol S 4 2 B T, (14),
ou, toute réduction faite,
A(A+C’)(A+C’—Bry)+B(C—B)(A+B—C’8)}_ i
B HO B LBOTOR Ay E Tariiinaty (15);

et puisque cette équation est du troisitme ordre & l'égard des quantités 4, B, C, il est
évident que la ligne donnée par l'équation (10) est toujours tangente & une certaine
courbe de la troisitme classe. En supposant ¢ =0, =0, ce qui réduit la courbe du
troisitme ordre aux lignes R=0, 8S=0, (6—a) 6 — 6R —aS =0, I'équation (15) se partage
dans les deux équations

C=0, A(C=B)a+B(C+A)E=0.occevrererriennene (16),

et la courbe de la troisidme classe se réduit au point (R=0, S=0) et & une conique.
Cela est un théoréme connu, car l'on sait bien que si A, A’ sont des points quelconques
sur deux droites données a, o, et B, B’ deux autres points déterminés, sur ces droites, de
manidre que l'intersection des lignes AB’, A’B soit toujours sur une ligne droite donnée,
les deux lignes a, @ sont divisées homographiquement, B, B’ étant deux points corre-
spondants; et de plus, que la ligne qui unit les points correspondants de deux lignes
divisées homographiquement, est toujours tangente & une certaine conique. Quant au
point d'intersection des lignes a, @/, que nous venons de trouver comme formant avec la
conique une courbe de la troisitme classe, on observera que, dans notre théorie, non-
seulement les points des lignes a, @ se correspondent, mais que le point d’intersection
des lignes @, &’ correspond & tous les points de la troisitme droite. La conique touche
les deux droites a, a’; cela n’a pas, je crois, d’analogie dans la théorie générale.
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