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25.
MEMOIRE SUR LES FONCTIONS DOUBLEMENT PERIODIQUES.

[From the Journal des Mathématiques (Liouville), tom. x. (1845), pp. 385—420.]

UN des plus beaux résultats des recherches de lillustre Abel, dans la théorie des
fonctions elliptiques, consiste dans les expressions qu’il obtint pour les fonctions inverses
¢a, fa, Fa (équivalentes a-peu-prés & sin ama, cosama, Aama) en forme de fractions
avec un dénominateur commun: ce dénominateur et les trois numérateurs étant chacun
le produit d'une suite infinie double de facteurs. On ne sait pas & quel point
Abel avait poussé linvestigation des propriétés de ces nouvelles fonctions; on trouve
seulement, dans une Lettre & Legendre, imprimée parmi ses (Euvres [t. IL p. 259,
Ed. 2, p. 274], quil s'en était occupé. Depuis, les fonctions H, ©, qui sont essen-
tiellement les mémes que ces fonctions d’Abel, ont été l'objet des savantes recherches
de M. Jacobi, & qui l'on doit, en particulier, la. belle formule

log ® (a) — log ® (0) =4a* <1 - %) —k’f:daf: da sin® ama,

qui est vraiment fondamentale, et sur laquelle on peut dire que sa théorie est basée.
Mais les expressions qu'obtient M. Jacobi pour les fonctions H, ©, sont sous la forme
d'un produit d’une suite infinie simple de facteurs, ce qui ne met pas a beaucoup
prés si bien en évidence la vraie nature de ces fonctions que les expressions d’Abel:
celles-ci sont, en outre, si analogues aux formules en produits infinis des fonctions
circulaires, que l'on est seulement étonné que personne ne se soit avisé jusqu'ici de
les poser, & priori, comme les définitions les plus simples des fonctions doublement
périodiques, pour en déduire la théorie de ces fonctions. C’est de cette maniére que
je me propose de traiter ici la question. Je prends pour définitions les formules

d’Abel, en supposant, pour plus de généralité, que les fonctions complétes Q, T (K, K’

de M. Jacobi) sont chacune de la forme A+ B. —1 (ce qui donne lieu & quelques
intégrations assez délicates). Et de ces seules équations, sans me servir en rien de la
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théorie des fonctions elliptiques, je déduis les propriétés fondamentales des fonctions
en question, et de 14 des fonctions elliptiques. On a ainsi quatre fonctions & considérer
au lieu des deux H, ®, dont l'une est pour ainsi dire analogue & un sinus et les
autres & des cosinus. Mais ce quil y a de remarquable, cest lapparition dun
facteur exponentiel qui entre presque partout. On le prévoyait d’apres les formules de
M. Jacobi, mais ces formules n’expliquent pas, ce me semble, pourquoi ce facteur s’y
rencontre: mon analyse le fait voir de la maniere la plus satisfaisante. Ce facteur
résulie, en effet, de ce que, pour les produits infinis doubles, il ne suffit pas, pour
obtenir un résultat déterminé, d’attribuer aux deux entiers variables des valeurs quel-
conques depuis — oo jusqua o, méme en supposant I'égalité des valeurs positives
et négatives; il faut, en outre, établir une relation entre les valeurs infinies que
recoivent les deux variables. Mais dans les produits que je considere, on démontre
quen supposant toujours cette égalité des valeurs positives et négatives, quelque liaison
que l'on établisse entre les valeurs infinies, il résulte toujours la méme valeur du
produit, & un facteur exponentiel pres, dont I'indice est le carré de z, multiplié par
une constante dont la valeur s'exprime au moyen d'une intégrale définie double, et qui
dépend de la liaison établie entre les valeurs infinies des variables. Clest-a-dire qu'en
multipliant par un facteur exponentiel de cette forme, convenablement choisi, on peut
changer & volonté la relation en question sans affecter la valeur du produit. Voila
lidée fondamentale du Mémoire qui suit.

En me servant de quelques formules de M. Cauchy, relatives & la décomposition
des fonctions en fractions simples, j'établis d’'une maniére rigoureuse des relations entre
les trois quotients de mes quatre fonctions, qui sont les mémes par lesquelles Abel
démontre les propriétés fondamentales des fonctions ¢, f, F. Ces formules une fois
obtenues, on peut supposer connue toute la théorie des fonctions elliptiques. Ces
théoremes de M. Cauchy me conduisent, en outre, & un grand nombre de nouvelles
formules qui contiennent des suites infinies doubles. Parmi celles-ci, il y en a une
qui me fournit la démonstration du théoréme déja cité de M. Jacobi, théoréme duquel
il déduit une foule de résultats intéressants. Je finis en citant ceux qui se rapportent
de plus preés aux fonctions dont je parle. J’espére reprendre une autre fois la con-
sidération d'une autre partie de la théorie, dans laquelle j'entrevois des conclusions
intéressantes.

Soient Q, T des quantités finies quelconques, assujetties & la seule condition que
la fraction Q : T ne soit pas réelle. En représentant par m, n des entiers positifs
ou négatifs quelconques, mettons, pour abréger,

[ e ) LR S A e B IR L 1),

et considérons une expression de cette forme

w=all {1 + (77%)} .................................... (2),

ol le symbole I dénote, comme & l'ordinaire, le produit d'un nombre infini de facteurs
que I'on obtient en donnant & m, n des valeurs entiéres quelconques, depuis — o jusqu'a
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+ ©, en excluant seulement la combinaison (m=0, n=0). Pour qu'une telle expression
soit finie, il faut que pour chaque combinaison de valeurs de m, n, il y en ait une
autre des mémes valeurs avec les signes contraires. Cependant, comme on la déja
expliqué, cela ne suffit pas pour rendre déterminée la' valeur de w. Soit ¢ wune
fonction de m, n qui ne change pas en changeant & la fois les signes de ces deux
quantités; et imaginons que l'équation

¢=T
représente une courbe fermée, dont tous les points s'éloignent, au cas limite de
T=w, dune distance infinie de lorigine. Cela posé, en donnant & m, n des valeurs

entitres qui satisfassent & cette condition gbz T, et puis faisant 7'=o, on obtient

pour u une valeur parfaitement déterminée, qui dépend de la forme de la fonction ¢.
Soit w' ce que devient la fonction u en changeant seulement I'équation aux limites dans
I'équation analogue

¢'=T;

on peut, pour simplifier, supposer que la courbe représentée par cette .équation soit
située entiérement en dehors de celle que représente 1'équation

$=1,

mais cela n'est pas essentiel. Il est facile de trouver une relation trés-simple qui
existe entre ces deux expressions u' et u. En effet,

PR TG | g g i 4
(m, m)
en donnant & m, n des valeurs qui satisfassent & la fois aux deux conditions ¢ > 7,
¢'<T. Donc, en considérant toujours ces valeurs,

og v~ logu=log I {1 + ol = Blog 1+ il e Bty — 4ot St

¢l

Dans cette expression, les termes qui contiennent les puissances impaires 2 s'évanouissent,
& cause des valeurs égales positives et négatives. Mais puisque, & la limite, m, n ne
regoivent que des valeurs infinies, on peut négliger les termes multipliés par o, &e.
Donc

y ) |
log w —logu=—§x’2(7n’——n)2,

ou enfin,
log ' —logu=—$4a* e A e e 3),

ou jai représenté par e la base du systeéme hyperbolique de logarithmes, et ol A est
donné par I'équation
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Il est facile de voir que l'on peut changer la sommation en intégration double, et écrire

=k f f gf’f ‘i’;, ....................................... (),

entre les mémes limites qu'auparavant, c’est-d-dire que m, m doivent satisfaire aux
deux conditions ¢ > 7, ¢'< T

Prenons par exemple, pour limite supérieure,
(m*=m? " n'=n?),
et pour limite inférieure,
(m? = T
m, n sont censés contenir 7' comme facteur, de maniére qu’ils deviennent infinis avec

cette quantité; on suppose aussi m > 7, n > 7, mais cela est seulement pour la clarté.

Il devient nécessaire & ce point de définir de plus prés les valeurs de Q, T; nous
écrirons

O = o E@as v B el vy, bl s D (6),

ot i=J=1; @, &, v, v sont des quantités réelles, telles que wv’'—w'v ne s‘évanouit
pas; clest la condition pour que Q : T contienne une partie imaginaire.

Avec les coordonnées polaires

A _J‘f drdf _[ d6(logr—1log T) v
")) r(Qcos @+ Tsinf)y ) (Qecosf+Tsin gy @

en représentant par r ce que devient r & la limite supérieure; lintégrale doit étre
prise depuis 8 =0 jusqud @=2w. On voit tout de suite que la partie qui contient
log T s'évanouit; donc

rL f logrd@
~Jo (QcosO+ Tsin )

. i : m s
Soit a un angle positif plus petit que 3, tel que tan awmiiN0n (6 évidemment

+m

b w3
cos 0’

depuis 6 =—a jusqua @=+a, ou depuis =7 — a jusqud f=m +a, et

b o |

r=
cos @’

depuis f=a jusqud @=m —a, ou depuis f=7+a jusqud f=27 —a (le signe ambigu,
de manidre que r soit toujours positif). En réunissant les parties opposées de l'intégrale,
on obtient

403 ¢ (log m — log cos 6) d@ 2f”—‘"(logn—10gsino9)dt‘)
— 7 ) (Q cos 8+ T sin 6) « (Qcos@+Tsinb)y’
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ou, en mettant dans la seconde intégrale 4w —a=d/, et j7r—6 au lieu de 6

“(log m —log cos 6) d6 S Y (logn —log cos 0) d6
—a (2 cos 8 + T sin 6)? —o (Tcos @+ Qsin )

>

A=2

La premiere intégrale se réduit &

— 2 (log m —log cos 6) m) (entre les limites)

+g « tan6df
7 ] (2 + T tan ¢)

_ 4 (log m —log cos a) tan a T8 tan® 6d0

— T2 tan?a ) QP =Titan® @
_ 4 (log m — log cos a) tan a 4 f 10 (1 +tan® )
o 02— T?tan’a 02 4 T2 Q2 —T2tan?0

L'intégrale, dans cette formule

e(l +tan*f)df [tan=  dz

o X—Ttan’d ), @-Tw
s'exprime tout de suite par les logarithmes, mais il faut apporter une attention
particulidre & la manitre de déterminer quelle valeur doit étre attribuée & ce logarithme,
dans le cas ol la partie réelle en est négative. Je renvoie cette discussion a une
Note. Voici le résultat auquel jarrive.

En représentant par Lu la valeur principale du logarithme de wu, quand il y a
une valeur principale (c’est-d-dire quand la partie réelle de wu est positive), et
écrivant

Limu=Lu, ou L (—u)+w,

selon quil y a une valeur principale de log u, ou de log (—wu), on a

tan « dx Q + 7T tan a)
fo Q T‘zx? 2QT L:tnz (m ..................... (8))

. - ., g . . . /,
en prenant le signe supérieur pour wv’— o'v positif, et le signe inférieur pour wv' —@v
négatif.

La premiere partie de A se réduit donc a

4 (log m — log cos a) tan « 4 < % P Q+Ttana>
O — T tan® a T T *“Q-Ttana

ou, en rétablissant la valeur de a, &

4mn log J/m? + n? 4

L m{ +nT
m202 — n?T? Q4 T2 EXE O )

m{ —nT

<a.rc tan 171 3= T
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Pour avoir la seconde partie de A, il faut changer m, n, &, T en n, m, T, Q. En
faisant cela, on change le signe de wv'—@'v; ainsi il faut écrire L., au lieu de La,.

#ia 4 b . n m
En réunissant les deux parties, et mettant 47 au lieu de arc tan m Tarctan —, on
obtient enfin

2 ) mQ+nT\ T nT + mQ
2w 02 4+ T2 {W oy Lo (mﬂ = nT) i’ Lew (nT — mQ)}

formule que l'on pourrait rendre plus simple en distinguant les deux cas ou le premier
ou le second logarithme a une valeur principale; mais il vaut mieux la laisser sous
cette forme.

On aurait pu croire que la valeur de A pourrait s’obtenir plus facilement en
réduisant A & la différence de deux intégrales définies, les conditions pour les limites
étant données, dans la premitre, par m*< m? n?< n? et, pour la seconde, par m?+n*< 1%
en désignant généralement les coordonnées par m, m. Cependant, de cette maniere, on
admet dans les deux intégrales les valeurs m =0, n=0, qui rendent infinie la fonction
& intégrer. Ainsi la valeur de lintégrale dépendrait du choix des variables, et lI'on
obtiendrait des résultats inexacts. Autrement dit, on obtiendrait de cette fagcon la
valeur de A, & une quantité V pres, qui est la différence de deux intégrales de la
méme forme, entre des limites m*< pu? n*<1® ou M*+n<ty p, v, T des quantités
infiniment petites. On voit tout de suite que V n’est pas pour cela infiniment petit
(en effet, sa valeur dépend du rapport w : » et nullement des valeurs absolues de ces
quantités), et, pour en trouver la valeur, il faudrait se servir de lanalyse précédente.

Soit, comme exemple, — = o,
2 © T
A =g [ = R Lant (D)= L (- D)
LV A2 1+Tz 8 27 ____27r1, i
_Q2+T2( —‘d)‘n(nx'ri) OT OF T

. n
De méme, pour el

2 Q II
A =T {r—f Leni(=1) -7 L*ﬂ'(l)}

27 1_9_’5 gt 2t __2’11’1' O
_m+'r2< +T>‘—T(9;T)‘+QT'Q¢T¢'

En représentant par A’, A” ¢es deux valeurs de 4, on a

A -4"= Fg{,’l:—%’ .............................. (10),

ol j'éeris
€=J_r"—fr....._ ..................................... (11),
C 21
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en prenant toujours le signe supérieur pour wv’' —ew'v positif, et le signe inférieur pour
oV’ — w'v négatif.

. ¥ m §
Soient ug ce que devient w en premant =, u_g ce que devient cette méme

. n .
fonction en prenant A TILD, évidemment
U_g : Ug=¢€t U—2D — 822

On peut donc s'imaginer une fonction U donnée par les équations

U =¢8Py g sl | s bed b e sdiaine b (12).
On verra dans la suite que wug est analogue & la. fonction H (u) de M. Jacobi Il
convient cependant, pour la symétrie, de considérer, au lieu de ug, la mnouvelle fonction
U qui vient d'étre définie. Quoique suffisamment donnée par ces équations, nous
allons en chercher encore une autre définition. Pour cela, il faut trouver la valeur

de l'intégrale définie qui détermine A, prise depuis la méme limite inférieure jusqu'a
celle donnée par I'équation

mod (m, n)=T.

Mettons, comme auparavant,
m=1rcos 6, n=rsinf;

solent aussi
Q=0—-07 Ti=v-1
L’équation pour la limite supérieure se réduit a

r* (Q cos @ + T sin 6) (Q, cos § + T, sin §) = 17,

et celle pour la limite inférieure, &
v =l

On trouve tout de suite

™ log (€2 cos 8 + T sin ) (2, cos € + T, sin 6) df

a=-}

0 (Q cos ¢ + T sin 6)*
1 1 ’ ;
5 m log (2 cos @ + T sin 0) (£, cos 8 + T, sin ) (entre = 0, §=27)

L (13)

PR KT dé T—.Qtan8+’l"1—ﬂltan9>
2T ), Q+Ttan§ \Q+Ttand ' Q,+ 7T, tan d

i im dé (T—Qta,ne T,—Q, tan @
T) 3 Q+Ttan 6 Q+Ttan0+QI+T,tan0>
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D’abord
fh dd  T,—0,tan6 éw( sy )as
3 Q+Ttand O, + Tytan 8 )} \Q +Ttané ' Q, + T, tan 6/
= do b dé _ 20 (i T2 (1 + tan? 6)
f_;,,ﬂ+Tta,n0 29_[0 Q’—T’tan*B_Q’+T’f., [1+Q’—’I‘“tan20:|d0
20 T, (Q+Ttané
=m{"+mhﬂ(m)} i) fern
2Q Dinte, T
=.Q”+T2<’}"i2sz>=Q$Ti'

On a de méme, en remarquant qu'en changeant , T en T, , on change le signe
de wv' — 0'v,

i dé an
e+ Titan 0 Q, + Ty’

Dun autre coté,

_TT,-}- Q.Ql s T12+ 912 3
M"ml-m)' M‘“"ml—'rln’
cela donne
f i do T,— O, tan 6 _ T {TTI+QQ1_(Q—T')
O+ Ttand O, +Titand TQ,-T,0| QF T A
el T TT, + QQ, — (Q F T7) (.Qli-Tli$2Tli)_+ T i 2T, i
¥ OO, QFTe S GO T o a0 T SR
ou enfin
f*" dé TI—Qltan0_+ m : iy
3 Q+Ttanf O, +Titand ~QFTi~ 0V — v’

et de méme

(i"dG(T—QtanH)_ +
l 4 (Q+Ttanfp  QFTe’

en omettant seulement le dernier terme de l'autre intégrale; ce que l'on peut vérifier,
au reste, en différentiant par rapport & Q, T I'équation

J’*” dé ok .
o Q+Ttanf QFTe
21—2
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On a donc, en ajoutant les deux parties qui composent l'intégrale,

2m _ Q T Ty
Ad=For o T T ) (7 e e ST TR SR (14).
Il est facile de voir, en écrivant
Aelis 2m  Q b

T 07 T £ T (TO, - T.0)’

que cette expression ne change pas de valeur en mettant Q,, T,, Q, T au lieu de
Q, T, Q,, T,, pourvu qu'on change aussi le signe de 7; cela doit évidemment étre ainsi
et peut servir de vérification.

Soit, pour un moment, u, ce que devient u en prenant pour limite 'équation
mi4 nt=T7,
et supposons que dans la fonction w on ait pour limite I'équation

mod (m, n)=T.

En retenant la valeur de 4, qui vient d’étre trouvée,
u = ¢ 142? Uy 3

mais aussi

ol
U=cliv?u_g=e (i o n;n)”‘u,,
A cause de I'équation, conséquence facile des résultats précédents,
m O

At
U_g =€ QY QxYi Uy.

En éliminant u;, on obtient, entre u, U, une équation de la forme

A=cgBeatem e i% T T migmi e Lo i i (15),
dans laquelle
L) 2m o, m Ty
B=—ditgrtorm tar i T —av)
T
P I RT W )[Z(wv - 0'v) + (0 + @) (v—07)],
ou enfin
_tm(wv+ V) w(ev 4+ oV
B= AT 2oy BT Rl a7 = aly) " (16).
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En rassemblant tous ces résultats, on a le systéme de formules
U=e182 = ¢ 482 _o — b€y
U= E} (B—€) 22 Uie= ei‘ (B+8) 22 U,
e m (v —o'v)
QT mod (v — 0'v)’
o L (wv + V)

mod (0 — w'v)’

u, ue, u_g¢ des fonctions de la forme

x
10 e
oA {4 )
mais avec des limites différentes, savoir:
mod (m, n)=T, T=o, pour la fonction u;
mP=m? n?=nd

m=0o0, Nn=00

= 0, pour ug;

Ma— 10 e —n RO = o0, Pour u_g.

A présent, il importe de remarquer que la fonction we est périodique a I'égard
de @, de la manitre d'un sinus ou d'un cosinus, mais ne lest pas

a l'égard de T;
de méme u_g est périodique & I'égard de T, mais non & l'égard de Q. Quant & U, u,
elles ne sont simplement périodiques ni & l'égard de £, ni & l'égard de T. Pour
démontrer cela, considérons, par exemple, I'’équation

x
ue=x II e CR DR TOON: F s D) W RWEC L
Ue= & (1 + . n)> :
[m depuis —m jusqua m, n depuis —n jusqud n, m=o0, n=w, —=0o, le systeme

n
(m=0, n=0) toujours exclu]; en représentant par u’e ce que devient ue quand on
: i) a P p q q
éerit 4+ Q au lieu de x, on a évidemment

u'g=(w+Q)H<1+ zcm-*:?Q

@ 1 . (m+1, n)
= ml’I<1+(m+1’ n)>ﬂ it

en admettant dans le premier produit la combinaison (m=0, n=0), mais excluant

(m+1=0, n=0), et excluant I'une et l'autre du second produit.

de la forme

Cette équation est

‘e = A'all <1 e AT >
Ue Z S (m S 1’ n) )
avec les mémes limites que dans u; donc

’ Zz . &€
We s ug=AH<1+m> 3 H<1+(:——-—m, n>,
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o TI se rapporte & la seule variable m qui doit s'étendre depuis —n jusqu'a n
Puisqu’ainsi n ne regoit jamais des valeurs qui soient comparables & m, chacun de
ces produits se réduit & l'unité, et I'on obtient

ue : ug=A’,

ou enfin

en posant
z=-%Q,

et remarquant que u est fonction impaire de #, ce qui donne

A'=-1.

Soit de méme u”¢ ce que devient ug en changeant # en #+T. On a pareillement

u’s : ug=A"Il (1+W:+—1)) i H<l+(7,x?n—)>’

ot II se rapporte & la seule variable m. Mais ici les produits ne se réduisent point
a l'unité; en effet,

H(l +(ﬁ—+7)) ou H(l +(W$—n))

z —nT nT
= (@+0D) 10 (1 +2 ) : 0TI (14 25)

A .w
=smﬁ(ac+nT) : smﬁnT.
Mais quand la partie imaginaire de 6 est infinie, on trouve
P S . L T
smﬁ—gz.(e' € )vi%e :
; : st Foitd . T
selon que la partie réelle de 67 est positive ou négative. Or la partie réelle de a

est de signe contraire & wv' —ow'v; on a donc

de méme,
sl e
et de 1a
W=t enxFigge. - s S e (19),

équation de la méme forme que celle que l'on obtiendrait en posant

Ug = e U—_g,
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et remarquant que u_e est périodique & l'égard de T. On voit aussi qu'en sommant,
par rapport & m, il est permis d’exprimer ug par un produit infini simple, dont chaque
factenr est de la forme

sing (z + n7T),

mais qu'on n’arrive pas & un tel résultat, en sommant par rapport & n. En effet,
I'équation
ug= € u_g

fait voir que ue s'exprime par un tel produit ol chaque terme est de la forme
sin ,% (z +m2),

multiplié par le facteur exponentiel ¢=**. On établit de cette fagon lidentité, & un
facteur constant prés, de ue & H (u); mais, & présent, pour é&viter les longueurs, je
ne me propose de considérer aucun de ces produits infinis simples.

Il faut maintenant, pour le développement de la théorie, introduire les trois fonctions
qui correspondent au cosinus. Mettant, pour abréger,

i M= b A e e A (20),
b, Limites.
NI = et o] {1 - (m.? n)} modi(my n)=17, T—cw.
_ e 7 {1 m_"”_}. B =T
i gr =¢ { + e ) mod (M, n)
— 1B & B
Gz =82 1 {1 * n)} mod (s, B)=T.
= Bt s m, i) =T.
r=¢e In {1+ @, ﬁ)} mod (m, ) =T.

En représentant par yez, y_e«, &c., ce que deviennent ces fonctions, et prenant pour
limites

(,me =m? ni= na), (‘fﬁz =S E = nz)’
(m2 s ma’ n= 1—12)’ (m = I_ﬁz, n= 1_12),

\ m n
ol — = o pour yez, &c., — = © pour y_ez, &e.,
= i

on a, en général, en mettant .JJ au lieu de l'une quelconque des lettres y, g, @, Z,

Jw=€i‘@w"‘Jex=5"ﬂz’J_ex .......................... .(21),

ot Jez est périodique & l'égard de Q, et J_gz & l'égard de T. Clest cette équation
remarquable qui définit la loi de périodicité des fonctions J, et de laquelle se déduisent
presque toutes les propriétés de ces fonctions.
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Il est clair qu'en changeant entre elles les quantités {2, T (quantités que nous
désignerons comme les fonctions complétes), on ne change pas les fonctions yz, Zz,
tandis que gz se change en Gz, et Gz en gz. On change de cette maniére € en —6
et B en — B (par exemple, yez se change en y_e, &c.). - Cette considération fait voir
que toute propriété des fonctions J est double, et donne le moyen le plus facile pour
passer d'une propriété quelconque & la propriété correspondante. :

On tire immédiatement des définitions mémes les équations
(y(—w)=—yx, g(—a)=gz, G(—2)=0a, Z(-a)=2Zz;
©) j y0=0, g0=1, GO—4 Z0=1:
A y'O =
Il est facile de démontrer, de la méme maniére dont nous avons prouvé la périodicité
de Jex a légard de Q, que ces fonctions se changent I'une en lautre, & un facteur
constant pres, en changeant # en z+ $(Q. Faisant donc attention & I'équation qui lie
ensemble Jz et Jea, on obtient le systéme de formules
Y (@43 Q) = 02 Aga,
g (@ +3% Q) =etf% Bya,

S e (22)
G (z+ % Q) =etF02 Oz,
Z(z+ % Q) =€t DZg.
Pour déterminer 4, B, C, D, posons
z2=0 ou z=—%0.
En écrivant, pour abréger,
+ 704
(D) thh=e Mg,
on trouve
4=y}, )
B=—q¢g%:y(3}Q), '
A v o B i (23)
C=GEY=q¢*: Z(9),
D=2(3Q)=q: GG Q);,
d’ott I'on déduit cette équation de condition,
Gl @Ik Q)i i it oms ons oo danevs soas (24).
On a de méme le systéme
¥ @+3T)=e 4 4Go,)
A0 i AP e (25).

G (a+3T) =i (" yu, |

Z(z+3T)= 4= DGy |
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De la, si
Ay
e =0 = q_l’

ce qui donne

(E) log q log ¢, = — 7%,

il résulte
A'=yGT),
BB BT s s (26) ;
C==qt:y37),
D=ZGFT) : g3 T); )

d’'oit nous tirons I'équation de condition

o s WA S e SR L SRR (27).

En posant z=4T dans l'équation pour y(z+4Q) et 2=%1Q dans I'équation pour
y(z+47T), on obtient aussi

YERQEED ==y GTE G D) eoveeeeeeearnn (28),

et lon déduirait cette méme équation, ou une équation équivalente, des autres
formules, de maniére qu'on ne peut pas trouver d’autres équations de condition.

Enfin, en rapprochant ces systémes, on obtient

.Y(«C+%Q+%T)=eiﬁz(n_y) A”Za}’\l
g (x+ % Q‘*‘ ‘%T) = e¢}Bz Q) Bugx’ l (29)
G(x“"%ﬂ‘i'%r):eiﬁaﬂﬂ—Y) O”G.T, "

Z(x4+1Q+3T)=epz 00 Dy |
avec les équations suivantes pour les coefficients,

A"=DyEY)gG ),
B =—(=1gyGM : yGO) |
C'=(-1RGQZET),
Di=—(-11q*Z2(3Q) : y3G 7).
En rassemblant les équations entre J (3 Q), J(37T), on a

g§EO)=0,

GET)=0,
GEMZEQ)=q3, STyl COREIE R AR (31),
gEMZET) =q,
YGQgEM=-y3GMEGQ),
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d’oi l'on conclut les formules
B'C" : A"D"=BD : A'C=CD : AB=-1,
AI Bl : CI DI e /IBII : C//D// IR y2 (% T) oo Z-) (% T).

470" : B'D'=-A'C :BD= yGQ) : 239, ... ......

AD :BC =—A'D : BC = y39) : @3GQ),
=—y&7T):gG7T)

dont nous aurons bientdt besoin.

On peut passer maintenant & ce systéme général de formules, ou j'écris
lieu de (—1)™:
® = ( e )wm 8% (my —n) ql_h,,z q‘*"’,

13, comme toujours, (m, —n)=m& - nT;
y {@+(m, n)} =(—)™" Bya,

g {@+(m, n)}=(-)" Ogs,

G{e+(m, n)}=(-) OGe,

Z (@ + (m, n)} = ®Zx;

O = (=) "mhin bz @, = g —pmi—jm g—int
y

g

G

{z+ @, n)}=(- )" DAge,
fo+@m, n}=(-)" PByz,
{e+ @, n)}=(-) PCZa,
(F) 1 Z {&+ (m, n)} = DGz
W = (= )mntim g8 o, =) g —dmt g—hni—in
y {#+ (m, 7)} =(—)""VA'Gz,
§ [+ (m, B} =(- ) ¥BZ,
Gla+(m W} =(-) VCya,
Z{z+ (m, n)} = YD'gz;
X = (=) mntimtin o @, =) g —imi—im g—jat—in

2 + (7, W)} = (=)™ X A"Zs,
z+ (m, n)} =(— )" XB"Gw,
z+ (m, n)} = (- )" XC"gz,
J

——

x+ (m, n)} = XD"ya.
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Soit z=0:

g (”Tl,
G (m,
Z (m,
(G) y

y (m,
g (m,

X, =(
y (m,

G (m,

y (m, n)=
g (m, n)=(—)™@,,
G(m, n)=(—=)" ©
Z (m, n)=

y (m, n

G (m, )=
Z (m, n)=

g (m, n

Z(m, 7)) =

@ =~y gmim g

0, y’ (m: ’I’L) 5 ( i )m+n |,

. By;

= ( e )mn+im ql—}mﬁ—}m—}m;

= ( e )m+" ¢’0A;

0, g (m, n)=(— )" DB,

T )” ¢001

DD ;

Y, = ( =) mn+3n ql—i’”"’ q‘%"“—}'n :
n)=(—)mn W 4
B =(=)" VB,

0, G’ (m, n) =(— )V,
VD

e ) mn+im+in ql—f}mﬂ—}m q—yn?—}n ;
e (= )mind

== IR
n=(-)r X0,

0, Z (@, &)= X,D".

On a de suite, en prenant les différentielles des logarithmes des fonctions Jz,

yeo:
Jg’w -
: Go=— Bz + X {x— (m, 7)},
: Zz=— Be+ X & — (m, 7)™

(H)
Gz

YA

yo=— Bz + Yy {&— (m, n)},
ge=—Bx+ > {z — (m, n)}7,

{B est le coefficient de % dans lexponentielle e des équations (B); il n’y a pas
* craindre de le confondre avec le B qui entre dans les équations pour y (m, =), &c.:
“est par hasard que jai pris deux fois la méme lettre.)

22—2
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Réduisons en fractions simples la fonction
gr Qo : yx Zax.
En écrivant

geQu : yoZo= X [L {&—(m, n)}~ + M {z— (m, &)},

on obtient
L=g(m, n) G@(m, n) : y(m, n)Z (m, n)=1,
M=g (m, n) G(m, ) : y(@m, a)Z (m, n)=B"C"—-A"D"=1.
Done
gz Qo : yo Za =X [@—(m, n)} — X {& — (@, &)},
c’est-a-dire

gz Qo : yxZx=yz : yr)—(Z'x : Za).

(Nous allons bientdt justifier, au moyen dun théoréme de M. Cauchy, l'emploi de
cette méthode de décomposition en, fractions simples qui ne s'applique pas toujours aux
fonctions transcendantes.)
On obtient de méme
ge Zz : yx Ge=y'z : yz)— (G'z : Gz),
Gz : yx ge=(y'z:yz)—(g'z : ga),
@) { =byzZx : gx Ge=(g'x : ga)— (v : Ga),
eyage : GuvZz=(G'w : Gz)— (Z'x : Zz),
eyxGe : Zx yr=(Z'z : Zz)—(y = : yx),

en mettant, pour abréger,

?

(yam:zao=3 0

@) Y40 2G0)=],

] 1
YRQ) : GG =-iyG T+ gGT) =]
Done, en éliminant les fonctions dérivées,
Gz—Z'z= ey,
g'rz — QPx = — by’z,
Iz —glr= cyu,
1 Jai éerit 2 au lieu de % pour me conformer & la notation d’Abel; il est & peine nécessaire de remarquer

que ¢, e sont, en général, I'une et I'antre des quantités imaginaires.
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ce qui donne, en ajoutant,
(K) B=e+¢, ou b=Je&+c,
en nous retiendrons désormais la lettre b dans cette signification. Puis
gz = Z%x — c*y’x,
L) \ QPx =2z + e*y*r.

Soient maintenant
(po =y L,

(M) { Jo—lgr Zz,
Fo=Gz: Za.
On obtient
[(fr=1=ddn
™ o _
r =1+ P’ ;
&=,
©) fle=—cdazFz,
l\ Fz = epafe.

Ces équations sont précisément les équations fondamentales d’Abel (Fuvres, t. I, p. 143
[Ed. 2, p. 268]), et il en déduit

: _$efy Fy + dyfoFa
¢(w+y)'— 1+e2c2¢2w¢2y )
1 oy JEY — PPty FuFy
(P) 1 f(“"‘?/)— 1 +6202¢2$¢2y ’
_ Fx By + epadufufy
F(z+y)= 1+ cogindly

qui sont les formules connues pour l'addition des fonctions elliptiques.

En effet, on peut écrire 'équation
'z =fx Fz
sous la forme
1= coom
J (1 —c¢%) (1 + ed')’

ou, en mettant y = ¢z,

0 L dy ;
@ ‘”—fo JA =) (1 +ey?)’
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on peut donc de ce point supposer connues toutes les propriétés des fonctions elliptiques.
On a, par exemple,

$GD=1 $GO=],

g
e
et de la

8
° dy
%Q__- 2 2y’
5 J | i

’: dy
P 1
t% fo J(1 =y (1+ey?)

qui déterminent , T en fonction de ¢, e. Il parait au premier abord que T,  soient
des fonctions parfaitement déterminées de ¢, e. J’ai des raisons pour croire que cela
n'est pas précisément le cas, et que la question admettrait des développements intér-
essants; mais je réserve ce sujet pour une autre occasion.

On peut, & laide des équations entre y(}3Q), &c., et les quantités c, e, exprimer
cette suite de fonctions en termes de ¢, e« On déduit:
(y GQ)=b-tcigh y GT)=wbtetgH;
g Gy=0 g GT)=betgi

®) 16a0)=beigt, G¢GM=0;
kZ(%Q):b“*c*ql‘*, Z (37 =btetgt;
et de 1a
A=b-tcigt, A'=ibteiqgd, A”=(-Rctetg gt ;
& B=—lbichq %, B'=ble-igt , B’ =—(-)icetg tqt;

C=bictgt, C'=—ibldgt, C/=(-Rectegtgt ;
D=b-tcig %, D=btdg? , D'=—(-)ictet g tgt;

qu'on doit introduire dans toutes les formules ou entrent les quantités 4, B, &c.
Voici le théoréme de M. Cauchy (Ewercices de Mathématiques, tome II. page 28@)):
“Si, en attribuant au module » de la variable

z=1r(cosp+1sinp)
des valeurs infiniment grandes, on peut les choisir de manitre que les deux fonctions

b Lt et S Lo it ),
2 5 2z

deviennent sensiblement nulles, quel que soit I'angle p, ou du moins que chacune de
ces fonctions reste toujours finie ou infiniment petite, et ne cesse d’étre infiniment
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petite, en demeurant finie, que dans le voisinage de certaines valeurs particulieres de p,
on aura

f, ((fZ))

pourvu qu'on réduise le résidu intégral & sa valeur principale.”

On se rappelle que cela veut dire qu’en supposant ces conditions satisfaites, la
fonction fz peut s’exprimer de la manitre ordinaire comme la somme dune suite de
fractions simples, mais qu’il faut étendre d’abord la sommation aux racines de I'équation

;.
Sz
dont les modules sont inférieurs & une certaine limite qu'on fait alors infinie.
Soit, par exemple,
T(w)

S = ehaat+bn 270

ou Tz, Tix ne contiennent que des facteurs qui somt des puissances entitres des
fonctions yx, gz, Go, Zz. En supposant que r n'‘est d’aucune des formes

mod (m, n), mod (W, n), mod (m, ), mod (m, ),
mais, d’ailleurs, une quantité infinie quelconque, on peut toujours écrire
z=r(cosp+isinp)=(m, n)+0 ............c........... (34),

ol @ est une quantité finie telle qu'aucune des fonctions y6, g6, G6, Z0 ne s’évanouit,
m, n sont des entiers dont l'un au moins est infini, mais qui varient depuis — o
jusqua oo, avec l'angle p. Soit 8 le degré de Tz, 8, celui de Tyz & légard de y,
&e.; soit aussi A=8,—8; on a, en général, une équation de cette forme,

S P WS R R ST i 3N Teivassrsnass by (35),
ou F est fini. En supposant donc que la partie réelle de
@ (my; n)t — NEM* £ MNET? Joiiueviiiniiieniiiinien, (36)

est négative quelles que soient les valeurs de m, n, on a

fo=

et de méme

s il SR S A Sk,
L8y, Eof=9o0

Si, au contraire, cette partie réelle est positive, ces trois fonctions sont toujours infinies.
A

Il y a cependant un cas particulier & considérer, savoir, celui ot cette partie réelle
se réduit & Pm® ou @Qn}, P, @ étant des quantités positives. II faut ici que le
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coefficient de » ou de m dans la partie réelle de Im+Jn s'évanouisse. Enfin, si les
parties réelles s'évanouissent entierement, ce qui ne peut arriver que pour

a=0, b=0, A=0,
Ju est fini. On a donc pour fz fonction impaire,

LES (GNP &1 (G

A

(la seconde équation & cause du dénominateur infini z). Il est cependant certain que,
dans plusieurs cas pour lesquels fz est fonction paire, on peut réduire fz en une suite
de fractions simples: par exemple, yz : gz est une fonction impaire que l'on peut, par
ce qui précede, développer en suite de fractions simples; en écrivant z+3T au lieu
de @, on déduit un pareil développement pour Gz : Zz qui est fonction paire.

Remarquons que quand la partie réelle de
a (m, n)* —A6Q*m* + A6Tn?

est négative pour toute valeur de m ou m, la suite pour frz est toujours convergente.
En effet, les numérateurs des fractions simples contiennent ce facteur de fz,

e}a (m, n)2 qlil\m’ q})m?,
qui s'évanouit pour les valeurs infiniment grandes de m, n. Dans le cas ou la partic
réelle est positive, le développement ne peut jamais étre vrai; je crois qu'en général

il est vrai, dans les cas limites, quand la suite que lon obtient est convergente. Il
y a des exceptions cependant; on en verra une en développant ¢*z.

Avant de passer aux exemples, développons la condition pour que la partie réelle
en question soit toujours négative.

En supposant
a=h+ ki,

on obtient pour cette quantité l'expression

i / \
s {h (o g B AT mod2 (a)vm ® v)} .
U ol )
|
y st MEINOA (0 < @'V for0eoorlinnst e nps (37),
+ n? {h (v* — v?) = 2kwv PSR } (\
+ 2mn {h (0v — @'V) — k (0V' + 0'v)}, ;I

qui doit toujours rester négative. Cela donne, aprés quelques réductions, la condition

AT (wv + &'V P AR )

@+ @) (@ + &%) mod (v/ = arv) (@Y~ 0V A+ (@0 + o) B] |
3t LSRR

AP7r? |

CETOICETON )

R+ k& +
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Les valeurs h=0, k=0

satisfont & cette condition, laquelle du. reste (en considérant A, & comme les coordonnées
d'un point) est satisfaite pour tout point situé en dedans d'un certain cercle qui inclut
lorigine, et dont on aurait l'équation en remplagant le signe < par le signe = dans
la formule (38).

On obtient de cette fagon une grande variété de formules particulieres. Par
exemple celles-ci :

[(eesa; yo = D [() e el me 040 emam gt g (g — (m, m)})

l. clazt+va . gr = — bbb E [(_)—mn—mf—}n ela M, n)2+b @m, m) qli (m+3)? qW {a: —(m, n)}1],

(U)<| 0z . Qp=qb—t ¢} 2 [(—)—mn—im—n cla tm., m)2+d (m, 7) qlfmﬁ q}(nﬂ)? {@—(m, n)}1],
P 2 (=Y m+h) (+}) cla @m, )b (m, ) q]i (m+})2q%(ﬂ+§)“ {w— (m, »ﬁ)}—l],

dans lesquelles, pour trouver les limites de @, il faut faire A=1 dans la formule (38).

On a ensuite ce systeme de formules sans exponentielles,

gr"iye = py [ (- (m, n)}],
Gz : yor = " {z—(m, )]
Zz : yxr = S [(~)ymn {® — (m, n)}7];

yo i ge =-b1 B[ fo—@m )},
Gz : gr = — ¢! 2 [(_)m+n {.Z' g (,’—n, n)}"],

o i ge =— b7 > [ {z- @m, n)}];
V) 3
v : Ge==b" e B [(-)™ (o —(m, B)}™],

g : Ge= it B[ o — (m, D},
Zz : Ge= 2 3[E)  {(z—(@m, B,
yo 1 Zw= ic? e X [(—)™ {z— (m, B)}T],
gr : Zo= SB[ |o—@m W)
Go : Ze= i B[ {=- @ D))

dont quelques-unes ont été données par Abel. Il faut remarquer que celles de ces
équations out la fonction est impaire sont justifiées par le théoréme de M. Cauchy, et
que les autres se déduisent de celles-ci. On peut trouver de méme le développement
des fonctions
1 Gz yz g
yege' ' ywge'''' ZeGa
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(celles-ci, qui sont toutes impaires, ont été déja considérées; nous venons de faire voir
que le développement est admissible);

1o de'l Zx 1
yege G’’’ yogeQe’'' ' yagzlZae' '
chacune, excepté celles de la suite é-:‘gza;, multipliée par un facteur exponentiel eb*=+%
Par exemple,
]' 2. 2 -
g Gz D e g g (o (m, )}~

- [ete @@, n)2+b @, m) q,? b g {@— (m, n)}™]

(W) 3
+ D [ebo m Do ) gom? qamth? (g — (m, W)}~

™ [eta . T2+b @m. ) g 2m+h? g2intd? (g — (m, W)}~

Mais on est conduit 3 un résultat beaucoup plus important en considérant, par
exemple, le développement de ¢*z. Cette fonction contient non-seulement une suite
de fractions simples, mdis aussi un terme constant; nous écrirons

pw=J+ XL {e— @, )2+ M {&— @, B} -covriennnnnn. (39).

Pour déterminer L, M de la manidre la plus simple, changeons # en z+ 3Q+3T. En
faisant attention a la valeur de ¢z =yx : Zz, on obtient

~e2c (¢o) =T+ S [L{o—(m, n)}=+ M (& —(m, n)}];
de 1a

L=-¢?c?{z~(m, n)}*(¢px),

M=—ec Ll —(m, m) o)) z=(m n),

ou enfin

L=—e?c?a?(pz)? pour =0,
d
M=—e0 2 (o (g0

ce qui donne

e I | RORIERE (40).
(l)’.’l) =J—e2c3 2 {x o (,fﬁ’ ﬁ)}—z. )&
En intégrant deux fois
[ do [ 40 do= 1o+ 402 B log o= (@, B oo (41)
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ou, & cause de log Zz = — }Ba* + X log (& — (@, )},
f ’ do f P Y A T O (42),
0 0

en mettant, pour abréger,
I1=J-¢?cB
(on u'a pas ajouté de constante arbitraire, parce que Zz est fonction paire de z qui se

réduit & 'unité pour 2 =0). Puis, on a

Zo=¢t i hd et A (43).

De 13 il est facile de déterminer la valeur de 7. Soit, pour un moment,

bz =fz Pede, ¢ z= fz ¢z da.
Puisque
¢*(z + Q) — 2= 0,

on a

¢/ ($+Q)= (b,.ﬂ— ¢/Q'
¢, (z+Q)— ¢ x=2xp .

Mais de I'équation
Pz—P?(Q—2)=0

on déduit
¢z+¢,(Q-2)=¢Q, ¢2-¢,(Q-2)=2¢0,
ou, en faisant z=3Q,
$Q=24,(9Q) ¢,2=0¢30,
c'est-a-dire
¢,(z+Q)—¢p =22+ Q) $3Q;
et de 1a
Z(e+Q)= —tea[1- 2o00) J2@eron 5

Mais on a déja
Z (z +.Q) = #% g~} Zg = P05 7,

donc enfin
~ee[1-34,60)]=8
cest-a-dire
242 et [10
~tecI=48-7 6,30 =18-T Cpode (44).
23—2
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Soit, pour abréger,

262 (40
H="0 | ode.cinniniiccini (45) ;
0
on a cette équation,
(X) I = B—M)w+ete [Fda [Fozaz,

qui exprime la fonction Zz au moyen de ¢z. Clest, en effet, la formule remarquable
de M. Jacobi, que nous avons citée dans l'introduction de ce Mémoire.

En changeant seulement la notation, on a, d’aprés M. Jacobi,

_aaim_ 4 (da fa Fa ¢z fr Fx)
P*(@+a)—P'(x—a)= (T0F 0 B v o siind 4 (46),
= 2¢a fa Fa ¢*x
2 p Lo o e 2%
fo {$*(@ + a) — ¢* (z— a)} do B B - P - 47),
ou, ce qui est la méme chose,
aliy e j’w = " fw _ 2¢a fa Fa ¢z
f_aqb @tayde- [ ¢ @—a)do—2 [ grada = PRULZED L as),
De 13, en multipliant par €% et faisant attention & la valeur de Zz,
Z(x+a) Z(x—a) 2Za_2¢c dafaFad'z (49)
P prre - Gy o b v o e !
Ecrivant dans cette équation @, # au lieu de , a, et ajoutant, on obtient
Zz Za Z(x+a) -
&~ = 7a ——Z—m —e2c’¢a,gba:¢(a+w) ..................... ({)0)
En intégrant la méme équation par rapport & a,
logZ(a:+a)+logZ(w—a)-—2long—2logZa,} (1)
=log (1 + €*c* p*a ¢p*x) :
c’est-a-dire
Zx+a)Z(w—a)=2zZa(l+€CPad™@).....ennnn...... (52),
ou, ce qui est la méme chose,
Z(@+a)Z(z—a)=2c 2%+ ECYXYA...coueuneannnn.., (53),

de laquelle on déduit facilement, en &crivant z+3Q, z+3T, 2+3Q+1T au liev
de @, les équations complémentaires

y(@+a)y (z—a) =y Z%a - y*a Z’,
g (z+a) g (z—a) = gz 2% — c*g*al’z,
(G (@+a) G (z—a)= Q2% + Q2.
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Quoiqu’elle ne soit pas liée trés-étroitement avec la théorie actuelle, on peut

ajouter ici cette autre formule de M. Jacobi, qu’il obtient en intégrant par rapport & z,
au lieu de @,

_[*—ec pafaFap*rdx Z(xz—a) Za d
1 («, a)_fo Lo alog Z e S a . (54),

au moyen de laquelle il déduit des formules pour l'addition des arguments ou des
parametres des fonctions de la troisitme espece. On trouve aussi, dans les Fund. Nova,

; ; : : ; Zx—a)yZ(y—a)Z(z+y+a)
quelques formules déduites de I'équation (49) pour exprimer  ATE S AR
au moyen de la fonction ¢; il serait facile de déduire des équations semblables pour
les autres fonctions y, g, G.

Note sur une wintégrale définie.

Soient &, £ des quantités réelles dont la premidre est la plus grande; Q=0+ o',
T=v+v% des quantités quelconques, telles que wv’ — w'v ne s'évanouisse pas, et écrivons

k, d&b g
A m .................................... (50)

U=

L'intégrale u a toujours une valeur finie et déterminée, puisque le dénominateur ne
devient jamais zéro. On a évidemment

°° 1 1 ,
u—fo dz [Q+T(w+k)-Q+T(w+lcl)} ..................... (56),
et l'intégrale indéfinie est
B Q+T(z+ k)} ’ .
u= Tlog{im .............................. (67);
il faut passer de la & l'intégrale définie, entre les limites 0, . Soit
Q+T @+ k) A
OFrT@th) Y IR AR S T SRR SR (58).

Il est facile de voir qu'en faisant abstraction d'un dénominateur toujours positif, A4,
est une fonction du second degré en x, et B, se réduit a la quantité constante
(o' —@'v) (b, — k). Le signe de B, est donc toujours le méme que celui de wv'—w'v;
quant & celui de 4., puisque évidemment A =1, il est clair que si A, est positif,
4, reste toujours positif, ou change deux fois de signe quand z passe de 0 & «. Sj,
au contraire, 4, est négatif, A, est négatif depuis #=0 jusqu’a une certaine valeur
positive de @, #=a, et positif depuis z=a jusquh = . Considérons d’abord ce dernier
cas. En représentant par Lax la valeur principale de log « (cela suppose que la partie
réelle de & est positive), on obtient cette valeur de u,

13 Q+Th] 1 Q+T@rb—a] 1. [Q+T@Ih+e)
v=_1L —=L —'f :

T Q+Tk| T7| Q+T@+k=~¢ Q+T(@+k+e)
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ol ¢ est supposé une quantité infiniment petite positive. La somme des derniers termes
se réduit a

7 B, ¥ ¥ €
T ( arc tan Au_¢+arc tanB +) ........................ (39),
oli, comme & l'ordinaire, arc tan z doit étre situé entre les limites + 3.

Dans cette formule, 4, . est une quantité infiniment petite et négative; A,.. est
une quantité infiniment petite et positive; donc, quand B, est négatif, les arcs se
réduisent & 4w, —4m, et si B, est positif, & —47, 3w. On a donc

1 Q+ThY . 1 .
“="f‘L(_Q+TIc)+T ........................... (60),

ou il faut se servir du signe supérieur ou inférieur selon que wv'— w'v est positif ou
négatif. Dans le cas o 4, est positif, si A, reste toujours positif, on obtient tout de
suite

ok L(.Q+Tkl>
Y=5\owTE

Si A, change deux fois de signe, par exemple pour z=a et #=§6, il faut introduire
les corrections

B, By i Be Be
+ arc tanm) + an T < arc tan Ae_f+arc tan — Ae+e/

: (—a,r tan
T e v T

qui se détruisent l'une l'autre, en sorte que l'on a le méme résultat que si A4, était
toujours positif. En se servant de la notation employée dans le Mémoire, on a dans
tous les cas

Q +Th\

BN <Q+'rk) ................................. (62),

ou le signe se détermine d’apres celui de wv' — o'v.
En particulier,
k dz K 1 Q+ Tk
f_k.Q+T.z'_Qf., o —Ta 'Y‘L*“'<Q-'rk> ’
Wmna by de Q4+ Ttana

ou 3 L (i) I (63).

Je ne sais pas si l'on a cherché avant moi la valeur exacte de cette intégrale définie,
qui est cependant la plus simple qu’on puisse imaginer, et qui devrait, je crois, trouver
place dans les livres élémentaires.

Noras. Une partie de ces recherches a été déja imprimée dans le Cambridge
Mathematical Journal [24]; je me suis borné au cas ot Q, T sont de la forme w, vi, ce
qui simplifie beaucoup la détermination des intégrales définies doubles; mais la forme
générale des résultats en est trés-peu affectée.
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