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15.

NOTE SUR DEUX FORMULES DONNEES PAR M. M. EISENSTEIN
ET HESSE.

[From the Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, (Crelle) vol. XXIX. (1845),
pp. 54—57.]

MR. EISENSTEIN a donné [Journal, t. XXVIL (1844), pp. 105—106] cette formule assez
remarquable :

(a*d? — 3b*c* + dac® + 4bd* — 6abed)’ = A*D*— 3B*C* + 4A(C° + 4DB° — 64 BCD,
ot 4, B, C, D sont des fonctions données de a, b, ¢, d. Cela peut se généraliser comme
suit.
Soit
u=a’h? + b*g* + ¢*f* + d*e* — 2ahbg — 2ahcf — 2ahde — 2bgcf — 2bgde — 2¢fde + 4adfy + 4bceh,
et de plus
L, du _du _ . du du

A-%(E, B—%%, C——a}d—c,... H=‘.}(—l,7b.
Représentons par U la méme fonction de 4, B, C, ... H, que la fonction u lest des
quantités @, b, ¢, ... h, Uon a I'équation

! U=uw.

Cest un cas particulier d'une propriété générale de la fonction w, que lon peut
¢énoncer ainsi. Imaginons la fonction

axyz + bz, + cxiyez, + dayyaz, + exgnz +f"l‘gy122 + gasys2, + havyses,
transformée en
(. / /

a$1y121+b'w'1y/lz’2+ +h/w/2y/2z/2’
C. 15
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114 NOTE SUR DEUX FORMULES DONNEES PAR [15

par les substitutions
B=MG M, =l Yy, a=n 2z +nz,
=M NG, =y 'y, =z e
et soit «, la fonction analogue & %, des nouveaux ccefficients a’, V', ¢, ... A': alors
W=MA = NN (ane = pa ) (v’ — vawy)? . .
En échangeant seulement les 2, ceci donne

w = vy — v u,

ou a'=vla+l’1'8, b’=1’16+ vlrﬁ GI =D‘10+v1’g, d, -——b‘ld-l-vl'h,
d=mna+ve f=wnb+v/f, ¢ =vctvg, ¥ =v,d+v/h

v =~ 2(ad - be),

v, = =2 (eh - fo),

Ve =ﬂ,h—bg—qf_de(=vl)s

on trouve d'abord
(vvy —v)) =%, ou v =

et puis, en ayant égard aux valeurs de 4, B, C, ... H:
ad=H b=—-@G, ¢/=-F, d=
gl ot B o gle—0 he=A

de manitre que u'= U, d’oi enfin
0 =

La propriété de la fonction u que je viens d’énoncer, se rapporte & une théorie
assez générale, d'une nouvelle espéce de fonctions algébriques dont je m’occupe actuelle-
ment, et lesquelles & cause de leur analogie avec les déterminantes, on pourrait comme
je crois nommer “Hyperdéterminantes.” Je me propose de poser les premiers fondemens
de cette théorie dans un mémoire qui va paraitre dans le prochain No. du C'ambndge
Mathematical Journal (No. xx1Ir) [13].

A présent je passe & une formule de Mr. Hesse [Journal, t. XxXviir. (1844), p. 88],
qui se rapporte aussi & la méme théorie. Soit ¥V, une fonction homogéne du troisieme
ordre, et & trois variables @, y, z. Soit VU, la déterminante formée avec les coefficients
du second ordre de V, arrangés en cette forme:

&V >V a2V

de*’  dady’  deds’
eV av eV
dady’ dy’  dydz’
L AES A |
dedz’  dzdy’ dz2’
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soit @ une quantité constante quelconque et soient A et B deux autres constantes
déterminés: Mr. Hesse & démontré 1'équation remarquable

V(U+aVU)=AU+BVU;

mais sans donner la forme des coefficients A et B, ce qui parait étre tres difficile
a effectuer. En considérant le cas d'une fonction homogene de deux variables seule-
ment, mais d’ailleurs d'un ordre quelconque, on parvient & un théoréme analogue qui
m’a paru intéressant.

“Soit U une fonction homogene et de lordre » des deux variables z, y, et VU

SRV dAVn daliNe S

T _(M)’ I'on a

r=2)(v=38P.V(U+aVU)={-v(¥-1)w-3¢Ja+v (v—1)(2v—-5pIa’} U
+{v=-2)@-3P+@—-2)(v-38)(2v—15)Ja?} VU.

la déterminante

En représentant par 4, j, k, I, m, les coefficients différentiels du quatrieme ordre
de U, on a
I =1ikm —il? — ym?* — k* + 2jkl,

J = 41 — 3k — mi,

de manitre que I, J sont des fonctions de #, y des ordres 3 (v —4) et 2 (v — 4)
respectivement.”

Ce quil y a de remarquable, c'est la forme de ces deux quantités I, J. On voit
d’abord que la fonction I est la déterminante formée avec les termes '

£, R
Joi ok 1
kit o

Mais de plus les deux fonctions 7, J ont la propriété suivante. Si l'on imagine une
fonction du quatriéme ordre

g +458n +6kEy + 4lEr +mryt,
transformée en
VE*+ 48" + 6K E™n + 4V En* + mn",
au moyen de
E=NE +u7,
n=NE+u7,
en représentant par I’, J’, les mémes fonctions de ¢, §, ¥, I, m/, on a

J = =N J, T'= (' =Np)t L
15—2
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L'on parviendrait, je crois, & des résultats plus simples en considérant une fonction
U7, homogene en z, 7, et aussi en @, ¥, et en posant
2V BV V. B

Vi dedz,” dydy,  dady, " dydz,

Par exemple, si U est du second ordre en #, y et aussi en &, %, de maniére que ;
U= 2 (A2+2Bay+Cy) V

+ 2xy, (A’ a* + 2B zy + C' )

+ y? (A"2*+2B"zy+ C"y?);

on a simplement

VVU=4U,
en représentant par @ la déterminante formée avec les coefficients
A B
AR
Y WY R b
et multipliée par 2% Mais il faudrait développer tout cela beaucoup plus loin.

P.S. Je ne sais pas si l'on a jamais discuté la question suivante, qui doit conduire,
il me semble, & des résultats importants. Soient L, M, L', M’, U, V des fonctions
de 2. En éliminant cette variable entre les équations LU+ MV =0 et L'U+ M'V =0,
et en représentant I'équation ainsi obtenue par [LU + MV, L'U + M'V] =0, et
de méme par [U, V]=0 léquation obtenue en éliminant = entre U =0, V=0,
il est clair que [LU + MU, L'U + M'V] contiendra [U, V] comme facteur: quelles
sont maintenant les propriétés de lautre facteur quon peut écrire sous les trois
formes: [LU+ MV, L'U+MV] : [U V) [LU+ MV, LM — L'M] : [L, M] et
[LU+ MV, LM'-L'M)] : [L', M'])?
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