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NOTE SUR DEUX FORMULES DONNEES PAR M. M. EISENSTEIN 
ET HESSE.

[From the Journal für die reine und angewandte Matherruitik, (Crelle) vol. xxix. (1845), 
pp. 54—57.]

Mr. Eisenstein a donné [Journal, t. xxvii. (1844), pp. 105—106] cette formule assez 
remarquable :

où Λ, B, G, D sont des fonctions données de a, b, c, d. Cela peut se généraliser comme 
suit.

Soit

et de plus

Représentons par U la même fonction de A, B, G, ... H, que la fonction u l’est des 
quantités a, b, c, ... h, l’on a l’équation

C’est un cas particulier d’une propriété générale de la fonction u, que l’on peut 
énoncer ainsi. Imaginons la fonction

transformée en

C.
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p ar  l es s u bstit uti o ns 

et s oit m ', l a f o n cti o n a n al o g u e à u, d es n o u v e a u x  c o effi ci e nts a', V,  c', ... h'·, al ors

E n  é c h a n g e a nt s e ul e m e nt l es z, c e ci d o n n e  

o u

S oit  

o n tr o u v e d ’a b or d  

et p uis, e n a y a nt é g ar d a u x v al e urs d e A,  B,  G,  ... H  : 

d e m a ni èr e  q u e √ =  U,  d ’o ù e nfi n
U  =  w ’.

L a  pr o pri ét é d e l a f o n cti o n m  q u e j e vi e ns d ’é n o n c er, s e r a p p ort e à u n e t h é ori e 
ass e z g é n ér al e,  d ’u n e n o u v ell e es p è c e d e f o n cti o ns al g é bri q u es d o nt  j e m ’o c c u p e a ct u ell e ­
m e nt,  et l es q u ell es à c a us e d e l e ur a n al o gi e a v e c l es d ét er mi n a nt es, o n p o urr ait c o m m e  
j e cr ois n o m m er "  H y p er d ét er mi n a nt es. ” J e m e  pr o p os e d e p os er l es pr e mi ers f o n d e m e ns 
d e c ett e t h é ori e d a ns u n m é m oir e  q ui v a p ar aîtr e  d a ns l e pr o c h ai n N o.  d u C a m bri d g e  
M at h e m ati c al  J o ur n al ( N o. x xiii.)  [ 1 3].

A  pr és e nt  j ç p ass e à u n e  f or m ul e d e Mr.  H ess e  ∖ J o u m al,  t. x x viii.  ( 1 8 4 4), p. 8 8],  
q ui s e r a p p ort e a ussi à l a m ê m e  t h é ori e. S oit F,  u n e f o n cti o n h o m o g è n e d u tr oisi è m e 
or dr e, et à tr ois v ari a bl es  x, y, z. S oit  V  U,  l a d ét er mi n a nt e  f or m é e a v e c l es c o effi ci e nts  
d u  s e c o n d or dr e d e F,  arr a n g és e n c ett e f or m e :
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soit a une quantité constante quelconque et soient Λ et B deux autres constantes 
déterminés: Mr. Hesse à démontré l’équation remarquable

mais sans donner la forme des coefficients Λ et B, ce qui parait être très difficile 
à effectuer. En considérant le cas d’une fonction homogène de deux variables seule­
ment, mais d’ailleurs d’un ordre quelconque, on parvient à un théorème analogue qui 
m’a paru intéressant.

“ Soit U une fonction homogène et de l’ordre v des deux variables x, y, et VH

la déterminante , l’on a

En représentant par i, j, k, l, m, les coefficients différentiels du quatrième ordre 
de H, on a

de manière que I, J sont des fonctions de x, y des ordres 3 {v — 4) et 2 (v — 4) 
respectivement. ”

Ce qu’il y a de remarquable, c’est la forme de ces deux quantités I, J. On voit 
d’abord que la fonction I est la déterminante formée avec les termes

K j, k
j, k, l
k, l, m.

Mais de plus les deux fonctions I, J ont la propriété suivante. Si l’on imagine une 
fonction du quatrième ordre

transformée en

au moyen de

en représentant par J', les mêmes fonctions de
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L’on parviendrait, je crois, à des résultats plus simples en considérant une fonction 
U, homogène en x, y, et aussi en a⅛, Vi, et en posant

Par exemple, si U est du second ordre en x, y et aussi en x^, y^, de manière que 

on a simplement 

en représentant par la déterminante formée avec les coefficients 

et multipliée par 2®. Mais il faudrait développer tout cela beaucoup plus loin.

P.S. Je ne sais pas si l’on a jamais discuté la question suivante, qui doit conduire, 
il me semble, à des résultats importants. Soient L, M, L', M', U, V des fonctions 
de X. En éliminant cette variable entre les équations LU+MV=Q et L'U + 
et en représentant l’équation ainsi obtenue par [LU + MV, L'U + J/'P] = 0, et 
de même par [ ?7, P] = 0 l’équation obtenue en éliminant x entre U = 0, P = 0, 
il est clair que [LU + MU, L'U + M'V^ contiendra [U, P] comme facteur: quelles 
sont maintenant les propriétés de l’autre facteur qu’on peut écrire sous les trois 
formes: [LU + MV, L'U + M'V} : [Cλ, P], [LU MV, LM'- L'M} : [L, M} et 
[Γίλ + Μ'Ρ, LM'-L'M↑ : [L', Μ'}}^
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