Przyczynek do teoryi fal wodnych niewirowych
przez

M. P. Rudzki ego.

Rzecz, przedstawiona na posiedz. Wydz. mat.-przyr. d. 1 czerwca 1896 r.;
referent cztonek Natanson.

Mniej wiecej przed rokiem zamiescitem w Rozprawach Akademii
Umiejetnosci  krétkg uwage, tyczacg sie teoryi fal wodnych niewiro-
wych. Poniewaz sposob, w jaki te kwestye wowczas traktowatem, wy-
dat mi sie niezupetlnie zadawalajagcy, wiec postanowitem wroci¢ do niej
po raz drugi. Jednakze niezalezne odemnie okolicznosci nie pozwolity
mi wykona¢ rychto tego zamiaru tak, ze dopiero dzi$ pozwalam sobie
przedtozy¢ niniejszg krotkag prace.

Teorya fal wodnych niewirowych trwatych zajmowat sie przed
kilku laty Helmholtz1). W roku zesztym pojawita sie praca Dra Wie-
n'a?), poswiecona tym falom, praca, ktdrg mozna do pewnego stopnia
uwaza¢ za uzupetnienie i dalszy cigg prac Helmholtza. Dr. Wien po-
daje caty szereg przyblizonych analitycznych wzoréw, przedstawiaja-
cych fale rozmaitego ksztattu i wielkosci, précz tego wyprowadza roz-

1) Sitzb. Acad. Wiss. Beri. 1889 r. str. 761 —780. — Sitzb. Acad. Wiss. Beri.

1890 r. str. 853 - 872.

2) Wied. Ann. 1895, tom 56 str. 100—130. Przedtem Dr. Wien ogtosit czes¢
swych poszukiwan w Berlinskich Sitzb. Praca Dra Wiena zawiera tez poprawki nie-
ktérych btedow w rozprawach Helmholtza.
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maite wnioski, — odnoszace sie do wzajemnego stosunku miedzy pred-
koScig wiatru z jednej, a predkosScia fal z drugiej strony i t. d.

Niniejsza praca ma, jak sie to zaraz okaze, nieco inny cel.

Rozwazamy wraz z Helmholtzem fale wodne niewirowe o rozmia-
rach skonczonych.

Zatézmy, ze falujaca ciecz (lub ciecze) jest niescisliwa, ze zaj-
muje cze$¢ przestrzeni, ograniczong tylko w jednym (pionowym) Kkie-
runku tak, ze fale idg w nieskoriczonosc.

Zatozmy dalej, ze ruch cieczy zalezy tylko od dwoch wspotrze-
dnych, n. p. x iy, oraz ze predkos¢ rozchodzenia sie fal jest stata.
Nakoniec zat6zmy, ze rozpatrywane przez nas fale naleza do kategoryi
fal trwatych t. j., ze: dodajac do poziomej predkosci pewng statg pred-
kos¢, co do wielkosci réwng, a co do kierunku przeciwng predkosci
rozchodzenia sie fal, otrzymamy w kazdym punkcie przestrzeni ruch
trwaty t. j. od czasu niezalezny. Zauwazymy tez mimochodem, ze Helm-
holtz i Dr. Wien rozwazajg jednoczesnie dwie falujgce ciecze, lzejsza
gorng i ciezsza dolna.

Zatdozmy wiec, zeSmy juz dodali owg statg poziomg predkos¢, co
do wielkosci réwng , za$ co do kierunku przeciwng predkosci rozchodzenia
sie fal i oznaczmy jg przez c. — Pomimo dodania tej predkosci ruch
cieczy pozostanie niewirowy.

Ruch przez nas rozwazany bedzie pewnem niewirowem ptynieniem
wzdtuz falistych linij pradu: — fale stojg nieruchomo, podczas gdy
ciecz pod niemi przeptywa. Predkosci zalezg wedle zatozenia tylko od
dwoch zmiennych x iy i nie zalezg od czasu.

Oznaczmy potencyat predkosci przez ¢, za$ funkcye pradu przez y.
Obie te funkcye czynig zado$¢ réwnaniu rézniczkowemu:

Zaktadajac, ze 0§ x-6w ma kierunek poziomy, a 0§ y-O6w pionowy,
otrzymamy na predko$¢ pozioma:

na pionowa:

Przestrzenn, w ktdrej funkcye ¢ i ¢ muszg czyni¢ zado$¢ réwna-
niu | jest ograniczona z jednej strony pewng falistg linig pradu, dajmy
na to linia:
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za$ z drugiej strony pewng prostoliniowg linig pradu, przedstawiajgca
dno, dajmy na to linig:

ktéra moze tez znajdowac sie w nieskonczonosci. Lecz wiadomo, ze,
skoro funkcye ¢ i ¢ sg harmonicznemi funkcyami zmiennych X iy, to
nawzajem X i y sa harmonicznemi funkcyami ¢ i (. Zauwazmy przy-
tem, ze w danym razie ¢ i ¢ sg jednowartosciowemi funkcyami x iy,
jak réwniez x iy sg jednowartosciowemi funkcyami ¢ i ¢. Wynika to
ze samych warunkéw zadania.

Poniewaz rozwazana przez nas przestrzen w ptaszczyznie zmien-
nych ¢ i | przedstawia sie jako pas ograniczony dwiema réwnolegtemi
prostemi [y =o0 i ¢ =h] zatem dogodniej bedzie uwaza¢ x i y za funk-

cye ¢ i .
Ruch cieczy w plaszczyznie X, y jest ptynieniem wzdtuz falistych
linij pradu. Funkcya ¢ musi posiada¢ ksztah:

gdzie F oznacza funkcye peryodyczng wzgledem x. Poprowadzmy w pia-
szczyznie X, y linie:

nastepnie wyobrazmy sobie, zesmy odksztatcili plaszczyzne x, y w taki
sposdb, aby krzywe:

| = statej
staly sie poziomemi prostemi, za$ krzywe:

¢ = statej
staty sie pionowemi prostemi. Zatézmy dalej, ze to odksztatcenie od-
bywa sie w taki sposdb, ze linie

x=state] i y=stalej

cho¢ z prostych staty sie krzywemi, tem niemniej i teraz tworzg sieé

prostokatng i izotermiczng. Takie odksztalcenie jest zawsze mozebne,
jestto tak zwana ,,conforme Deformation™. Oczywiscie po odksztatceniu

krzywe
y = stalej

bedg to krzywe faliste. Niektore z tych krzywych bedg przecinaé
prosta:
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i sgsiadujace z nig proste :
y = statej

Mozna powiedzie¢, ze i w ptaszczyznie ¢, ¢ mamy do czynienia z pe-
wnem ptynieniem cieczy wzdtuz falistych linij pradu (y = statej) przy-
czem ciecz w niektérych miejscach wyptywa, a w innych wchodzi do
przestrzeni, zawartej miedzy prostemi:

A zatem musi by¢:

gdzie F1, oznacza pewng funkcyg peryodyczng wzgledem ¢. Ale harmo-
niczna peryodyczna funkcya, istniejaca w pewnym nieograniczonym pa-
sie, zawartym miedzy dwoma réwnolegtemi prostemi, daje sie zawsze
przedstawi¢ pod ksztattem szeregu, ziozonego z calych dodatnich i od-
jemnych poteg funkcyi:

gdzie k oznacza pewng stalg. A zatem najogélniejszym ksztattem funk-

cyi X bedzie nastepujacy:

Dla prostoty zatozyliSmy, ze peryod funkcyi Fl réwna sie 2m (4.
potozyliSmy stata k = 7). Takie zalozenie jest zawsze dozwolone, albo-
wiem trzeba tylko za kazdym razem obra¢ jednostke diugosci w pta-
szczyznie X, y w taki sposéb, aby dlugos¢ fali wynosita

Ze wzoru Il widzimy, ze, gdy ¢ wzrasta o 2m, to X wzrasta

przyczem ta roznica jest stata w catym pasie miedzy.
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Wezmy teraz na uwage wielkosSc: Poniewaz ¢ nie zalezy wyra-

znie od czasu, przeto:

Ale poniewaz:

przeto

Ale wedle znanych wiasnosci harmonicznych funkcyi:

a zatem réwnanie 111 moze by¢ napisane pod ksztattem:

Lecz, gdy wezmiemy: ze wzoru Il i gdy nastepnie

utworzymy wyraz:

to otrzymamy:

gdzie fL i f2 sg to szeregil) ksztattu:

Utworzmy teraz sume kwadratow:

1) Naturalnie zaktadamy, ze te szeregi sg bezwzglednie zbiezne.
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otrzymamy zawsze rezultat ksztattu:

gdzie S! bedzie funkcya zalezng tylko od ¢ za$ zupeinie nie-
zalezna od ¢, podczas gdy S? bedzie zalezne od obu zmiennych ©
i 0 a przytem peryodyczne wzgledem zmiennej ¢.

Rozdzielajgc teraz zmienne w réwnaniu Il bis i catkujgc, otrzy-
mamy najpierw:

a nastepnie

gdzie M jest pewng dowolng funkcyg zmiennej (. Catka:

jestto funkcya ¢ i ¢, peryodyczna wzgledem @, o0 peryodzie tez row-
nym 2T
Utwérzmy teraz roéznice:

Widzimy, ze ta roznica nie jest stata, ale zalezna od (.
Znaczenie tego wyniku jest bardzo proste. Diugos¢ fali [w ruchu
wzglednym przy nieruchomych falach] jest stata we wszystkich giebo-

kosciach i wynosi : . [przypominamy, ze obraliSmy taka jedno-

stke diugosci, aby dlugos¢ fali wynosita wiasnie ——] ale czasteczki

cieczy na roznych glebokosciach, czy tez raczej na réznych liniach
pradu przebiegajg droge, odpowiadajacg jednej fali, w czasach niejed-
nakowych.

Funkcya S! jest summag kwadratow, a zatem jestto funkcya za-
wsze dodatnia, zmniejsza sie ona stale od powierzchni, gdzie ¢y =o, az
do dna, gdzie y =h. Przy nieskonczonej gtebokosci szereg Il zawiera
tylko odjemne potegi za$ S! znika zupetnie na dnie, t. j. dla § = oo,
Sl=o.
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Wezmy teraz iloraz

ktéry wyraza nic innego, jak $rednia poziomal) predkos¢, z ktbra cza-
steczki cieczy przebywajg we wzglednym ruchu przy nieruchomych fa-
lach drogi odpowiadajace dtugosci jednej fali. Predkos$¢ ta wzrasta od
powierzchni az do dna, przy nieskonczonej gtebokosci staje sie ona na
dnie réwng predkosci c, jak to bylo zreszta do przewidzenia.

Przejdzmy teraz od ruchu wzglednego do bezwzglednego. Ponie-
waz ruch wzgledny powstat z bezwzglednego przez dodanie stalej
predkosci ¢, wiec:

gdzie

jestto ta $rednia pozioma?) predkos¢, z ktoérg czasteczki cieczy posu-
wajg sie w ruchu bezwzglednym.

Predkos¢ ta posiada znak przeciwny znakowi predkosci c, ponie-
waz za$ wedle zalozenia predko$¢ rozchodzenia sie fal byta: —c, a za-
tem ten ruch postepowy odbywa sie w tym samym Kierunku, w kto-
rym posuwajg sie fale. Nietrudno przekonac sie, ze ta predko$¢ zmniej-
sza sie od powierzchni az do dna, a w wypadku nieskoniczonej gtebo-
kosci staje sie na dnie réwng zeru.

A zatem ruch ten w poréwnaniu z wirowemi falami Gerstnera nie
przedstawia sie jako ruch czysto falisty.

Aby otrzyma¢ ruch wylgcznie falisty musielibySmy zatozy¢, ze
mamy wszedzie:

Atoli S! jest summg kwadratow ksztattu:

a zatem musielibysmy zatozy¢, ze:

1) Ta pozioma predko$¢ ma te samg wartos¢ dla wszystkich czastek ptynacych
wzdtuz tej samej linii pradu, ale rozng dla réznych linij pradu.

2) | ta pozioma predkos¢ jest jedna i ta sama na tej samej linii pradu, za$
rozna dla réznych linij pradu.
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zkad znowu

przez co nasz ruch niewirowy wzgledny zredukowatby sie do prostoli-
niowego ptynienia, a ruch bezwzgledny do absolutnego spoczynku.
Inaczej méwiac ruch falisty niewirowy taki, przy ktérym kazda cza-
steczka po uptywie pewnego czasu, zwanego okresem fali powraca do
swego poprzedniego potozenia, jest niemozliwyl). Falom niewirowym
towarzyszy zawsze pewien prad, dazacy w tym samym Kierunku, w kto-
rym posuwajg sie fale. Prad ten jest silniejszy ku powierzchni, za$ co-
raz stabszy w miare powiekszania sie gtebokosci.

Fale niewirowe, acz niemozliwe w przyrodzie sg wiec pod pew-
nym wzgledem podobne do fal wzbudzanych przez wiatr, ktérym stale
towarzyszy prad, skierowany w tym samym kierunku, w ktérym
zdgza wiatr i fale. Jednakze owa wiasnos¢ fal niewirowych, dzieki
ktérej nie moga sie one obej$¢ bez jednoczesnego pradu, nie stoi wecale
w zwigzku z warunkami granicznymi t. j. ze sposobem, w jaki
wiatr dziata na zewnetrzna powierzchnigl).

DODATEK.

Wyprowadzimy jeszcze pare wzor6w przy pomocy tak zwanych
hydrodynamicznych réwnan ruchu Lagrangea.
Roéwnania te majg ksztatt nastepujacy:

X iy sg to wspétrzedne danego elementu cieczy & i n sg to pewne pa-
rametry, jednowarto$ciowe charakteryzujace kazdy oddzielny element

) Zauwazmy, ze skoro droga czasteczki jest krzywa zamknieta,
to wewnatrz tej drogi musza znajdowac sie wiry.

2) Juz po oddaniu niniejszej pracy do Akademii spostrzegtem, ze lord Rayleigh
jeszcze w 1876 r. (Phil. Magaz. kwietniowy zeszyt) znalazt to samo twierdzenie. Po-
niewaz jednak jego dowod jest zgota inny, wiec druku niniejszej pracy nie wstrzy-
matem.
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cieczy, V oznacza potencyat zewnetrznych sit, P = gdzie p ozna-

cza cisnienie a p (stata) gestosc.
Précz réwnan IV mamy jeszcze réwnanie ciggtosci, ktére dla cie-
czy niescisliwych przedstawia sie w ksztatcie:

Zauwazywszy, ze &, n it sg to zmienne wzajemnie od
siebie niezalezne, ze zatem

rézniczkujmy pierwsze z pomiedzy réwnan IV wzgledem n, drugie
wzgledem & i odejmijmy jedno od drugiego. Po tatwych przeksztatce-
niach znajdziemy roéwnanie:

gdzie

Ale jezeli oznaczymy predkos¢ katowg ruchu wirowego przez wj
to, jak wiadomo,

Poniewaz wedle zatozenia:

zas:

ma zawsze skoniczong wartos¢é, wiec musi byé

co naturalnie jednocze$nie zado$¢ czyni réwnaniu VI.
W ten spos6b w przypadku ruchu niewirowego mamy dwa row-
nania rozniczkowe: VII i V. Te ostatnie mozna tez napisa¢ pod ksztattem:
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Mozna potgczy¢ rownania VII i U bis w jedno przy pomocy symbolu:

otrzymamy w ten sposéb réwnanie:

Pomnozywszy je przez:

otrzymamy znowu:

VI

gdzie:

Procz tego napotkamy jeszcze:

przyczem miedzy E, G, H i F istnieje tozsamosciowy zwigzek:

Réwnanie V111 rozpada sie na dwa réwnania:

tatwo tez otrzymac réwnania:
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ktore zresztg wprost wynikaja z poprzednich dwoch réwnan. — Ze
wszystkich czterech powyzej napisanych réwnan otrzymamy réwnanie
rézniczkowe:

i takiez same réwnanie na v. — Réwnanie IX jestto znane réwnanie
Beltrami'ego z ktérego widaé, ze w plaszczyznie zmiennych & i n krzywe:

tworzag prostokatng i izotermiczng sie€. Mozna tez otrzymaé na X iy
takie same rownania jak IX na Ui v. W tym celu do$¢ jest pomno-
zy¢ réwnanie

Zamiast przez

przez.

Innemi stowy powyzsze przeksztatcenia prowadzg do tego samego
analitycznego zadania, ktore wynika wprost z hydrodynamicznych ro-
wnan Eulera.
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