O funkcyach Fuchsa dwu zmiennych zespolonych,

Przez

S. Kepinskiego.

Rzecz przedstawiona na posiedzeniu Wydz. mat.-przyr. z d. 4. listopada 1895 r.
ref. czt. Karlinski.

§ 1

Zadaniem mojem w tej pracy jest rozwazy¢ dokiadnie, w jakim
zakresie istniejg pewne funkcye dwu zmiennych, ktorych badaniem zajat
sie przed kilkunastu laty prof. Fuchs.

Aby rzecz jasniej przedstawié¢, podam naprzod kilka historycznych
uwag.

W pierwszej z dwu not, drukowanych w ,,Nachrichten der k. Ge-
sellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, 1880“ p.t. "*Uber eine Klasse
ton Functionen mehrerer Variabeln, welche durch Umkehrung der Inte-
grate etc. entstehent (p. 170 i n.), okresla prof. Fuchs nowy dziat funk-
cyi, ktére tworzy na podstawie rozwigzan réwnan rozniczkowych, jedno-
rodnych, rzedu drugiego, w ten sam sposob, w jaki sie tworzy funkcye
Abelowe na podstawie funkcyi algebraicznych.

Niech wiec yl1, y? przedstawiajg dwa rozwigzania, od siebie liniowo
niezalezne, réwnania rozniczkowego:
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gdzie g sa funkcyami wymiernemi zmiennej z, a mianowiciel):

za$

Przy pomocy funkcyi yl1, y? utwOrzmy wyrazenia

w ktérych krance dolne 1, @ sa liczbami statemi. Wowczas rownania
te okreslaja pewne zwigzki miedzy zl i z2 a ul i u2 i wlasnie wyrazenia

4) z1+22 =F!1 (ul, u2), z1.z2 = F2 (ul, u2)

przedstawiajg funkcye, ktére byly przedmiotem badan prof. Fuchsa,
a ktoére dlatego nazywam funkcyami Fuchsa dwu zmiennych zespo-
lonych.

Obszerniej badat te funkcye prof. Fuchs w pracy: Uber eine Klasse
von Functionen mehrerer Variabeln, welche durch Umkehrung der Inte-
grale von Loésungen der linearen Differentialgleichungen mit rationalen
Coefficienten entstehen" (Crelle's Jour. t. 89, str. 151) i krotkiej nocie,
umieszczonej w temze pismie t. 90, str. 71—73.

Gtownym celem tych rozpraw jest znalezienie warunkéw Kk o-
niecznych i wystarczajgcych, pod ktéremi owe funkcye
symetryczne z1+z) i z1.z2 (4) sg funkcyami jednowartosciowemi zmien-
nych ul i u2

W pracy tej zaszta pewna niedoktadnos¢, wyswietlona nastepnie
w zupetnosci w szeregu znakomitych prac Poincare'go 2) i Kileina 3),

1) Poréwn. mojg rozpr.. ,,O catkach rozw. réwn. rozn. etc." (Rozpr. wydz. mat.-

przyr. tom XXV p. 264, rozdz. I).
?) Poincaré: Fonctions fuchsiennes. Acta math. t. 1, IlI.
3) Klein: Math. Ann. t. 24 p. 214 (Fussnote); Autographirte Vorlesungen Uber

Diffgl. 1.
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0 ktorej tu wspominam jedynie dlatego, ze sie stata zrddiem biedu
i niepotrzebnych zastrzezenn w innej pracy, ktorg nam sie nizej zajac
wypadnie.

Mianowicie, odpowiednio do wartosci, ktére przyjmujg z! i 2
w punktach osobliwych réwnania rdézniczkowego (1), rozréznia prof.
Fuchs 1 c. rozmaite przypadki. W jednym z tych przypadkéw rozwaza
pytanie, kiedy funkcya automorficzna z=¢(n | jest funkcya jednowar-

tosciowg zmiennej M =. Owdz, jako odpowiedz na to pytanie, stawia

prof. Fuchs twierdzenie: ,,Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym,
aby z =109 (n) byla funkcya jednowartoSciowg, jest, aby w punktach
osobliwych nie byla rozgaleziona". Jak wiadomo, jest to tylko warun-
kiem koniecznym, potrzeba bowiem jeszcze innych warunkéw dodatko-
wych, tyczacych sie t. z. parametrow akcessorycznych 1).

Aby ten punkt jasniej przedstawi¢, pozwole sobie przytoczy¢ na-
stepujacy przykiad.

Niech

przedstawia funkcye modutowa, o ktorej na pewno wiemy, ze jest jedno-
warto$ciowg i ze jako naturalng granice posiada np. 0$ rzeczywistg
ptaszczyzny n, tj., ze istnieje w jednej tylko np. gornej polowie tej
ptaszczyzny. Potowe te ptaszczyzny mozna przy pomocy funkcyi

(gdzie k, potrzeba jeszcze odpowiednio dobrac), odtworzy¢ czyli odwzo-
rowa¢ na prostokat, ktérego wierzchotkami sg punkty + K, 7K+ iK',
W przypuszczeniu, ze 4K, 2iK' sg peryodami powyzszej caiki.

Analitycznie znaczy to, zeSmy zamiast n wprowadzili zmienng (.
Tym sposobem otrzymujemy znowu funkcye jednowartosciowsq

ktéra istnieje tylko wewnatrz owego prostokagta, a wiec jako granice
naturalng posiada obwdéd tego prostokata.

Ow prostokat odtworzmy nareszcie na pierscien kotowy n-krotnie
pokryty. Mozemy tego dokonaé przy pomocy funkcyi

1) Por. moja, wyzej cytowang prace, w ktorej te warunki sg w krotkosci przy-
toczone.
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Tym sposobem otrzymamy z funkcyi, ¢1(§) funkcye

istniejagcg wewnatrz owego pierscienia, ktora na jego polu widocznie
nie posiada zadnych punktéw rozgatezienia (znajdowaé sie one moga
na kotach ograniczajgcych pierécien, stanowiacych naturalna gra-
nice, a wiec poza ktére wyjs¢ nie mozemy) — a przeciez, z powodu
«-krotnego pokrycia pierscienia, jest wielowartosciowa. | w istocie dla
wartosci { przed i po obiegu okoto punktu zerowego przyjmuje & dwie

rézne od siebie wartosci: & i & —#—, dla ktorych znowu n, a wiec

takze, ogolnie mowiac, i z dwie rézne wartosci moga otrzymywac.

W krotkim czasie potem ogtosit prof. Fuchs nowg prace: ,, Uber
Functionen zweier Variabeln, welche durch Umkehrung der Integrale
zweier gegebener Functionen entstehen” (Abh. der k. Gesellschaft der
Wiss. zu Gottingen, t. 27, 1881), w ktorej rozwaza funkcye Fl, F2,
jeszcze ogélniejsze od poprzednich, biorac jako podstawe funkcye yl, y2,
w pewien sposob okreslone, lecz niekoniecznie czynigce zados¢ réwna-
niom rézniczkowym (1).

W rozprawie tej wprowadza znowu autor jako konieczny warunek
jednowartosciowosci funkcyi FL, F2 jednowartosciowos¢ albo nawet dwu-

wartosciowos$¢ funkcyi z = ¢@(n), gdzie n = wskutek ogol-

niejszego w tej pracy zalozenia nie zastanawia sie juz nad tem, Kiedy
funkcya z=¢@(n) jest jedno — a kiedy dwuwartosciowa. Wskutek tego
ta rozprawa jest bez zarzutu i jako najbardziej wyczerpujagca w tym
przedmiocie, stanowi¢ dla mnie bedzie punkt wyjscia.

W nastepnych Kilku latach, pomimo konkursu kréla szwedzkiego,
ogtoszonego w Acta mathem. (VII, 2, 1885), majacego na celu dalsze
rozwiniecie funkcyi Fuchsa (dwu zmiennych),— o ile mi wiadomo— nic sie
wazniejszego w tym przedmiocie nie pojawito, wyjawszy Kkilka twier-
dzen Fuchs'a, stosujgcych sie do funkcyi o wiecej, jak dwu zmiennych.

Dopiero w r. 1890 ukazata sie obszerniejsza praca p. Lohnsteina:
,,Uber lineare homogene Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche
Integrale besitzen, durch deren Umkehrung sich eindeutige Functionen er-
geben" (Inaugural-dissertation, Berlin), w ktorej powyzej omawiany btad
znowu sie zjawia. W pracy tej, jak zresztg jej tytut wskazuje, sg roz-
winiete szczegdlowiej twierdzenia Fuchs'a w zastosowaniu do rownan
rézniczkowych (1). Gtéwnie idzie tu wprawdzie o wyliczenie wszystkich
takich réwnan rozniczkowych, ktérych catkami sg funkcye algebraiczne,
a wiec ktore prowadzg do szczeg6lnych funkcyj Abelowych, jednak
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w pierwszych kilku rozdziatach jest takze mowa o jednowartosciowosci
funkcyi z =9 (n). Tak n. p. czytamy: "wir machen zuerst Annahme, dass
fur alle endlichen singularen Punkte (nawet wtedy, kiedy ich liczba jest
wieksza od 3) die Wurzeln der determinierenden fundamenthalgleichung

der Differentialgleichung (I) die Form

fur z = o die Form kn=1 + li— kit = 1 han%en. Dann st
klar, dass z eine eindeutige Function von n ist (zob. str. 15 i nastepne).
It d

Z powodu tych niedokfadnosci wypowiedziat prof. Klein w swoich
wykitadach 1) nastepujgcg uwage: rthiernach scheint es sehr zweifelhaft,
ob Angaben des Herm Fuchs uber die Functionen FI, F2 irgend zutreffend
sind, bezw. welche Bedeutung sie liaben mogen.

Ta uwaga spowodowata mnie, do blizszego i szczegotowego zaje-
cia sie owemi funkcyami. | w istocie na pierwszy rzut oka nie jest
jasne, jak daleko siega wptyw zachodzacych niedoktadnosci; potrzeba
byto je i z niemi zwigzane niepotrzebne zastrzezenia usung¢, aby zna-
lez¢ prawdziwy zakres i znaczenie funkcyi

Sadze, ze zdotatem otrzymac¢ zupeilng na to pytanie odpowiedz,
ktérg przedstawie w nastepnych ustepach.

8 2

W tym celu przytocze naprzéd w zwigzku z soba warunki Fuchsa,
wziete z rozprawy: rUber Functionen zweier Variabeln etc.u (Abh. d.
k. G. zu Gottingen, 1881) i objasnie je kilku stowami.

a) Rozwijajac funkcye (4) na szeregi, przy pomocy réwnania (3),
dla takich wartosci ux, w2, dla ktérych z schodzi si¢ z punktami oso-
bliwymi réwnania rozniczkowego (1), dochodzi sie¢ do wniosku, ze

wyktadnik najnizszej potegi w rozwinieciu funkcyi

gdzie a, b sg statemi) posiada dla punktu osobliwego réwnania (1),
ktory lezy w odlegtosci skonczonej, postac:

% Klein, Diffgl. Heft 11 p. 87. 1891.
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za$ w punkcie z = oo postac:

(zob. L c. str. 9, 32, 38).
b) Funkcya

nie moze by¢ wiecej jak dwuwarto$ciowa. O potrzebie tej wia-

snosci mozna sie przekona¢, rozwazajac takie systemy wartosci ul, u2,
dla ktérych z1, z2 czynig zado$¢ réwnaniu:

(zob. str. 14, 21).

¢) Woprowadzajgc te nowg zmienng n w rownania (3), otrzymuje
sie [na podstawie b)] réwnania:

(zob. str. 24).
d) Co sie tyczy funkcyi Y (n), to posiada ona nastepujgce wiasnosci:

a) Jest jednowartosciowa.
B) Punkty nieistotnie osobliwe funkcyiz = ¢ (7) pozostajg
takimiz dla funkcyi (¢ (n). Jezeli nadto punkt n =oco jest takim nie-

istotnie osobliwym punktem funkcyi z = ¢ (n), to wyrazenia:

albo ewentualnie N2 V W(n) sa w okolicy punktu Nn=oo funkcyami
jednowartosciowemi skoriczonemi i réznemi od zera, stosownie do tego,
czy z = @(n) jest dla n = co funkcya jednowartosciowa, czy tez dwu-
wartosciowa.

(zob. 1 c. str. 33).

e) Nad punktami istotnie osoblivwymi, z powodu ich do-
niostej waznosci, zastanowimy sie blizej.
Z rownan (3) wynika
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albo, z uwagi, ze

Mozemy zawsze przyjac, ze

a wiec, ze wedtug a)

gdzie k=0, albo tez jest liczbg catkowita dodatna. Lecz wedtug (b) jest

gdzie m =1, albo m=2. Mamy wiec wedtug (5):

gdzie  (z—ei) oznacza szereg potegowy argumentu (z — ei).

Poniewaz wykfadnik -— moze otrzymywac, jak z powyz-

szego wynika, tylko wartosci ujemne lub, co najwyzej, warto$¢ zero,
wiec takze w punktach osobliwych jest { (n) od zera rézne. A zatem

funkcya y! = V { (n) nie jest dla zadnego punktu osobliwego réwng
zeru; innemi stowy :

jest funkcyag catkowita.
f) Mozna okaza¢ (por. Lohnstein str. 12, 13 , ze dla punktow
istotnie osobliwych funkcyi z = ¢ (n), otrzymuje funkcya  (n) wartosci
nieskonczenie wielkie. Punkty te sg wiec tylko biegunami funkcyi y(n).

g) Wedtug ¢) i f) jest wiec

funkcya catkowita wymierna.
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8 3.

Tym sposobem prof. Fuchs okazat, ze calki

przechodza, przez wprowadzenie zmiennej n, na catki

gdzie, jak zauwazyliSmy pod (g), G (n) jest funkcya catkowitg wy-
mierng.
W dalszym ciggu rozwazymy oddzielnie dwa przypadki.

I) Funkcya z=¢ (n) nie posiada zadnego punktu istotnie osobliwego.

Wtedy nie jest takze n = oo punktem istotnie osobliwym, a wiec,
wedtug (a, B), funkcya G (n) jest funkcya catkowitg wymierng stopnia
5-go albo 6-go. WoOwczas mamy do czynienia z catkami Abelowemi
rodzaju p = 2 (hypereliptycznemi), ktérych odwrotno$¢ prowadzi do
funkcyj Abelowych. Te wiasnie przypadki stanowia gtéwny cel badania
pracy Dra Lohnsteina.

I1) Jezeli funkcya z =@(n) posiada punkt istotnie osobliwy, to zawsze
mozna, przy pomocy podstawienia liniowego, do tego doprowadzi¢, ze
nim bedzie punkt n=co. Lecz dla takiego punktu otrzymuje catka

warto$¢ nieskonczenie wielka, albowiem tor catkowania na plaszczyznie
z jest nieskonczenie diugi (por. Lohnstein, 1 c. str. str. 15). Stad wy-
nika, ze funkcya G(n) moze by¢, co najwyzej, stopnia 3-go

w przeciwnym bowiem razie bytaby wszedzie skonczona.

Ale i na odwrét na podstawie 1) wnosimy, ze jezeli G () nie jest
stopnia 5-go albo 6-go, to funkcya z = ¢ (n) posiada przynajmniej jeden
punkt istotnie osobliwy.

Stosownie do wartosci, Ktore przyjmowa¢ moga Spotczynniki a, B,
y, 6 funkcyi G(n), rozréznimy siedm przypadkéw:
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Nadto zauwazymy, ze, wprowadzajac we wyrazenie (5, str. 217)
Y(n)= otrzymamy nastepujacy zwiazek miedzy rozwigzaniami ré-

wnania rozniczkowego (1):

w ktérym R (z) przedstawia funkcye wymierng zmiennej z, za$ r ozna-
cza liczbe catkowits.

Wazny ten zwigzek, zresztg dobrze znany, pozwoli nam ocenic,
w ktérych przypadkach istniejg funkcye Fuchsa F1, F2. Do takich bo-
wiem zwigzkéw odnosi sie nastepujace jego twierdzenie (CrellesJ. t. 81
str. 127): ,jezeli zdarzy sie, ze forma podwdjna, stopnia wyzszego niz
drugi, ktdérej zmiennemi sg catki réwnania roézniczkowego (1), od siebie
linijjowo niezalezne, jest réwna pierwiastkowi z funkcyi wymiernej, to
owo réwnanie (1) posiada tylko rozwigzania algebraiczne™.

Zwigzki tego rodzaju zachodza istotnie w przypadkach 2, 3, 4,5,
i 6, gdzie formy sa stopnia wyzszego jak drugi, mianowicie:

Wedtug powyzszego twierdzenia winny mie¢ tu nalezace réwnania
rézniczkowe rozwigzania algebraiczne. Nie zgadza sie to jednak z na-
szem zatozeniem pod II), ze funkcya z = @(n) posiada przynajmniej je-
den punkt istotnie osobliwy. Jest wiec tylko jeden wniosek mozliwy:

W przypadkach 2), 3), 4), 5 i 6) niema réownan
rézniczkowych, czynigcych zados¢ warunkom Fuchs'a
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wymienionym w ustepie 2-im. Innemi stowy, w tych przy-
padkach nie istniejg funkcye Fuchsa Fl1, Fl jedno-
wartosciowe.

Co sie tyczy przypadkéow 1) i 7), to zwigzek 7) redukuje sie
w nich do:

Z powyzej przytoczonego twierdzenia Fuchsa i jego odwrécenia
(por. 1 c.) wynika, ze rownanie rézniczkowe (1) posiada w tych przy-
padkach catki przestepne (nie algebraiczne).

I w istocie, uzywajac rownania (5), mozna tatwo w obu tych przy-
padkach znalez¢ funkcye wymierng R (z). Jezeli sie nadto wyrazi funk-

cye n= 2/przez z, to sie otrzyma ogdlng postac¢ catek yl1,y? (por. Lohn-

stein 1 ¢. 8 2, 3). Na podstawie za$ tych catek mozna znalezé odpo-
wiednie réwnania rézniczkowe.

Owoz okazalo sie, ze wszystkie te rOdwnania rézniczkowe, z wy-
jatkiem jednego, o ktorem nizej, wyszukat i przytoczyt jako przyklady
sam prof. Fuchs; takich wiec rownan istnieje tylko kilka
przypadkow.

We wszystkich tych przypadkach otrzymuje sie funkcye Fuchsa
F1, F2 przy pomocy funkcyi podwdjnie peryodycznych.

Pozostaje jeszcze do omolwienia przypadek, ktéry, jak wspomnia-
tem, uszedt uwagi wzmiankowanych autorow. Jest on dlatego wazny,
ze jest jedynym przyktadem na to, ze funkcya z = ¢ (n), posiadajaca
punkt istotnie osobliwy, jest dwuwartosciowa, a pomimo tego funkcye
721 +— z=F1 — F2 pozostaja jednowartosciowemi.

Jakoz, jak tatwo sprawdzi¢, stata c¢? rdéwnania rézniczkowego,
ktére sie wedtug powyzszej reguty w przypadku (7") znajduje, moze

otrzymywac¢ nie tylko warto$¢ c2 =4 gdzie 2w jest peryodem funkcyi

podwdjnie peryodycznej (por. Lohnstein str. 24, 25), ale takze wartosé
2mi . L . .
m‘ (co whasnie powoduje, ze z = ¢ (n) jest funkcya dwuwartosciowa).
Poprzedzajagce wyniki mozemy ujg¢ w nastepujgce twierdzenie:
Warunki Fuchsa, odnoszgce sie do funkcyi dwu
zmiennych, tworzacych sie na podstawie réwnan roé-
zniczkowych, jednorodnych, rzedu 2-go, oraz posia-
dajacych spdétczynniki wymierne, sa konieczne i wy-
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starczajgce. Woyjawszy przypadki algebraiczne,
istnieje jednak tylko kilka takich réwnan réznicz-
kowych. We wszystkich takich niealgebraicznych
przypadkach mozna otrzymac¢ funkcye Fuchsa przy
pomocy funkcyj podwodjnie peryodycznych i wszyst-
kie te przypadkKi [z wyjatkiem jednego, kiedy z=¢ (n)
jest dwuwartosciowe], przytoczyt juz jako przykita-
dy prof. Fuchs w drugiej nocie, drukowanej w roz-
prawach kr. towarzystwa getyngskiego w r. 1880-ym.
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