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ADDITION A LA DEMONSTRATION DU THEOREME DE LA­GRANGE SUR LES MINIMA D’UNE FONCTION LINEAIRE A COEFFICIENTS ENTIERS D’UNE QUANTITE IRRATION- NELLE, DONNEE DANS LA SEANCE PRECEDENTE*.
[Comptes Rendus de l'Academie des Sciences, liv. (1862), pp. 53—55.]On peut a juste titre elever quelque objection centre la forme donnee au theoreme cite en tant que j’ai pose comme criterium des reduites p/q de l'irrationnelle v, la condition que la valeur de p — qv restera plus petite que toute valeur qui resulte de la diminution ou de p, ou de q, ou de p et q simultanement dans cette fonction, tandis que le criterium de Lagrange ne considere que l’effet de la substitution simultanee des nombres inferieurs a 

p et a q. On remddie a cet inconvenient et en meme temps on simplifie la demonstration du theoreme dont il est question en donnant un peu plus d’extension a la conclusion nommee A dans la Note precedente.Dans l’equation (3), c’est-a-dire, 
si l'on pose (de sorte que p — λ, q — μ deviennent simultanement — p', -q'∖), on aura 
donc Δ'2 < ∆2, c’est-a-dire que les minima p — qv, p' — q'v, etc., vont toujours en diminuant; mais si, s restant egale a l + 1, r n’est pas prise egale a ks + l, λ et μ tous les deux excederont p+p', q + q' respectivement. Tel est donc l’effet des conditions caracteristiques du systeme p, q; pour qu’il soit possible que ∆'2 soit moindre que Δ2, (ρ — λ)2 ne peut pas devenir p'2 sans qu’en meme temps (q -p)2 devienne q'2 et reciproquement.[* p. 250 above.]s. II. 20
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306 Addition a la demonstration du theoreme de Lagrange [54Consequemment a la place de ladite conclusion A, on peut substituerl’enonce suivant, c’est-a-dire p/q etant une reduite quelconque de v, p— qv s'aug- 
mentera en substituant pour p un nombre quelconque moindre que p' ou pour q 
un nombre moindre que q', pourvu qu'on ne substitue pas en meme temps p' 
pour p et q' pour q.Avec cet enonce, on peut se passer tout a fait de la conclusion B. La preuve que la condition de Lagrange est necessaire decoule et avec surabon- dance de cet enonce: cela saute aux yeux; et quant a la suffisance ou 
criterium, on n’a qu'a remarquer que si a/b n’est pas une re'duite de v, on peut prendre 
et alors seront tous les deux <a-bv. De plus, on aura 
ou bien donc, dans tous les cas, a— bv diminuera quand on diminuera dans une maniere convenable a et b simultanement: ce qui demontre la difference du criterium dont il a ete question.* On n’a pas besoin de dire que rien n,empeche que e ne soit egal a i; mais dans ce cas, comme on ne peut pas avoir simultanement a=pe+1, b = qe+1, la conclusion du texte reste bonne.
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