
39.

SUB LT N VOLUTION DES LIGNES DROITES DANS L'ESPACE CONSIDEREES COMME DES AXES DE ROTATION.
[Comples Rendus de l'Academie des Sciences, LII. (1861), pp. 741—745.]Note presentee par M. Chasles.On sait qu’on pent representer un deplacement infiniment petit quel- conque d un corps rigide au moyen des rotations du corps autour de six axes. En effet, la methode usuelle de representer ce deplacement au moyen de trois mouvements de rotation et de trois de translation rentre, comme un cas particulier, dans la methode dont je ρarle, en prenant trois axes sur les six a une distance infiniment eloignee du corps. Cependant il n'est pas vrai que la disposition des six axes soit arbitraire dans un sens absolu. Car si les six axes sont choisis de telle facon qu'on peut trouver des forces qui, agissant dans leurs directions sur un corps rigide, feront equilibre entre elles, les rotations autour de ces axes ne restent plus independantes, c'est-a-dire une rotation autour d’un de ces axes peut etre decomposee dans ses rotations autour des autres, et consequemment les six axes n'equivaudront en realite qu’ a cinq tout au plus. Dans ce cas, on peut dire que les six axes forment un systeme en involution ; et l'objet de cette Note est de preciser les carac- teres geometriques par lesquels on peut reconnoitre une pareille involution et, de plus, de fournir les moyens de construire un tel systeme, et, en suppos- ant cinq des axes donnes, de trouver le lieu le plus general du sixieme.L'auteur traite d'abord les cas oil les droites donnees sont en nombre inferieur a cinq, et oil il s’agit d'en determiner une de plus qui fasse avec les droites donnees un systeme de droites pouvant representer lea directions d' un systeme de forces (ou de rotations, ce qui revient au meme) se faisant equilibre. Il a occasion de citer la Statique de M. Mmbius (Lehrbuch der 

Statik", Lepzig, 1837), et surtout un Memoire dans lequel ce savant geometre a traite ces memes questions (Ueber die Zusammensetzung unendlich kleiner 
Drehungen ; voir Journal de Crelle, 1, XVIII, ρ. 189—212).
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39] Sur l'involution des lignes droites dans l'espace 237Il continue ainsi:Je passe a la question (objet principal de cette Note) de l'involution du nombre maximum de six lignes. Je suppose que ces lignes soient donnees, a l’exception d’une seule dont il s’agit de determiner le lieu geometrique. Je combine les cinq lignes donnees quatre a quatre; et, quand cela peut se faire, je mene deux transversales rencontrant les quatre droites de chaque combinaison. L’on aura ainsi, en general, cinq paires de transversales.Dans ces circonstances, je suis a meme d’enoncer la proposition geometri­que remarquable qui suit: En choisissant arbitrairement un point dans l'espace, et en menant par ce point une transversale a chacune des paires de transversales nommdes plus baut, toutes ces transversales ainsi menees (en general au nombre de cinq) se trouveront dans le meme plan; et correlative- ment, en coupant les paires de transversales par un plan quelconque, les droites (generalement cinq en nombre) qui joignent les deux points d’inter­section de la meme paire, se croiseront toutes dans le meme point. Je nomme un plan et un point ainsi determines reciproquement, pole et plan 
polaire.Je prends arbitrairement une droite qui coupe une paire quelconque de transversales, et je choisis a volonte deux points 0 et 0' sur cette ligne; je trouve les plans polaires respectifs de 0 et 0' (ce qu’il est toujours possible de faire, parce qu’il y a deux paires de transversales au moins, outre la paire coupee par la ligne 00'), disons P et P'. Dans le plan P, je prends a volonte deux points E et F, et par E et F je mene deux lignes qui coupent respec- tivement les deux lignes d’une quelconque des paires de transversales dont j’ai parle et qui rencontrent le plan P' en E' et F'; je construis deux 
faisceaux homographiques situes dans P et P,, pour lesquels les rayons 00', 
0E', OF’ correspondent respectivement a 0'0, 0'E, 0'F, et je dis que toute droite qui coupe deux rayons correspondants quelconques de ces deux faisceaux sera en involution avec les cinq lignes donnees, et vice versa, chaque ligne en involution avec les cinq lignes donnees coupera deux rayons correspondants de ces deux faisceaux.Jusqu’ici j’ai suppose que la ligne commune aux deux faisceaux a ete choisie dans une direction qui traverse les deux droites d’une des paires de transversales connues. Cette restriction peut maintenant etre abandonnee, car on pourra choisir pour la ligne des centres des faisceaux une droite quelconque qui coupe deux rayons correspondants; c’est-a-dire une sixieme ligne quelconque qui se trouve en involution avec cinq lignes donnees, pourra servir de rayon commun a deux faisceaux plans homographiques ainsi dis­poses que chaque ligne coupant deux rayons correspondants dans deux faisceaux sera elle-meme en involution avec les cinq lignes donndes.J’ajoute, comme etant compris virtuellement dans ce qui pre'cede, que le lieu de toutes les lignes qui sont en involution avec les lignes donnees et
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238 Stir l'involution des lignes droites dans l'espace [39 passent par un point donne, est le plan polaire de ce point (selon la definition expliquee ci-dessus du pole et du plan polaire). M. Moebius avait deja demontre que ce lieu doit etre un plan; mais il avait omis de donner le moyen de la construire.On peut aussi remarquer que chacune des cinq lignes donates passe par deux rayons correspondants dans chaque couple de faisceaux construit selon la methode fournie plus haut; la meme chose aura lieu pour chaque ligne droite qui se trouve dans l'hyperboloide dont trois quelconques des lignes donnees sont des generatrices; et j’ajoute que six lignes quelconques, cha­cune desquelles passe par deux rayons correspondants dans un couple de faisceaux, seront en involution entre elles.On peut donner le nom d'axes conjugate a chaque paire de lignes dont toutes les transversales sont en involution avec un systeme donne de cinq droites. Ces systemes d’axes possedent entre eux des propriety remarqua- bles dont, pour le moment, je veux settlement indiquer la snivante: On peut 
toujours mener un hyperboloids par deux paires quelconques duxes conjugate.Voici les proprietes metriques les plus frappantes des couples de faisceaux homographiques dont il est question. Les deux droites*  perpendiculaires ala ligne des centres dans les deux plans de l'homographie seront des rayons correspondants; en consequence, si l'on fait tourner l'un des faisceaux autoιr de la ligne des centres jusqu a ce qu’il se trouve dans le meme plan avec l'autre faisceau, les rayons correspondants s'entrecouperont dans une ligne droite perpendiculaire a la ligne des centres*, et je trouve que le point oil cette perpendiculaire coupe la ligne des centres sera le pole du plan qui, passant par cette ligne, divise en deux parties egales l'angle diedre forme par les deux plans homographiques. Nommons ce point le pivot de la ligne des centres: j’aurai tout a l'heure l'occasion d'y revenir.Considerons l'ensemble de tons les axes conjugues, cest-a-dire de toutes les paires de rayons correspondants de tons les couples de faisceaux appurte­nant a un systeme donne de cinq lignes, je dis qu’on pent aρpliqιιer dans les directions de ces deux axes deux forces dont le rapport de grandeur sera absolument constant pour le systeme donne, de facon qu’elles seront statiqιιe- ment equivalentes a deux forces de grandeurs convenablement choisies dans les directions de deux autres axes conjugues quelconques. En considerant une ligne quelconque coupant ces deux axes comme la ligne des centres d’un couple homograρhique contenant ces deux axes pour rayons correspondants, les deux forces qui doivent agir dans leur direction pour balancer les deux forces fixes auront des moments egaux par rapport an pivot de cette ligne. I ar consequent, si l' on connaιt le pivot d'une seule ligne de centres <∣ui rencontre deux axes conjugues fixes porteιιrs des lignes en involution avec un systeme de cinq lignes donnees, on peut construire tons les couples de [*  See the correction below, p. M4.)
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39] considerees comme des axes de rotation 239faisceaux homographiques dont les lignes et centres rencontrent ces memes axes. Car non-seulement les plans d’homographie de chaque couple seront connus, mais le rapport anharmonique de ses deux faisceaux le sera de meme, et cela parce que la position des pivots devient determinee. On peut ajouter que, puisque tous les pivots appartenant aux memes axes conjugues doivent etre tres-eloignes de ces deux axes par des distances perpendiculaires qui sont dans un rapport constant entre elles, le lieu geometrique qui les contient tous sera une surface du second degre et evidemment un hyper- boloide.Puisque tous les axes conjugues appartenant a un systeme de cinq droites donnees peuvent etre consideres comme les directions de deux forces qui equivalent statiquement a deux forces donnees en grandeur et en position, on voit par ce qui a ete dit plus haut que l'ensemble infini de toutes les paires de forces equivalentes entre elles possede cette propriete remarquable, deja donnee par M. Moebius (Journal de Crelle, t. x. p. 317), que les trans­versales tirees du meme point quelconque dans l’espace de maniere a ren- contrer les directions des forces dans chaque paire, seront situees dans le meme plan, qu’on peut nommer le plan polaire au point donne. C’est une polarite re'ciproque tout aussi nettement definie que la polarite plus ordinaire qui se rattache a une surface donnee du second degre. On voit que la pola­rite dont il est ici question peut etre consideree comme se rattachant a deux paires de lignes droites qui sont les generatrices du meme hyperbolo’ide.Dans une communication subsequente, j’ajouterai brievement les carac- teres algebriques de tous les cas d’involution, et je ferai connaitre un deter­minant (compose de determinants obtenus par la combinaison des coefficients des equations de six ou d’un moindre nombre de lignes droites, mises sous leurs formes les plus generales) au moyen duquel on peut s’assurer si ces droites sont en involution ou non, et, de plus, distinguer entre les diverses especes d’involution, et meme reconnaitre d’autres dispositions singulieres de ces lignes qui constituent une espece d’involution imparfaite. Toute cette theorie decoule, selon ma methode de la traiter, des notions les plus elemen- taires de la statique des corps rigides.
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