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Etude des schémas thermomécaniques à mémoire discrète 
Bases physiques et formalisme du schéma d'hystérésis pure 

Notations 

P. GUELIN (GRENOBLE), W. K. NOWACKI (WARSZAWA), P. PEGON (ISPRA) 

ON INDIQUE d'abord les principaux éléments de géométrie différentielle utiles pour formaliser 
le comportement des continus et en particulier celui de solide élastoplastique isotrope isotherme 
à hystérésis pure (sans écrouissage): le concept de mémoire discrète apparaît alors comme né
cessairement sous-jacent dans les notions de déformations et de contrainte de Cauchy. La forme 
des schémas d'hystérésis pure est précisée et on illustre leurs propriétés en montrant qu'ils 
respectent les principes de causalité et de détermination sans pour autant conduirent à des 
systèmes réductibles aux systèmes dynamiques classiques. 

Podano elementy geometrii r6i:niczkowej two174ce formalizm naturalny schematu termome
chanicznego o pami~i dyskretnej ,czystej" histerezy sprçzystoplastycznej, bez wzmocnienia 
izotropowego i izotermicznego. Badanie tensor6w odksztalcenia i naprçi.enia Cauchy'ego poz
wala na wyodrçbnienie pochodzenia klasycznych trudno8ci w zakresie konstytutywnego obiek
tywnego formulowania histerezy sprçzystoplastycznej. Podano moZliwoSé zastosowania schc
matu w zakresie problem6w jednorodnych i problem6w propagacji fal. 

llpHBe~eHbi :meMeHTbi ~<t><t>epe~a.m.Ho:H reoMeTpHH, o6paayro~e Ha'cypaJibHbiH <l>oP
MaJIH3M TepMoMe:xaH:WieCI<OH cxeMbl C ~CI<peTIIOH naMJITLIO ynpyroiiJI&c:THtleci<Oro ,'DICTOI'O 
mcrepe3Hca,, H30TponHoro H H30TepMHtleci<oro, 6e3 ynpo'1Hemm. Hccne~oaaHHe TeH30poB 
~e<l>opMaQHH H HanpHmemœ KoiiiH no3BOJUieT Bbi~eJIHT& Tpy ~oCTH, I<JI&CCHtleCI<oro npo
HCXo~emœ, B o6naCTH onpe~emno~ero o6'bei<THBHoro $opMynHpOBaHHH ynpyronnaCTH
'IIeci<oro mcrepe3Hca. llpHBe~eHa B03MO>KHOCT& npHMeHemm cxeMbi a o6naCTH o~poAHh!X 
38):(8'1 H 38~8'1 p8cnpocTp8HeHIDI BOJIH. 

(0, ea) repère absolu orthonormé (ex= 1, 2, 3), 
t temps absolu, 

• ou o/ot dérivation partielle par rapport à t, 
M particule matérielle, 

OP(M, 0) vecteur position de M, dans (0, ea), à t = 0, 
Op(M, t) vecteur position de M, dans (0, ea), à t > 0, 
Z«(M, 0) composantes de OP dans (0, ea), 
(.«(M, t) composantes de Op dans (0, ea), 
V(M, t) vecteur vitesse de M, defini dans ((0, ea) (V«ea = ozU/ot = oOpfot), 
y(M, t) vecteur accélération de M, défini dans (0, ea): y = yg y, 

x' coordonnées matérielles entrainées (pour M donné, les x' sont constants), 
01 ox' dérivation partielle par rapport à x'. 
G1, g1 vecteurs de base initiaux (t = 0) et actuel (t > 0) du champ des repères 

entraînés notés (M, g,, &J), 
v', v, composantes de V exprimé dans (M, g,, gJ), 

'§ tenseur métrique, 
KIJ. composantes covariantes de ~. 

g déterminant des g,J = g, • RJ Oe point note ici le produit scalaire), 
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V & symbole de la dérivation covariante, 
FfJ symbole de Christoffel (ôrw/ôx' = r,~giC), 

V1v" tenseur vitesse de transformation (ôg1/ôl = V1vt~). 
D tenseur vitesse de déformation ((V1v,+ V,v1)/2); C = D~i. 
R tenseur vitesse de rotation ((V1v,-V,v1)/2), 

!l';·, !l' v• ., !l';, !l',; symboles de dérivation de Lie dans la direction V, 
J, symbole de dérivation de Zaremba - Jaumann, 
v vecteur normal (relatif de poids -1), 

N . vecteur normal (absolu) unitaire associé à v(N,{ÏÏ =,,yi), 
e alternateur de poids ± 1, 
8 tenseur absolu de Cauchy, 

a tenseur relatif de Cauchy de poids 1 associé à () ( u.l:' = ~ eiCJrto,/), 

J_f§ tenseur de Cauchy transporté de tR à t, 
L1J( s tenseur d'Almansi-Euler des variations de t§ sur ]IR, 1], 

J(a tenseur de contrainte de Cauchy transporté de IR à 1, 

L1J(u tenseur fondamental des variations de a sur ]IR, 1], 

e masse spécifique (fJl = (! vi = este), 
9'1aa, P1.,p1., puissances des efforts intérieurs par unité d'étendue, de volume, de masse: 

P = fJ'/yi; P = fJ'/e Yi= P/e, 
ll, P, •• , p,.. puissance reversible, 

cp dissipation intrinsèque ( -fJJ •• ,-n), 

1, E, e énergie interne (1 = E yi = ee yj; poids de 1 = 1), 

.i, Q, q chaleur (flux: 1 = y'i J), 
:f, K, k énergie cinétique, 

Â, p scalaires relatifs associés aux paramètres de Lamé ~ et il par Â = 1 y,i; p == 

=il vi. 
S0 scalaire relatif associé à une limite en cisaillement S0 par S0 = S0 y'i, 

d, 1 symbole de Kronecker, tenseur unité, 
det égalité de définition, 

.,mb égalité symbolique (correspondance), 
v élement du corps qui occupe la fermeture ~ u ER de El, 

Remarques introductives 

DURANT les trois dernières décades le développement des techniques de mesures macros
copiques et microscopiques a permis l'accumulation d'un ensemble impressionant de 
résultats expérimentaux suggérant que le phénomène d'hystérésis est tout aussi universel 
que le phénomene de propagation d'ondes et que les phénomènes d'irreversibilité classiques 
du type de diffusion et de viscosité. 

Par ailleurs les capacités unificatrices de la Thermodynamique des Processus Irrever
sibles, les réussites des schémas à formalismes dynamique ou hamiltonien, les succés des 
méthodes de l'analyse limite et ceux des schémas de plasticité parfaite laissent encore in
tactes les problèmes essentiels de la thermomécanique de l'hystérésis. 

Il est donc devenu raisonnable d'envisager de définir des ligne~ de recherche claire
ment marquées par la volonté d'étudier le statut du concept de mémoire discrète, con
cept qui semble devoir être essentiel dès lors que les graphes d'hystérésis se caractérisent 
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non seulement par des propriétés de restauration et de symétrie mais aussi par des dis
continuités. 

Une ligne de recherche de ce genre peut, par exemple, être précisée en imposant les 
contraintes suivantes aux schémas proposés: 

1) compatibilité avec l'ensemble des phénomenes d'hystérésis, 
2) prise en compte des situations où le rôle de la mémoire discrète est manifeste, 
3) traitement thermomécanique et non simplement mécanique, 
4) usage possible mais non nécessaire de la notion de réversibilité, 
5) possiblilité d'extension au cas à température variable, au cas anisotrope et aux cas 

des divers écrouissages. 
En mécanique des continus à comportement solide l'esprit de ce programme très con

traignant peut être respecté en prenant comme point de départ heuristique de la reflexion 
la situation physique simple représentée par des modèles symboliques simples consti
tués de ressorts et de frotteurs. 

Ces modèles suggerent en effet une thermomécanique caractérisée par une expression 
très particulière de la puissance réversible II et de la dissipation intrinsèque t/J associée à II 
par les relations classiques: 

-&'tnt= II+t/J, (Peu= Ji" +II+t/J (Ji"= &'int+~ext), 
où ~ ext désigne la puissance des efforts extérieurs. Plus précisément, II apparaît comme 
le produit de la vitesse de déformation D par une contrainte de référence j_u qui est une 
fonctionnelle constante par morceaux (1). Dans le systeme de coordonnées x1(i = 1, 2,3) 
matérielles entraînées par le corps on a: 

et 
II = i uj !?}1, t/J = ( uj- iu}) !'J1i. 

Du fait de la présence de la fonctionnelle iu ces expressions marquent une rupture radi
cale avec la thermodynamique classique dont est exclu le concept de mémoire discrète. 
D'autre part, l'équation essentielle est une relation semblable à celle de Gibbs, valant 
pour l'irréversibilité d'hystérésis, de forme à mémoire discrète d'affixes privilégiés de l'évo
lution: 

ô8fôt ~ ôJ +II· 
ôt ' 

où .i note la part du taux 4> dissipée sous forme non calorifique. Bien entendu, cette re
lation implique la définition d'un critère de création et d'un algorithme de gestion de ces 
affixes. Il est moins intuitif de distinguer immédiatement qu'elle implique aussi l'existence 
d'un unique état initial non restrictif qui est thermomécaniquement neutre et restaurable 
par un processus de cyclage d'un type bien défini. 

Ce travail, qui prolonge [1, 2], montre les modalités d'expression et le rôle essentiel 
du concept de mémoire discrète à travers les élements du formalisme de la géométrie diffé-

(1) au sens de .!l'~~i(J = 0 si .!l'" note une dérivation de Lie-Slebodzinski-van Dantzig-Schouten
van Kampen dans la direction de la vitesse (cf. [3] et [6]). 

6 Arch. Mech. Stos. 4-S/85 
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rentielle (cf. [4] à [7] utile en mécanique du continu. On renonce donc à rendre l'exposé 
autonome (cf. [8] à [20] pour une introduction à la thermomécanique et aux aspects 
numériques et expérimentaux associés) et on concentre l'attention sur les points suivants: 
liens entre le concept de mémoire discrète et le processus de comparaison par bi-tenseur 
non localisés (au sens de B. S. de Witt); application aux tenseurs de déformation et de 
contrainte (§ 2); introduction à l'étude des schémas thermomécanique simples d'hysté
résis pure (§ 3); illustration en problèmes homogènes sur le thème de la causalité. 

1. Processus de transport convectif, mémoire discrète et taux objectif 

1.1. Définition de la position et de la vitesse du point matériel 

L'espace Euclidien usuel E3 est rapporté à un repère fixe orthomormé (0, ecx) (œ = 1, 
2, 3). Le corps occupe un domaine de E3 formé par le sous-ensemble ouvert re et sa fron
tière arc assez régulière pour permettre l'application du théorème de la divergence (cf. 

[21]) à la fermeture fi = re u arc. 
Le repère (0, ecx) est à la fois le seul repère fixe et le seul repère orthonormé nécessaire 

pour la suite de l'analyse. C'est dans ce repère que le principe fondamental de la dyna
mique est défini. 

La vitesse du point matériel M est définie dans (0, ecx) par: 

(1.1) V(M' t) ~ ôOp(M, t) 
at 

ôt;«(M, t) 
at ecx. 

1.2. Définition du cbamp des repères convectés et expression de la vitesse dans ces repères 

Si xi(i = 1, 2, 3) note un système de coordonnées entraînées par le corps, la confi
guration initiale est définie par le ChOiX deS trOiS fonctions zcx(XK) et: 

(1.2) ( 
K ) def Ô ( K ) g1 M(x ), t = axi Op M(x ), t , 

Le trajet de M dans (0, ecx) durant dt est 

dOpiMc:st = dCCXIMc:st Ccx = dtvig, = dtVcxecx = V dt. 

1.3. Continuité du processus de convection des repères (M, g1, gJ) au voisinage d'un instant mémorable 
d'un continu à hystérésis 

i) On considère un continu dont le comportement présente le phénomène d' hystérésis. 

En un sens physique et selon un critère définis (cf. [Il]) la sollicitation d'un point matériel 
M peut s'inverser. L'apparition, à l'instant noté tR, d'un tel processus d'inversion est 
un évènement mémorable de l'évolution car divers champs physiquement significatifs 
subissent alors des discontinuités. Compte tenu du rôle que joue le champ de repères con
vectés il est essentiel de préciser le comportement des vecteurs de base gi au voisinage des 
instants mémorables t R • 
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ii) Suivant (1.2) on pose: 

OpR ~ ~(M(xK), tR)e(X = ~e(X, 

iii) L'hypothèse de continuité s'énonce: pour un continu à hystérésis, les g1 sont con
tinus au voisinage d'un instant d'inversion tR. 
On note: 

{1.3) 

La condition {1.3) n'est mise en jeu que si tR existe et au voisinage de tR seulement. Elle 
n'est donc pas équivalente à une hypothèse d'inexistence d'onde de choc. Cependant 
cette condition pourrait éventuellement restreindre le domaine d'application de l'analyse 
ultérieure si des résultats expérimentaux démontraient l'universalité de certains phéno
mènes d'onde de choc dans les continus à hystérésis. 

Faute de théories plus raffinées, l'usage de (1.3) peut être adopté provisoirement et 
dans un esprit de simplification méthodique. Une telle démarche a déjà été adoptée lorsque 
l'on a supposé la régularité suffisante de la frontière arc du corps. 

1.4. Le tenseur fondamental et la longueur de l'élément naturel 

Le tenseur fondamental est: 

(1.4) C§ ~ GuG'®G1 = Gi1G,®G1 = b!1G1®G1 = gugi®gi 

= giig,®gj = b!Jg,®g1 = RKiJRg1®Rg1 = RK11Rgt®Rgj = b!JRgt®Rg1
• 

La longueur ds de l'élément matériel infinitésimal est: 

2( ) del acx acx d 'd J ( id j 
ds M , t = ô xi ô xl x x = Ku M, t )dx x . 

1.5. Transport convectif et mémorisation discrète de la jauge ds (M, tR) 

On sait que la notion de déformation entre 2 instants t 1 et t2 peut être introduite à par
tir de la comparaison du ds2 (M, t2 ) précédent et du ds2 (M, t 1) associé. Il n'est semble-t-il 
jamais souligné que cette comparaison entre 2 états à t1 et t2 > t1 , selon: 

ds(2) 2 -ds(l)2 = (g1it2)-g1it1))dx1dx1 = 2LJi e11dx1dxl 

est basée sur l'invariance par transport: 

(1.5) !l' vds(x\ t1)2 = 0 

du champ de jauge ds(M, t 1). Cette invariance (1.5) implique la non-séparabilité tem
porelle et n'implique pas d'actions à distance instantanées: la notion de déformation est 
donc fondée sur une condition (1.5) d'existence de mémoire discrète d'un champ de 
jauge. 

1.6. Dérivation extrinsèque et intrinsèque à temps ou à point matériel fixé. 

Les variations extrinsèques incluent celles dues aux vecteurs de base et les variations 
intrinsèques excluent les variations dues aux bases. 

6* 
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i) Pour un tenseur relatif .91 de type (r, s) et de poids w, on a: 

D:~: .91 = dx~v" .91, 

(1.6)1 g"V xd = v ".91'1··"11 ... g~®g,/s ... git® ... gl•, 

l... ~ K lt··· ~ dXJK (J.r;/1 ... 
D:~:d J ... lr=cst - dx V xd l1··· ôx" J ... 

soit: 

(1.6)2 r/'Vx(d't ·· ·''i1·· ·lsg,1® ··· g,,®gJ~® ··· g •) 

= g" [a~>·· g,® ... g,,®g''® ... gr 

+ ~ .Ji1 •• .l g 101. ôgm 101. g tO.giuo.. gl• ,L,; ,.}/$ 'Jt... '~'Cil ... ôx" '01 .. • ir 'Cil '01 ... 

\1 l... ...Ji ôg'" } + ,L,; .91 it···'"···i,g,, ® ... g,,®~; ® ... ôxK ® .. · g • 

i... J, ,.} 1 ô yg ] 
-wd J ... g,l® ... g,,®g ® ... ë • Yi --aXK 

L'expression des composantes D:~:di..) ... est bien de la forme: 

ii) On sait que, malgré de profondes différences mathématiques, la forme précédente 
se ,conserve" dans la dérivation à M fixé, en ce sens que: 

Soit une variété différentiable V3 rapportée au système de coordonnées y1, y2
, y3 et 

munie du champ de vecteurs de composantes U1 (Yk). Les quantités 

s - -
,, aU'" - aU'" - ] -. 

- L..J a-;-Jp .Jll't·· ·',it. .. Jp_tm .. . j, -w a-m .Jll'l·"'rit···l· = ,9/'t'"Jl ... lcxtr- [ ... ] 
fJ=l y y 

sont les composantes d'un tenseur. Ce résultat est évident si la variété V3 est munie d'une 
connexion. Si S et K notent respectivement la torsion et la courbure, on obtient: 
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!l'- d'~··· = ëJxv d',··· - ~(V u'a.- fi" s'a. )dis···"'···', u Js... /C },... L,; • x.. J, ... J. a.-1 

et l'on note que: 
-, 

!t'u U = 0, 

!L'uFf5 = v;v, fjK + Vr(firS,~)+ ifr Kf5r 

et que !t' u est un opérateur de dérivation puisque: 

!t'u(A+B) = !t'uA+!t'uB, 

!L'u(AB) = (!t'uA)B+A(!t'uB). 

De plus, si la connexion est symétrique, on a: 

!t'u yg = V,. fÏ"' Jlg, 
!t'ugu = V1 U, +V, U1 , !t'uds2 = !l'ugucfY'ay, 

!t'v tJ'J = 0 

!t'ug'1 = -(V1il'+V1 ff'). 

349 

On remarque à nouveau que l'on obtient 3 tenseurs différents en prenant la dérivée de 

chacune des représentations de ii. On note aussi que l'on obtient un tenseur en prenant 

la dérivée des T qui ne sont pas des composantes de tenseurs. Si K et S sont nuls on a 

fi'uFi~ = VJ V, iJK. 
Enfin: 

• - \'v ü .. d',,···', -wv u-,.::;,, ... 
L,; Jp it···"'···lr m o)4J } 1 ••• • 

1 

On constate que ce formalisme est comparable à celui de (1.6)4 • On sait cependant que 
l'analogie formelle avec (1.6h dissimule des différences de nature fondamentale. 

iii) Si l'on se place dans E4 produit de E3(?) et de E1(t) et que l'on remplace U par 

iJ1 de composantes (Ut, U2 , U3
, 1), on obtient: 

- -- - ô 
d'· ··J 1 = UlKVKd'···J = UKVKdl..·j ... +~t d'···J ... ... cxtr ··· Cl 

= [!t'-uJii...J + }__rji...J ] + [ ~V iÏ'a. ..Aï, ........ . 
· ··· Ôt ··· .L.J "' o)4J }, ••• 

1 

• 
- ~ V1R U"' d 1t···1 - wV U"'.rii,··· ] L,; ,., , ... m... m it··· 

1 

= [!L'u.tdi..·J .. .J+ [ ... ] = d'···; ... llntr+ [ ... ]. 
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iv) Ce résultat permet de distinguer l'origine de l'opérateur de dérivation ,convectée" 
parfois utilisé en mécanique des continus et souvent appelé dérivée de Oldroyd (1950). 

En remplaçant Ul par VI on a en effet: 

!l'-di .... = -dt. .. +vKV d 1•• • - [a - - - ] 
Yl J ... Ôt ). .. K ) .•. 

où le produit contracté Vf · V d est souvent appelé dérivée matérielle. Il est en général 
sous entendu que cette dérivation est eulérienne et associée aux coordonnées yk. On dis
tingue le rôle de la vitesse de déformation et de la vitesse de rotation en écrivant: 

!l' Y1 di .. ). .. = ,r;li .. ). .. lextr 

r s 

_ [ ~ ïjïa.d-· ·m. .. _ ~ ïjm Jii··· -wiJK#··· L.J m j... L.J Jp j . .. m... K j .. . 
1 1 

r s 

+ ~ Jita.d- .. m.... _ ~ ji.m ,sji... . ] L.J m J.. . .L.,; Jp J ... m .. . • 
1 1 

v) Il est enfin utile de considérer le cas où les y1 sont remplacés par les x". Le géné
rateur infinitésimal V 1 a pour composantes 0, 0, 0, 1 et: 

On notera: 

(1.7) 
ô ro· .. _, _ _ ...Ai.. . 'g 10.. g t0..-11 10.. gl 

..z, V • • • .)4J - Ôt .)4J ) ... ' i 1 \Cl • •• ir\015~ \Cl • • • •. 

Cette écriture correspond bien à la définition de la dérivée de Lie comprise comme ré
sultat d'un passage à la limite lors du transport infinitésimal dans la direction du géné
rateur infinitésimal. 

La dérivation (1. 7) est l'unique dérivation objective fondamentale. 
Un champ à dérivée de Lie nulle est un champ de jauge invariante par transport: 

la mémoire de ce champ est parfaite et n'implique pas a priori d'effets à distance instan
tanés. 

On obtient l'analogue de {1.6h sous la forme: 

(1.8) 
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vi) Soit par exemple: 

.91 = s;~ug,®g1 = s;~ï1 g,®gl = d/gi®g1 = s;~,1 g'®gl. 
On a 

as;~ il 
!l'~·s;~ =---at g,®gj dans (M, g,,gJ), 

• ad'1 1 !l'f).d = ---atg,®g dans (M, g,,gl), 

(1.9) 
. ad~J i 

!l'v. = .9/ ---ai g ®gj dans tM ,gï, gJ), 

!l' .91 _ adu i® 1 
v•• - at g g dans (M, g', gl). 

D'autre part 

aad 1 = !f!~"d+(VKviAKi+A 1KVKv1)g,®gJ-w.JliDKK 
t e:ur 

= .!l';.d +(VKv1AK1 -A1K V1vK)g,®gi-wdD"" 

= .!l'v.·s;~ +(-V,vKAK1 +A,KVKvl)g'®g1-wdDK" 

= .!l'v .. d + (-V,vK AKJ- AtK V1vK)g1®g1 - wd D"K· 

Dans le système de coordonnées yk on a 

a.s;~u - - - - - - - -
- - + vKV s;Jll = !1!- s;Jll +(V vi AKl + AiKV v1)- wd DK at K v K K K 

et les autres relations analogues. Il est également intéressant d'écrire 

a.Jiü +vKVKdl1 = lv.sii1+(Rksiï(J+d'KRk) 
at 

où 

J-y.s;Jii = .!l'-;.9/JJ+Di_dKl+Ji"iKDk-wdilDKK 

note la dérivée de Zaremba-Jaumann (généralisée par TRUESDE LL et TOUPIN- 1960). Si 
les coordonnées ? sont les coordonnées cœ on obtient d'abord (2): 

da.{J = (.!l'~da.p+DKa.dKp+dœKDKp-Wdœ{JDKK)+RKœdKp+dœKRK{J 
= Jvd+( -Ra_KdKp+da.KRKp), 

(2) Le concept d'objectivité étant essentiel au niveau des définitions, il est particulièrement ambigu 
d'utiliser le même mot pour désigner des termes qui apparaissent lors de simples expressions de (1.7) 
dans d'autres repères que les repères propres (M, g, gl) (cf. [22] et [23]). 
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d~ = (!t'o •• d tt./l- Dœx .91 x{J- .91 «X Dpx- wd œ{JDx,J- Rex d xp- .91 œx Rpx 

et 

Jwd = ~ (.!l';"d+.!l'., .. .JJF)-wdD"x, 

1 
J.,C§ = 2 ( -2D+2D) =O. 

On obtient ensuite (cas mixtes): 

= J Y .91 + (-Rex .91 K.fJ + .91 «&: Rx{J) 

.91~ = (!l' ; • .91 «fJ + D K.oc .91 K{J- .91 ocK. D {JK- wd «fJ D KK.) + Rxoc .91 K{J- .91 ocx Rpx 

= J f) .91 + (- RocK. .91 K.{J + .91 ocx RK.{J) ' 

.9/:p = (!l'.,;.JJI-Docxdx{J+docxDxp-W.JJioc{JDxx) + (-RocK .JJI xp+docxRx{J) 

et 

Jvd = ~ (!l';.d+!l'v:d)-wdDKx, 

1 
Jf)C§ = 2 (0+0) = o. 

= Jvd+(-RœKdK{J+docKRK{J), 

2. Le concept de mémoire discrète est sous-jacent dans les notions de déformation et de 
contrainte 

2.1. Le tenseur de déformation et le concept de mémoire discrète 

i) A l'aide de (1.4) on obtient: 

~Ut) = g,J(xx, tt)g1(xK, tt)®g'(x", t 1) 

au temps t 1 et 

au temps 12 > lt. 

ii) Le tenseur de Cauchy, transporté de t 1 à t2 , est 

(2.1) ~~ = gu(x", tt)g'(xK, t2)®gJ(xx, t2). 

Le tenseur de déformation est 

et, par conséquent 

(2.2) L1~ e(x") = ~ (g0 (x", t2)-g0 (x", t1))g1(x", t2)®gJ(x", t2) 

On obtient 

(2.3) 
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et le premier observable fondamental est 

(2.4) 2 ds(2) 
L1 1a = ds(1) -1. 

La relation (2.3) permet d'effectuer au temps t2 la comparaison des longueurs ds-(1) et 
ds{2) d'un arc materiel élementaire aux temps t 1 et t2 • Ce processus de comparaison 
implique une invariance entre t 1 et t2 • Au temps t2 l'état à t 1 n'existe plus au sens usuel: 
accorder un sens physique à (2.2) et (2.3) revient à supposer qu'il subsiste significativement 
au temps t2 une information (ici i~) relative à l'instant t 1 • En d'autres termes, à t > th 

l'état à t 1 qui n'existe plus au sens usuel (associé à ~(t1)) existe encore sous la forme d'une 
mémorisation de l'information discrète l~ transportée intacte, car on a 

(2.5) 

expression de l'invariance qui permet la comparaison recherchée (à l'aide de L1 fe). Ainsi 
(2.5) est une condition d'existence de mémoire discrète. 

De plus, l'état au temps t existe non seulement au sens usuel (associé à ~(t)) mais. 
aussi sous la forme d'une mémorisation de l'information discrète f~, champ de jauge 
transporté intacte de t 1 à t. 

On note que l'interprétation du rapport usuel 

L1t - l(t)-1(0) 
0 ê - 1(0) 

exige la mémorisation de 1 (0) entre les instants 0 et t. 
Finalement la notion de déformation implique l'hypothèse selon laquelle la matière 

est support de mémoire car si tel n'était pas le cas l'enregistrement de 1(0) (ou de ~(t1)) 
serait vide de sens physique à t > t 1 et le tenseur transporté l~ serait également dénué· 
de sens physique. Bien entendu, parler de déformation ,actuelle" et la noter e(t) est au 
sens strict mécaniquement absurde et à tout le moins une source de contresens physiques~ 

Le tenseur de Cauchy ~~ permet d'introduire à la fois le concept de propagation et 
le concept de mémoire discrète, marquant ainsi les liens étroits et la séparation radicale 
de la mécanique classique et de la mécanique des continus. 

iii) Une étude plus compléte du tenseur L1~ e peut inclure l'étude des conditions de 
transport des directions principales 

2.2. Le tenseur de contrainte et le concept de mémoire discrète 

Le phénomène d'irréversibilité par hystérésis est un phénomène physique trés général 
(processus de filtration, thermomécanique des solides, électromagnétisme, optique "non 
linéaire"). Dans la mesure où ce phénomène d'hystérésis implique généralement de façon 
nette la restauration périodique des propriétées physiques, un processus de comparaison 
est nécessaire pour définir un schéma constitutif. En conséquence, une invariance doit 
être définie pour décrire l'évolution le long de chaque branche de cycle fermé. 

Pour satisfaire cette condition il suffit d'introduire à nouveau le concept de mémoire 
discrète en ce qui concerne le tenseur de Cauchy de contrainte comme cela à déjà été 
fait à propos du tenseur de Cauchy de déformation. Le concept de mémoire discrète 
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s'exprime alors comme un transport de a (tR) jusqu'à l'instant actuel. Nous allons pré
.ciser la formulation de ce processus. 

En ce qui concerne f'§ on a vu que la définition covariante du transport est naturelle 
(cf. (2.5)). 

S'agissant de a, la définition naturelle d'une condition constitutive d'existence de mé
moire discrète relève d'un choix entre les 4 possibilitées associées à !t'"··, !t'~·, !t':., !t'.,: 
.et déjà notées par (1.9). 

Si l'on utilise la méthode de VAN DANTZIG [3] il subsiste un problème de choix ba
·sé sur: 

·(2.6) 
!l':.ia = 0 pour ~a(xK, t) = a!1(xK, tR)g1(xK, t)®g1(xK, t), 

!l'.,:ia = 0 pour ia(xK, t) = aJ!(xK, tR)g1(xK, t)®g1(xK, t). 

La méthode de van DANTZIG implique en effet que: 
les schémas constitutifs sont définis dans . (M, g;, g1), où les composantes de f'§ sont 

b'b où: 

>(2.7) 

·et où l'objectivité est assurée par définition (repères entraînés et indépendance vis-à-vis 
.du choix de la métrique). 

Pour assurer la symétrie de a on est conduit à poser: Le tenseur a symétrique est 
,défini implicitement par intégration convenable de deux taux strictement objectifs et abso
Jument relativistes 

et 

possédant des propriétés formelles de symétrie résultant de leurs définitions constitu
·tives (formellement) "équivalentes" (vis-à-vis des paramètres caractéristiques A., p,, S0 

par exemple), de sorte que 

{2.8)1 
al t 

(J J 1 ~~ at= ACuJ+ ... , 

a2 J 
G; 1,<-~J -at= Ai.,Uj + .... 

La transposition: 

J/(tR) = J,i(tR) 

joue, ici encore, un rôle essentiel pour définir 

et le tenseur symétrique 

{2.8)3 2Liia = (à!1 -i~!j)g1 ®gi+(~1.i-~~1.l)gl®g1 

a!Ji a~ i 
__ J = _ J_ 

ôt ôt ' 

= LI ià-!J(g,®gl +gi®g,) = LI iaJ.'(g,®gi +gi®g,). 

(3) dans le cas anisotrope les vecteurs caractéristiques remplacent les bases g,. 
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Avec un schéma constitutif très simple 

:t f,.iK = ÂC~1K+2ftD1g, 
mais d'intérêt restreint sur le plan physique, on obtient les équations du mouvement: 

- [ (J2vi lJvK t K ( (Jvl) K l i] ti K 
evg ----atZ+---atVkv +v VK ---at +v vV,VgV = (Â+,u)g ViVKv 

355 

+ (ftgKi + aKl) Vi V gVi _ ! [gilVi a1K + giKVi ail+ giKVi ali + gi'Vi aKt] (V 1 Vg + V ,~:V,) 

- _!_ [gilalK + giKail + giKufi + gil(]Ki] (Vi V,vK +vi v ,~:v,) 
4 

où l'on note que la double dérivation figure non seulement avec les facteurs classiques 
( Â +ft )gil et ftg.l:i mais aussi avec les facteurs aKi et somme de ga (cf. [2] en ce qui con
cerne l'étude des vitesses de propagation). Ces équations du mouvement peuvent être 
obtenues avec d'autres choix. Un exemple de choix intéressant consiste à définir encore 
le transport de f'§ covariant mais à remplaçer le transport de mixte de a par celui con
travariant et à remplaçer la définition mixte de l'équation différentielle multivoque par 
une définition covariante (cf. [24]): 

!l' t f'§ ~ 0 !l' .. t (] ~ 0 
u •• R ' uR ' 

ro A t A t aymb ro A t A t 
.zu •• LJRa+LJR(] = .zu •• LJRe+LJRe 

de sorte que: 

(2.9) 
ro t t'A ~ 0 ro•• t ~ 0 
.zv •• R-;:;1 , .zuRa- , 

L'étude de ces schémas de Zaremba (cf. [1]) est d'un grand intérêt heuristique pour guider 
les recherches en matière de comportement des continus réels (cf. [24]). 

3. La forme des schémas syndéomiques de la thermomécanique d'hystérésis pure 

i) L'analyse de ces schémas est utile dans la mesure ou les propriétés des matériaux 
réels peuvent être envisagées comme le résultat de la superposition et de l'interaction de 
3 genres de processus: celui d'hystérésis pure toujours irreversible et périodiquement 
restaurable, celui d'écrouissage toujours irreversible et non périodiquement restaurable, 
celui reversible. En conséquence: 

(3.1) 

et si l'on suppose: 

{3.2) Il= Ila+O+Ilrev = ia!iDii +0+ (]~eviDii 

on est conduit à envisager a sous la forme d'une somme: 

(3.3) 
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ii) On s'intéresse exclusivement à a,: l'indice a est donc omis. Les principes de con
servations sont: 

.. ;- -11 1 1 • • e JI g =este, Vju- +F = er (ou bten: Pex,+Ptnt = K VvE l6'), 
(3.4) 

• IJ • J • 
8 = (J DJt+!lu-V1J +!lee, (4

) 

ceux de quasi-réversibilité sont; 

(3.5) 

et la relation de Gibbs modifiée est 

(3.6) ; = J+Il 

où j note la dissipation intrinsèque reçue par l'élement v sous une autre forme que 
celle calorifique (cf. [11]). 

iii) Le schéma est la réunion (syndéomie) de 4 conditions universelles (1, 3, 4, 5) et 
d'une définition thermomécanique constitutive. Il est commode de noter immédiatement 
que la condition 1 est celle d'existence de mémoire discrète et que les conditions 3 et 4 
sont celles qui définissent le processus de mémorisation discrète envisagé comme tra
duction d'une rétroaction entre le continu et la sollicitation. Le formalisme est par 
exampJe: 

1) !t'v .. ir§ = 0, !t'~·fta = 0; 

2) 
!t'" .. Aka = f .. (Ake, D, Aka, co), 

(3.7) ~ 6l / ~ 1 At iJ 1 A ro• • 1} 
- o.z;ii vt = - LJR (J D11-- LJ e11 .z, 11 (J ; 

co co 

3) <5W < 0 Vt E ]t,, tl+dt]; 

4) .d[dW; UW}] => [co, _i(J; {.JW}, {i(J}]; 

5) Ag+ e = Ag+(J = (J(O) = 0, 

J(O) = W(O+) = 0, W{O) = oo, co(O) = 1 

où l'algorithme d est défini ci-dessous et où la fonctionnelle d'aide W est définie par: 

(3.8) 

sur la base du principe de restauration (cf. [11]): 
Le continu d' hystérésis pure doit être considéré comme un système thermodynamique 

ouvert vis-à-vis d'une grandeur de désordre 1: à chaque inversion le continu recoit un flux 
infini d'entropie négative qui compense exactement le désordre crée durant la branche pré
cédente. La restauration des propriétés à droite de l'inversion est associé à ce flux. 

En conséquence, la schématisation syndéomique implique l'existence d'un état initial 

(
4

) ii pour interne iptrinsèque, ee pour externe extrinsèque. 
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remarquable unique restaurable. Une telle caractéristique marque à nouveau une rupture 
avec la dynamique classique (cf. [34]). 

iv) La définition de si peut être briévement présentée comme suit. 

Soit {~W},. (n ~ 1) la suite des n valeurs de W encore mémorisées à l'instant t. Cette 

SUite est ordonnée par valeurs non croissantes de W. On a: 

Soit {Ja },. la suite des n contraintes d'inversion encore mémorisées. Cette suite est or
donées par valeur croissante du temps et j_a est son dernier élement: 

{Ja},. = {0, a(t0), •.• , ia},. = {a1 , a2, ... ,a,.},., ia =a,.. 

L'algorithme distingue 4 situations: inversion, monotonie, coïncidence, coïncidence 

avec le niveau de W a la première inversion. On a donc: 

(3.9) 
- {< 0 ===================>si, 

SI (~W(t)) ~ 0 =>SI (W(t)- W,.){~ 0 => .91,., 

convention: k = 0 Vt e]O, t0 ], > 0 =>SI (W(t)-W2){~ 0 =>de, 

(W2 = W(to)) > 0 => sleo' 

avec: 

[

W = 2, k = k+ 1; IX = 1 (k ~ 0), 

.541 => {Ja},. =>{al,~ .. , a,., a(t)},.+l' {.JW}" => {JW}n+l' 
n=n+1, Ra=a,.(=a(t)), 

si ·~b 1 
m ' 

r
W = 2, k = k, IX= 1X+1 (IX~ 1), 

de=> {.Ja},. => {.Ja}n
1

-2, {,4 W},. => {.JW}n-2, 
n = n-2, RO' = a"' 

r
W = 1 , k = k, IX = IX+ 1 , 

slco => {.Jah = {0}, {.JWh = {oo}, 
n = 1, ia = a,.(= 0). 

v) Comme le critère d'inversion s'étend facilement au cas tensoriel, il s'agit à présent 
de montrer que l'algorithme dont l'étude vient d'être esquissée convient aux cas tensoriels. 
En d'autres termes on obtiendra une axiomatique unique si le traitement du cas tensoriel 

est lui aussi basé, pour l'essentiel, sur un processus de comparaison des niveaux de W. 
Il n'est pas restrictif de se placer dans un plan déviatoire (la = este). Il existe, dans 

ce plan, des lignes iso- W, ou lignes neutres (cf. [ 1 ]). Ces lignes peuvent être des cercles 
ou arcs cercles (cf. Fig. 1 ). 

Le cas des trajets à phase constante peut être étudié analytiquement lorsque le forma
lisme est simple et les conclusions obtenues restent valables pour les études à caractere 
nécessairement numérique. Il reste donc à traiter le cas des trajets cycliques à phase variable. 
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vi) La méthode est thermomécanique (5
). D'une part, on considère la famille des lignes 

iso-W associée au point d'inversion A et la famille de lignes orthogonales correspondante 
(Fig. 1). D'autre part on considère le trajet AB1 BB2 C comme une suite de trajets infi
nitésimaux alternativement neutres et à taux dWfdl maximum (dl note l'élement de ligne 

y dQ2 +Q2dq;2 dans la représentation polaire usuelle, ici réduite à Q et q;). Enfin, on fait 
l'hypothèse heuristique la plus simple, à savoir: 

2Qumuc = f dl = 2 ( y'2 Sumttc), 
w 

ce qui défini }12 Sumttc comme la demi longueur de l'arc bb' de la ligne orthogonale pa
ssant par le point B(Q, q;) et intérieure au critère (cf. Fig. 1). 

FIG. 1. 

En ce qui concerne les niveaux de W les variations le long de AB1 BB2 Cet le long 
de AOC sont égales: on est ramené à une situation plus simple (cf. [34] pour une étude 
plus défaillée). 

4. Le schéma syndéomique d'hystérésis pure respecte les principes de causalité 
et de détermination 

i) L'étude d'un cas particulier simple mais typique permet de montrer que l'applica
tion du voisinage d'un point de l'espace des causes dans un voisinage d'un point de l'espace 
des effects n'est pas un homeomorphisme et que cette caractéristique des schémas de 
l'hystérésis est parfaitement conforme aux principes de causalité et de détermination tout 

(
5

) pour un exemple de méthode non thermomécanique voir le travail de GHABOUSSI et MOMEN 

[27], travail relatif aux milieux pulvérulents. En ce qui concerne les métaux il est intéressant de noter com
bien les possibilités opératoires du concept de mémoire discrète ont déjà été largement utilisées (cf. par 
exemple NEALE et NAZLI [28]) et retiennent l'attention des spécialistes par le biais de diverses procé
dures de ,mise en mémoire" et ,réinitialisations" (cf. par exemple CERNOCKY et KREMPL [29]). 
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en étant radicalement incompatible avec l'acception la plus étroite, classique (à la Painleve} 
et dogmatique du principe de déterminisme (6

). 

L'analyse implique la considération de problèmes homogènes. Elle présente donc un 
intérêt heuristique en matière d'étude des schémas constitutifs proposés. 

ii) Les hypothèses physiques essentielles sont les suivantes. Les cinématiques envi
sagées sont du type (cf. [1] et [24]): 

(4.1) z1(xt, t) = Z 1(xk), z2 = Z 2 +2t'(t)·Z3
, z3 = Z 3(1+k(t)) 

qui convient à l'étude d'expériences du genre "boîte" de Roscoe. On notera que le choix 
des coordonnées~ est simplement l'identité de ~et z~c. D'autre part, la condition ini
tiale des intégrations est toujours la nullité de k(O), r(O) et a (0) et les composantes a 33 (t) 
(noté a 3 ) et a 23(t) (noté a4 ) sont spécifiées par leur taux (Vt > 0). Enfin, le formalisme· 
différentiel multivoque (envisagé au § 2.2, eq. 2.8 et 2.9) fait seulement intervenir les pa
ramètres Â, p, et S0 (cf. notations) et correspond à un comp-ortement élastoplastique 
simple du genre d'hystérésis "pure" (sans écrouissage). 

iii) A partir des équations constitutives on obtient un système de la forme: 

(4.2) an= Ank+Bni (n = 1, 4) 

qui donne immédiatement la forme normale: 

où Ê note le vecteur des effets (k' i, a 1 , a 2); s le vecteur des causes (a 3, a4); c des fon
ctions de Â, p,, S0 , 1 + k, l1n. 

iv) Compte tenu du but poursuivi ici, on envisage seulemnt une étude "locale", c'est
à-dire que l'on se borne à l'étude de la correspondance entre un voisinage de l'espace des 
causes (centré sur S) et le voisinage du point E associé dans l'espace des effets. Il s'agit 
donc de procéder à une série d'intégrations pour lesquelles le trajet OSSa. est spécifié· 
de telle sorte que le trajet final rectiligne SScx(O ~ rx. ~ 2n) soit petit relativement au trajet 
préliminaire OS lui même rectiligne par morceaux (cf. fig. 2). La représentation des 

FIG. 2. 

(
6

) selon VOGEL [30] il est utile de distinguer les trois principes: une relation entre 2 phénomènes 
est causale si ceux ci ne peuvent faire l'objet d'une observation simultanée -si l'on rencontre S (cause) 
alors E (effet) s'ensuit; le principe de détermination est: il suffit de connaitre un certain nombre de causes 
pour pouvoir déterminer les effets; le principe de déterminisme classique est: les schémas définitifs sont 
Dynamiques classiques - la connaissance de l'état actuel donne accés à la connaissance de toute l'évolu
tion. Voir aussi [31] et [32]. 
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effets au voisinage de E est commode si l'on utilise deux sous-espaces E(u) et E(e) dont 
lescoordonnéessontLJuA: = uk(SIX)-a~:(S); k = 1,2, d'une part et: LJe4 = T(Scx)-T(S); 
LJe3 = k(Scx)-k(S)+ ... d'autre part. Les variations LJu~: sont normées par S0 • 

v) Le résultat des intégrations est le suivant (cfl [24]): il existe toujours une disconti
nuité, d'ailleurs plus marquée lorsque le trajet OS est irrotationnel; un voisinage de S 
s'applique dansE selon deux voisinages tangents; lorsque SScx tend vers 0, l'amplitude 
de la discontinuité tend vers 0 plus vite que SScx. (') Les illustrations concernent le cas 
ou le trajet OS est rotationnel et les trajets SS respectivement comparables C) (cf. fig 3a) 
et petits (cf. fig. 3b) relativement au trajet OS. 

vi) A l'existence de ,coins" infiniment minces dans les voisinages E(u) et E(e) est 
associée, dans E, une inaccessibilité mathématique dénuée de conséquences physiques. 
En effet, on peut toujours trouver un voisinage assez petit de S pour que l'amplitude 
de la discontinuité soit sans effets opératoires discernables, compte tenu de la précision 
des moyens expérimentaux et numériques. 

Le schéma est strictement conforme aux principes de causalité et de détermination 
mais ne conduit bien entendu pas à des systèmes dynamiques réductibles aux schémas 
dynamiques classiques. (cf. [30]). D'autre part, le schéma est strictement conforme à l'esprit 

du principe du déterminisme (cf. [32]). 

Conclusion 

Ce travail ne contient qu'un bref examen des bases physiques des schémas syndéomi .. 
ques de l'hystérésis pure isotrope isotherme. D'autres travaux, de nature plus numérique 
ou expérimentale ont été réalisés (cf. par exemple [20] dans ce même journal et aussi 
[26]). L'exploration approfondie de la ,théorie" actuelle exige de toute façon encore un 
travail assez considérable (8

). De plus, l'accés à une déscription unifiée dépend essentielle
ment de l'exécution du cinquiéme point de notre programme, mentionné dans l'intro
duction. C'est à ce prix que les efforts déployés pour analyser les processus d'échanges 
stables entre l'ordre, la chaleur et la dissipation intrinseque, pourront être envisagér 
comme un début de contribution à une théorie des continus. 

Pour l'instant le résultat principal est: 

Il t i j ô ô II· At. A t i j 
=Ra JD ,; Tt c = Tt J + , 'V= LJRa JD ,. 

Ce résultat justifie que soit à nouveau présenté ici un formalisme dont les élements essen
tiels (tels que (2.2), (2. 7), (2.8), (2.9)) furent introduits ou suggérés durant le second tiers 
du siecle. 

C) on note qu'il faut mettre en jeu des états de contrainte proche du critère ou effectuer de longs 
trajets pour rendre la discontinuité visible sur les tracés (cf. fig. 3 b où l'on a pris soin de repèrer les 
discontinuités). 

( 8 ) L'étude des divers. ,cqmportements limites possibles en hystérésis pure, ou bien l'étude des non
newtoniens et aussi l'examen du cas réversible sont autant d'exemples de tels travaux d'exploration. 
D'autres exemples sont relatifs, en hystérésis pure (cf. [24]), aux aspects thermomécaniques, à la stabi~ité 
et aux propagation des ondes [2). Sur le plan expérimental, il reste peu co.mmode d'obtenir des résultats 
en grandes déformations cycliques pour des chemins quelconques de sollicitation [18, 26]. 

7 Arch. Mecb. Stos. 4-S!SS 
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