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Etude

des schemas thermomécaniques a mémoire discrete

Bases physiques et formalisme du schéma d’hystérésis pure

Notations

P. GUELIN (GRENOBLE), W. K. NOWACKI (WARSZAWA), P. PEGON (ISPRA)

ON INDIQUE d’abord les principaux éléments de géométrie différentielle utiles pour formaliser
le comportement des continus et en particulier celui de solide élastoplastique isotrope isotherme
4 hystérésis pure (sans écrouissage): le concept de mémoire discréte apparait alors comme né-
cessairement sous-jacent dans les notions de déformations et de contrainte de Cauchy. La forme
des schémas d’hystérésis pure est précisée et on illustre leurs propriétés en montrant qu’ils
respectent les principes de causalité et de détermination sans pour autant conduirent & des
systémes réductibles aux systémes dynamiques classiques.

Podano elementy geometrii rézniczkowej tworzace formalizm naturalny schematu termome-
chanicznego o pamigci dyskretnej ,,czystej” histerezy sprezystoplastycznej, bez wzmocnienia
izotropowego i izotermicznego. Badanie tensoré6w odksztalcenia i naprezenia Cauchy’ego poz-
wala na wyodrebnienie pochodzenia klasycznych trudnoéci w zakresie konstytutywnego obiek-
tywnego formutowania histerezy sprezystoplastycznej. Podano mozliwo$¢ zastosowania sche-
matu w zakresie problem6w jednorodnych i probleméw propagacji fal.

IlpuBenensr anemenTbl mubdEpPEHIMATEHON TeoMETpHH, oOpasyiolue HATYpPaIbHBIA (op-
MaJIN3M TEPMOMEXaHHYECKOH CXeMBbI C AMCKPETHOK NMaMATHIO YIPYTOIUIACTHYECKOIO ,,9HCTOro
THCTepe3Hca’’, H30TPONHOIO M M30TEPMHUYECKoro, 6e3 ympounenns. McciegoBaHie TeH30pPOB
nmedopmanmy 1 HanpshkeHHsA KollM IO3BOJNAET BBINENMTL TPYAHOCTH, KJIACCHUECKOLO IIPO-
HCXOM(/ICHUSI, B 00JIACTH OIPEeAeIAIONIero OOBLEKTHBHOIO (GOPMYIMPOBAHHS YIPYLOILIACTH-
yecKoro rucrepesuca. IIpnBeeHa BO3MOXKHOCTh NPHMEHEHHA CXeMbI B 00J1aCTH OZHOPO/IHBIX
3ajja4y K 33734 PacIIpoCTPaHEHHA BOJIH.

(0, e;) repére absolu orthonormé (x = 1,2, 3),
t temps absolu,
e ou ¢/dt dérivation partielle par rapport a ¢,
M particule matérielle,
OP(M,0) vecteur position de M, dans (0,ex), 3 £ =0,
Op(M, t) vecteur position de M, dans (0,eg), & £> 0,
Z%(M,0) composantes de OP dans (0, ey),
{%(M, t) composantes de Op dans (0, eq),
V(M,t) vecteur vitesse de M, defini dans ((0, e;) (V¥ex = 9z%/dt = 80p/ar),
Y(M, t) vecteur accélération de M, défini dans (0, ex):y = l/g_ Y
x' coordonnées matérielles entrainées (pour M donné, les x' sont constants),
d/0x' dérivation partielle par rapport a x',
G;,g: vecteurs de base initiaux (f = 0) et actuel (f > 0) du champ des repéres
entrainés notés (M, g, g)),
v', v; composantes de V exprimé dans (M, g, g)),
% tenseur métrique,
gy composantes covariantes de &,
g déterminant des gi; = g;- g, (le point note ici le produit scalaire),
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symbole de la dérivation covariante,

symbole de Christoffel (3gs/dx' = I'fjgx),

tenseur vitesse de transformation (3g;/dt = Vo'g),
tenseur vitesse de déformation ((V;v;+V,v,)/2); { = D%;,
tenseur vitesse de rotation ((Vyv;—Vv;)/2),

symboles de dérivation de Lie dans la direction V,

Jo symbole de dérivation de Zaremba — Jaumann,

v vecteur normal (relatif de poids —1),

N vecteur normal (absolu) unitaire associé & v(N,Vh = »,Vz),

¢ alternateur de poids +1,

0 tenseur absolu de Cauchy,

o tenseur relatif de Cauchy de poids 1 associé a 6 (u" = —:lz—e‘-’"t), ,’),

T,
R

Ags

RO

Ago
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Pyat, Piat Pras

I, Prev, Prev
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X, K, k

Aoup

So
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def
symb

v

tenseur de Cauchy transporté de g 2 1,

tenseur d’Almansi-Euler des variations de & sur Jig, 1],

tenseur de contrainte de Cauchy transporté de rx A ¢,

tenseur fondamental des variations de o sur Jtg, t],

masse spécifique (£ = g /g = cste),

puissances des efforts intérieurs par unité d'étendue, de volume, de masse:
P=2|Yg;p=2leVe =Pl

puissance reversible,

dissipation intrinséque (—Pyq— ),

énergie interne (& = E}/g = pe Vg; poids de & = 1),

chaleur (flux: I = /g J),

énergie cinétique,

scalaires relatifs associés aux paramétres de Lamé X et jfipar A=1 }/ g p=
=jivVe,

scalaire relatif associé & une limite en cisaillement S, par S, = So }/ z,
symbole de Kronecker, tenseur unité,

égalité de définition,

égalité symbolique (correspondance),

élement du corps qui occupe la fermeture € v ¢¢ de E;,

Remarques introductives

DuURrANT les trois derni¢res décades le développement des techniques de mesures macros-
copiques et microscopiques a permis 'accumulation d’un ensemble impressionant de
résultats expérimentaux suggérant que le phénomeéne d’hystérésis est tout aussi universel
que le phénomene de propagation d’ondes et que les phénomenes d’irreversibilité classiques
du type de diffusion et de viscosité.

Par ailleurs les capacités unificatrices de la Thermodynamique des Processus Irrever-
sibles, les réussites des schémas 4 formalismes dynamique ou hamiltonien, les succés des
méthodes de I’analyse limite et ceux des schémas de plasticité parfaite laissent encore in-
tactes les problémes essentiels de la thermomécanique de I'hystérésis.

Il est donc devenu raisonnable d’envisager de définir des lignes de recherche claire-
ment marquées par la volonté d’étudier le statut du concept de mémoire discréte, con-
cept qui semble devoir étre essentiel deés lors que les graphes d’hystérésis se caractérisent
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non seulement par des propriétés de restauration et de symétrie mais aussi par des dis-
continuités.

Une ligne de recherche de ce genre peut, par exemple, étre précisée en imposant les
contraintes suivantes aux schémas proposés:

1) compatibilité avec I'ensemble des phénomenes d’hystérésis,

2) prise en compte des situations ou le role de la mémoire discréte est manifeste,

3) traitement thermomécanique et non simplement mécanique,

4) usage possible mais non nécessaire de la notion de réversibilité,

5) possiblilité d’extension au cas & température variable, au cas anisotrope et aux cas
des divers écrouissages.

En mécanique des continus & comportement solide I’esprit de ce programme trés con-
traignant peut &tre respecté en prenant comme point de départ heuristique de la reflexion
la situation physique simple représentée par des modéles symboliques simples consti-
tués de ressorts et de frotteurs.

Ces modeles suggerent en effet une thermomécanique caractérisée par une expression
trés particuliére de la puissance réversible /7 et de la dissipation intrinséque @ associée a IT
par les relations classiques:

_galnt=H+¢s gexl= .%-,‘-FH-I-@ (‘jf.-': -@inl'l"?exi);

ou 2., désigne la puissance des efforts extérieurs. Plus précisément, IT apparait comme
le produit de la vitesse de déformation D par une contrainte de référence 2o qui est une
fonctionnelle constante par morceaux (*). Dans le systeme de coordonnées x!(i = 1, 2,3)
matérielles entrainées par le corps on a:

ds2 = gljdx‘dxj, ait dsl = Dludxidxj

et
I = ){0‘}@1‘, D= (0’}-—,{0’})913.
Du fait de la présence de la fonctionnelle go ces expressions marquent une rupture radi-
cale avec la thermodynamique classique dont est exclu le concept de mémoire discréte.
D’autre part, I’équation essentielle est une relation semblable & celle de Gibbs, valant
pour l'irréversibilité d’hystérésis, de forme 2 mémoire discréte d’affixes privilégiés de 1’évo-
lution:
o8 ot = ‘;—f +II; ZL46"=0 (¢ = F+(—9),

ol # note la part du taux ¢ dissipée sous forme non calorifique. Bien entendu, cette re-
lation implique la définition d’un critére de création et d’un algorithme de gestion de ces
affixes. Il est moins intuitif de distinguer immédiatement qu’elle implique aussi I’existence
d’un unique état initial non restrictif qui est thermomécaniquement neutre et restaurable
par un processus de cyclage d’un type bien défini.

Ce travail, qui prolonge [1, 2], montre les modalités d’expression et le role essentiel
du concept de mémoire discréte a travers les élements du formalisme de la géométrie diffé-

(M) au sens de £, f0 = 0 si &, note une dérivation de Lie-Slebodzifiski-van Dantzig—Schouten—
van Kampen dans la direction de la vitesse (cf. [3] et [6]).

6 Arch. Mech. Stos. 4-5/85
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rentielle (cf. [4] & [7] utile en mécanique du continu. On renonce donc & rendre I'exposé
autonome (cf. [8] & [20] pour une introduction a la thermomécanique et aux aspects
numériques et expérimentaux associés) et on concentre I’attention sur les points suivants:
liens entre le concept de mémoire discrete et le processus de comparaison par bi-tenseur
non localisés (au sens de B. S. de Witt); application aux tenseurs de déformation et de
contrainte (§ 2); introduction a I'étude des schémas thermomécanique simples d’hysté-
résis pure (§ 3); illustration en problémes homogeénes sur le théme de la causalité.

1. Processus de transport convectif, mémoire discréte et taux objectif

1.1. Définition de la position et de la vitesse du point matériel

L’espace Euclidien usuel E; est rapporté a un repére fixe orthornormé (0, e,) (x = 1,
2, 3). Le corps occupe un domaine de E; formé par le sous-ensemble ouvert € et sa fron-
tiére 9% assez régulicre pour permettre I'application du théoréme de la divergence (cf.
[21]) 2 la fermeture € = € U 9%.

Le repére (0, e,) est & la fois le seul repére fixe et le seul repére orthonormé nécessaire
pour la suite de I’analyse. C’est dans ce repére que le principe fondamental de la dyna-
mique est défini.

La vitesse du point matériel M est définie dans (0, e,) par:

(L.1) VM, S ,‘?Opgtw D _ aé“(gf, D)

€.

1.2. Définition du champ des repéres convectés et expression de la vitesse dans ces repéres

Si x(i = 1,2, 3) note un systéme de coordonnées entrainées par le corps, la confi-
guration initiale est définie par le choix des trois fonctions Z*(x¥) et:

d
ax!
Le trajet de M dans (0, e,) durant dr est

(1.2) g (M%), 1) Z -~ 0p(M(x¥),1), V =1g,.

dOPp|pcst = dl%|pesi € = dtv'g, = dtV*e, = Vdt.

1.3. Continuité du processus de convection des repéres (M, g, g,) au voisinage d’un instant mémorable

d’un continu a hystérésis

i) On considére un continu dont le comportement présente le phénoméne d’hystérésis.
En un sens physique et selon un critére définis (cf. [11]) la sollicitation d’un point matériel
M peut s’inverser. L’apparition, a l'instant noté g, d’un tel processus d’inversion est
un événement mémorable de I’évolution car divers champs physiquement significatifs
subissent alors des discontinuités. Compte tenu du rdle que joue le champ de reperes con-
vectés il est essentiel de préciser le comportement des vecteurs de base g; au voisinage des
instants mémorables 5.
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ii) Suivant (1.2) on pose:
def def
Opr = Ca(M(xK)s tR)ea = (%€, &8 = 00pg/x’.
iii) L’hypothése de continuité s’énonce: pour un continu a hystérésis, les g; sont con-
tinus au voisinage d’un instant d’inversion 5.
On note:

(1.3) r+8t = r8i (M(x¥), tR+) = REi (M(xx), tr-) = r-8i-
La condition (1.3) n’est mise en jeu que si #;x existe et au voisinage de 7y seulement. Elle
n’est donc pas équivalente a une hypothése d’inexistence d’onde de choc. Cependant
cette condition pourrait éventuellement restreindre le domaine d’application de I’analyse
ultérieure si des résultats expérimentaux démontraient I'universalit¢ de certains phéno-
ménes d’onde de choc dans les continus a hystérésis.

Faute de théories plus raffinées, 'usage de (1.3) peut étre adopté provisoirement et
dans un esprit de simplification méthodique. Une telle démarche a déja été adoptée lorsque
I’on a supposé la régularité suffisante de la frontiére 0% du corps.

1.4. Le tenseur fondamental et la longueur de I’élément nature!

Le tenseur fondamental est:
(14 %= G,6'®G' = GYG,®G, = 8,G,®G’ = g,8'Rg’
= g'g,®@g; = 8,208’ = r2i;r'Ore’ = rgREi®rE; = 0\inBiDrE’.
La longueur ds de I’élément matériel infinitésimal est:

def a:x B_C'K"

2 A —
de™(My 1) = oxt ox/

dx'dx’ = g, (M, t)dx'dx’.

1.5. Transport convectif et mémorisation discréte de la jauge ds (M, tz)

On sait que la notion de déformation entre 2 instants ¢, et #, peut étre introduite a par-
tir de la comparaison du ds*(M, t,) précédent et du ds?>(M, t,) associé. Il n’est semble-t-il
jamais souligné que cette comparaison entre 2 états a t, et ¢, > t;, selon:

ds(2)*—ds(1)* = (gi;(t2)—gi;(t,))dx'dx) = 243 g, ;dx'dx’
est basée sur I'invariance par transport:
(1.5 Zds(x*, 1,)* =0
du champ de jauge ds(M, t,). Cette invariance (1.5) implique la non-séparabilité tem-
porelle et n’implique pas d’actions & distance instantanées: la notion de déformation est

donc fondée sur une condition (1.5) d’existence de mémoire discréte d’'un champ de
jauge.

1.6. Dérivation extrinséque et intrinséque & temps ou 2 point matériel fixé.

Les variations extrinséques incluent celles dues aux vecteurs de base et les variations
intrinséques excluent les variations dues aux bases.

6%
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i) Pour un tenseur relatif &/ de type (r, s) et de poids w, on a:
D,sf = dx*Vysf
(1.6), g5Viof = Vet 8°@e,® ...8"® ... 8’
det aot AR

Doty imen = A"Vt | = dx® — g
+§:dx:"11 ifamrmedy, ey = de ,,x.sef“""'jx...jp_lm.,.j,
a=1
—dexflz"mﬂ""'iq,...;,-
soit:

(1.6), g'Vg(hh ds 81, & g!,®gj_l_® w8 °)
sty .
= [ ox g - 2 .. gt,®gj‘® e B

‘ Ogm
+2&4""'!'11...Eu® n-_axi‘@’ . 2,0 ® ... gh

a m
+2, At Joom...js 81,8 ... g;,®g"® aix ® ...g%h

,- 1 2yg
—w '“j...g!l® gl ®gh® gj l/—; 3KK ]

L’expression des composantes D,&/'-;  est bien de la forme:

adu
— ok
— [ax‘

ii) On sait que, malgré de profondes différences mathématiques, la forme précédente
se ,,conserve” dans la dérivation & M fixé, en ce sens que:

ot
(1:6)s 8"

gl®gj+d“ %k

intr

o

B adﬂ
at

extr B at

b/}
(1.6)4 gi®gj+‘d“w (2.®g)).

intr

Soit une variété différentiable ¥, rapportée au systéme de coordonnées 3!, 32, 3 et
munie du champ de vecteurs de composantes U* (3*). Les quantités

o7 = .d'l §U — .
Ay e = Lty o= UR—= [2 bty

19U BU'" =
_24 ays Ny e et W e ]= Ay lexe— [0
B=1

sont les composantes d’un tenseur. Ce résultat est évident si la variété ¥ est munie d’une
connexion. Si S et K notent respectivement la torsion et la courbure, on obtient:
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Loty = UVeady, = ) Vulla—URSE) by,

a=1
s

+ D) (VU Un— USSR ) A5iey, g, AWV Uy,
=1

et I'on note que:
20U =0,
#yT = V,V,UX+V,(U'SE)+ UKS,
et que £y est un opérateur de dérivation puisque:
ZLu(A+B) = LyA+ZLyB,
ZLyv(AB) = (LyA)B+A(ZLyB).
De plus, si la connexion est symétrique, on a:
Z5VE = VaU"VE,
Loy = Vj U+V, ﬁjs Fyds* = Lyg,dy'dy’,
Fd;=0
P8 = — (VU +V'TY).
On remarque a nouveau que I’on obtient 3 tenseurs différents en prenant la dérivée de

chacune des représentations de %. On note aussi que 1’on obtient un tenseur en prenant
la dérivée des I" qui ne sont pas des composantes de tenseurs. Si K et S sont nuls on a

gﬁfﬁ = V‘,Vi ﬁx.
Enfin:

¥
OV 'y, = Lodby + D Vallmsty
1

r

On constate que ce formalisme est comparable & celui de (1.6),. On sait cependant que
I’analogie formelle avec (1.6); dissimule des différences de nature fondamentale.

iii) Si I’on se place dans E, produit de E3(3%) et de E;(t) et que I'on remplace U par
U1 de composantes (U, U2, U3, 1), on obtient:

A = UTVydby = Uy e st

2
_'ZVjﬁfjm;hmh..,m..._wvm -0-"'-‘;‘""11...]

1
= [ZLo, d""j...]'f‘ {5 =-u‘1i“'j...hmr+ [
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iv) Ce résultat permet de distinguer I’origine de I'opérateur de dérivation ,,convectée”
parfois utilisé en mécanique des continus et souvent appelé dérivée de Oldroyd (1950).

En remplagant Ul par V1 on a en effet:

gﬁ;i.ujm - [% -91_‘"'1...+ax‘_7xji“'j,‘.]

RPN AT Y R S T
a=1

ot le produit contracté ¥1-V.af est souvent appelé dérivée matérielle. Il est en général
sous entendu que cette dérivation est eulérienne et associée aux coordonnées y*. On dis-
tingue le rdle de la vitesse de déformation et de la vitesse de rotation en écrivant:

g"l Ml] = dim}...lex!t

_ [IZ“ D*'.:‘ij _Z 5}"'3 .s;ijm —WD_ﬁij

r 5
+;‘E}:J..m...jm_2 @ﬁ@}m]

v) Il est enfin utile de considérer le cas ou les y* sont remplacés par les x*. Le géné-
rateur infinitésimal V1 a pour composantes 0,0, 0, 1 et:
sym 3
Ly =

Vi at
On notera:
d
(1.7 &y ... = —ét—d‘“‘_,mg,x® . 8,08® ... gh
Cette écriture correspond bien a la définition de la dérivée de Lie comprise comme ré-
sultat d’un passage a la limite lors du transport infinitésimal dans la direction du géné-
rateur infinitésimal.

La dérivation (1.7) est 'unique dérivation objective fondamentale.

Un champ a dérivée de Lie nulle est un champ de jauge invariante par transport:
la mémoire de ce champ est parfaite et n’implique pas a priori d’effets 4 distance instan-
tanés.

On obtient I’analogue de (1.6), sous la forme:

0
(18) d'enr = Mllntr'l'ﬂimj... W (gl.® gr®gjl gjs)

d
= -BTM‘P”EJ!“J: g‘:® e gl,®gji® cee g"'

,
08 m
+Z:d!mi""‘"'""':'1--4,3:1@“' ;: - 8,08"Q ... g"
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2 a -
_Z ‘dl.“"jl,.-m...j,gll® - g{r®g’1® ces %‘ s gf.
1
; 1 oyg
"Wdi""'jl...j, g2.® .. gt,®gj‘® s g l/~ ]B/tg
g

vi) Soit par exemple:
o = AgQg, = 5,08 = #//8'Qg; = #,;8'Q8’.

On a
. X A
oA = o gi®g, dans (M,g,.g),
. ot
gmd = —aii gf®gj dans (M’ ghgj):
1.9
(1.9) . ot | i
Ly, =t 5 8 ®g; dans (M,g' g),
Lot = oy g®g’ dans (M,g'g).

at
D’autre part

aa—.’f = g:&i-{-(VK'I)iAKj+A‘KVK’U")gi®gJ—WﬂDKK
extr
= Lo +(Vgv' 45 — 4, V,0%)g,®@g’ —wof D¢

= L, A +(—V, oA + 4,5 Vgv')g' @ g, — wol D5y

= Lol + (V05 Ag;— AixV,0%)g' @g’ — wst DX

Dans le systéme de coordonnées y* on a

R e A — s omm  emms
"at— +7JKVKJJU = .’2’;.52(”+(VK UlAKJ'f'A‘KVK?)j)—" WMDKK
et les autres relations analogues. Il est également intéressant d’écrire
dst

+0RVy Y = JyodV + (R o™ + A% RE)

-]7-9;1 = _g;;djj_*_b;'{&]xj_*_“JIKD}(_W#UDKK

note la dérivée de Zaremba-Jaumann (généralisée par TRUESDELL et TOUPIN — 1960). Si
les coordonnées y* sont les coordonnées {* on obtient d’abord ():

.1{.1'5 = (g;daﬁ-{_DKﬂtdKﬁ"'daKDKﬁ"W-S#aﬂDKK)'{‘RKa.ﬁKﬁ'{'daKRgﬁ
= Jy A +(— Rag I xp+ Hux Rp)>

(®) Le concept d’objectivité étant essentiel au niveau des définitions, il est particuliérement ambigu
d’utiliser le méme mot pour désigner des termes qui apparaissent lors de simples expressions de (1.7)
dans d’autres repéres que les repéres propres (M, g, g’) (cf. [22] et [23]).



352 P. GueLIN, W. K. NowAckl AND P. PEGON

Jaﬁ= (-g’v.,daﬂ— axdxp—'duDﬂx_W-da.BDxx)—Raxdxp— axRpx
= Jy A +(— Rug I xp+ A ax Rep)
et

Lol = % (Lo + Ly of)—wd Dy,

Jy¥ = % (—2D+2D) = 0.

On obtient ensuite (cas mixtes):
Ay = (Lool s+ Dys b xy— 5 sx Dox — Wk iy Dy y) + Ryo ol gy — ol oy Rox
= Jy o + (— Rag  xp+ A ax Rxp),
-ﬁ’;p = (Lo’ — Dy A xg+ A gx Dxg— WA o Dgg) + (— Rux A xp+ A ax Rip)
= Jy A +(— Rux A xp+ o ux Rgp),
et

1 .
Jud = ? (fé’,.ﬂ-’r.‘?l,_'d)—wd.DKx,

1.9 = % (0+0) = 0.

2. Le concept de mémoire discréte est sous-jacent dans les notions de déformation et de
contrainte

2.1. Le tenseur de déformation et le concept de mémoire discréte
i) A l'aide de (1.4) on obtient:
4(t)) = g,(x%, t)g'(x%, 1)@ (x%, 1,)
au temps ¢, et
9(t;) = g,(x5, 12)8'(x%, 1) @g!(x", t,)

autemps f, > t,.
ii) Le tenseur de Cauchy, transporté de ¢, 4 t,, est

(21) fg = glj(xx’ tl)g!(xx! t2)®gl(xxa tz)-

Le tenseur de déformation est

def l

1e(x®) = 2 (@(2) —f{f)
et, par conséquent
1
22) A% g(xF) = 3 (gu(xx, 1) — g (x%, tl))g’(x‘, 1,)®g' (x5, t,)

On obtient
2.3) ds(2)? —ds(1)? = 247 ¢, dx'dx’
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et le premier observable fondamental est

2 ds(2)

2.4) dia = M

La relation (2.3) permet d’effectuer au temps 7, la comparaison des longueurs ds(1) et
ds(2) d’un arc materiel élementaire aux temps f, ett,. Ce processus de comparaison
implique une invariance entre 7, et 7,. Au temps 7, I’état a ¢, n’existe plus au sens usuel:
accorder un sens physique & (2.2) et (2.3) revient a supposer qu’il subsiste significativement
au temps ¢, une information (ici %) relative 4 I'instant t,. En d’autres termes, a ¢ > ¢,,
’état A ¢, qui n’existe plus au sens usuel (associé¢ A #(¢,)) existe encore sous la forme d’une
mémorisation de I'information discréte {# transportée intacte, car on a

2.5 Lo i9=0; £, 29=0, ZLds(tg)>*=0

expression de I'invariance qui permet la comparaison recherchée (a I'aide de A4{ ¢). Ainsi
(2.5) est une condition d’existence de mémoire discréte.

De plus, I’état au temps ¢ existe non seulement au sens usuel (associé a #(¢)) mais.
aussi sous la forme d’une mémorisation de I'information discréte {4, champ de jauge
transporté intacte de ¢, A ¢.

On note que 'interprétation du rapport usuel

1(1)—1(0)
1(0)

exige la mémorisation de 1(0) entre les instants O et 7.

Finalement la notion de déformation implique I’hypothése selon laquelle la matiére
est support de mémoire car si tel n’était pas le cas I’'enregistrement de 1(0) (ou de %(t,))
serait vide de sens physique & ¢ > ¢, et le tenseur transporté {¢ serait également dénué
de sens physique. Bien entendu, parler de déformation ,,actuelle” et la noter £(¢) est au
sens strict mécaniquement absurde et a tout le moins une source de contresens physiques.

Le tenseur de Cauchy g% permet d’introduire a la fois le concept de propagation et
le concept de mémoire discréte, marquant ainsi les liens étroits et la séparation radicale
de la mécanique classique et de la mécanique des continus.

iii) Une étude plus compléte du tenseur A} ¢ peut inclure I’étude des conditions de
transport des directions principales

Ahe =

2.2. Le tenseur de contrainte et le concept de mémoire discréte

Le phénomeéne d’irréversibilité par hystérésis est un phénomeéne physique trés général
(processus de filtration, thermomécanique des solides, électromagnétisme, optique “non
linéaire”). Dans la mesure ol ce phénoméne d’hystérésis implique généralement de fagon
nette la restauration périodique des propriétées physiques, un processus de comparaison.
est nécessaire pour définir un schéma constitutif. En conséquence, une invariance doit
étre définie pour décrire I’évolution le long de chaque branche de cycle fermé.

Pour satisfaire cette condition il suffit d’introduire & nouveau le concept de mémoire
discréte en ce qui concerne le tenseur de Cauchy de contrainte comme cela a déja été
fait & propos du tenseur de Cauchy de déformation. Le concept de mémoire discréte
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s’exprime alors comme un transport de o (fz) jusqu’a I'instant actuel. Nous allons pré-

ciser la formulation de ce processus.
En ce qui concerne ¢ on a vu que la définition covariante du transport est naturelle

(cf. (2.5).

S’agissant de o, la définition naturelle d’une condition constitutive d’existence de mé-
moire discréte reléve d’un choix entre les 4 possibilitées associées 4 &, , &, Z,., Z,’
et déja notées par (1.9).

Si I’on utilise la méthode de vaN DANTzIG [3] il subsiste un probléme de choix ba-
sé sur:

Zogo=0 pour go(x, 1) = dol(x5, 1)@ (%, N@g,(x¥, 1),
L ko=0 pour go(x¥, 1) = a)l(x¥, ta) g/ (x¥, )@gi(x¥, 1).
La méthode de van DANTZIG implique en effet que:

les schémas constitutifs sont définis dans (M, g;, g’), ou les composantes de ¢ sont

'y, ou:

(2.7) HG = LG =0

et ou 'objectivité est assurée par définition (repéres entrainés et indépendance vis-a-vis
du choix de la métrique).

Pour assurer la symétrie de o on est conduit & poser: Le tenseur o symétrique est
-défini implicitement par intégration convenable de deux taux strictement objectifs et abso-

(2.6)

lument relativistes

1 2

90"! i 30’11 i

L 3

5 808 ¢ 5 898 )
possédant des propriétés formelles de symétrie résultant de leurs définitions constitu-
tives (formellement) “équivalentes™ (vis-a-vis des paramétres caractéristiques 4, u, So
par exemple), de sorte que

20 = o',g.Q8' +5/2'® __8(17“, = Eéi
= 0,88 i B RE;, TR T
1;
2.8), % _ et ..
ot
a5/ ;
7— }.(:51 o= s

La transposition:
6,)(ta) = &:”(ta)
joue, ici encore, un role essentiel pour définir
2.8); ko = 0 (t)E()®E' (1) +6, (tr) g () ®ei(1)
et le tenseur symétrique
28); 2440 = (¢}, (o) g ®g' + (5, — 45,18’ @
= Aééfj(gl®g1+g1®g,) = Ad40,/ (2,92 +g'®g).

(®) dans le cas anisotrope les vecteurs caractéristiques remplacent les bases g;.
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Avec un schéma constitutif trés simple

0 )
;\t &'y = AL8'g +2uD', W%Kt = Al0g'+2u Dy’
mais d’intérét restreint sur le plan physique, on obtient les équations du mouvement:
321) o' ! i iJ K
oVe |5+ LIS S| Ve | = (g, Vi

+(ug™ + o5V, Vo' —% [g"'V, 0% +g'5V, 07" + g'%V, 6" + gV, 0% (V 0k + V)

[g“a-"+g”‘a”+g"a”+g” Ki|(V,V vk +V, Vgvy)

ou I’on note que la double dérivation figure non seulement avec les facteurs classiques
(2+p)g" et ug™ mais aussi avec les facteurs %/ et somme de go (cf. [2] en ce qui con-
cerne I’étude des vitesses de propagation). Ces équations du mouvement peuvent étre
obtenues avec d’autres choix. Un exemple de choix intéressant consiste a définir encore
le transport de % covariant mais a remplager le transport de mixte de o par celui con-
travariant et & remplager la définition mixte de ’équation différentielle multivoque par
une définition covariante (cf. [24]):

def

L, 1850, LteZ0,

symb

L7 ARG+ARG = 2, Age+Age

de sorte que:

P, 4850, £ ic=0,
(2.9 K R

t — t t
gv..ARUu = aOgu+a00AR &;+a, D +a,Ag 0y,

L’étude de ces schémas de Zaremba (cf. [1]) est d’un grand intérét heuristique pour guider
les recherches en matiére de comportement des continus réels (cf. [24]).

3. La forme des schémas syndéomiques de la thermomécanique d’hystérésis pure

i) L’analyse de ces schémas est utile dans la mesure ou les propriétés des matériaux
réels peuvent étre envisagées comme le résultat de la superposition et de 'interaction de
3 genres de processus: celui d’hystérésis pure toujours irreversible et périodiquement
restaurable, celui d’écrouissage toujours irreversible et non périodiquement restaurable,
celui reversible. En conséquence:

3.1 ¢ = date.+0
et si ’on suppose:
(3.2) II = 1,+0+IT,,, = jot) D’y +0+0l.,, D);

on est conduit a envisager ¢ sous la forme d’une somme:

symb

(3.3) 0= 0,+0.+40y, L0 = Ly0,+Lp0c+L,0gy.
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ii) On s’intéresse exclusivement & g,: I'indice @ est donc omis. Les principes de con-
servations sont:

oVg =cste, V,o"+F' = gy'(ou bien: P+ Pin = K Yo €%),
& = "D+ 25—V, J + 2, ()

ceux de quasi-réversibilité sont;

3.4

(3.5 Il = fo- D; = =PI
et la relation de Gibbs modifiée est
(3.6) &= SF+IT

ot S note la dissipation intrinséque regue par I’édlement v sous une autre forme que
celle calorifique (cf. [11]).

iii) Le schéma est la réunion (syndéomie) de 4 conditions universelles (1, 3, 4, 5) et
d’une définition thermomécanique constitutive. Il est commode de noter immédiatement
que la condition 1 est celle d’existence de mémoire discrete et que les conditions 3 et 4
sont celles qui définissent le processus de mémorisation discréte envisagé comme tra-
duction d’une rétroaction entre le continu et la sollicitation. Le formalisme est par
example:

) £, i%=0 £ fo=0;

y Ledho=1.(dke, D, dyo,0),

_ ¢ )i 1 1
&/t = - ((w-1)o+ 40) D”+w Ae; &y o,

(BT —0%ufot = Mea"Dy— Aoy # o;
3) dW<0 Vtelt,t+dil;
4)  SAdW; WY = [0, io; KW}, {f0)];
5) A3*re= A%3to = a(0) = 0,
S0) = W0,)=0, W0 =o, o0)=1
ol I'algorithme & est défini ci-dessous et ou la fonctionnelle d’aide W est définie par:
(3.8) W = 2W/jw?, dW = ¢dt, W(t;,)=0

sur la base du principe de restauration (cf. [11]):

Le continu d’hystérésis pure doit étre considéré comme un systéme thermodynamique
ouvert vis-a-vis d’une grandeur de désordre I. & chaque inversion le continu recoit un flux
infini d’entropie négative qui compense exactement le désordre crée durant la branche pré-
cédente. La restauration des propriétés a droite de I'inversion est associé a ce flux.

En conséquence, la schématisation syndéomique implique I’existence d’un état initial

(*) ii pour interne intrinséque, ee pour externe extrinséque.
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remarquable unique restaurable. Une telle caractéristique marque 4 nouveau une rupture
avec la dynamique classique (cf. [34]).
iv) La définition de & peut étre briévement présentée comme suit.

Soit {f W}, (n > 1) la suite des » valeurs de W encore mémorisées a I'instant . Cette
suite est ordonnée par valeurs non croissantes de . On a:

(W = {00, W(to), W(ty), ... Wt} = (W, Wa, ..., Wk
Wiz Waz ... W t> .

Soit {fo'}, la suite des n contraintes d’inversion encore mémorisées. Cette suite est or-
donées par valeur croissante du temps et go est son dernier élement:

{M"G}n = {Oy O'(tO)’ reey ‘:0},‘ = {013 02,5 -0y Un}n’ ‘{O' = Oy.
L’algorithme distingue 4 situations: inversion, monotonie, coincidence, coincidence
avec le niveau de W a la premiére inversion. On a donc:

. <0- = o,

@3 Sl (BW(‘)){z 0=SI (W(1)—W,)(<0 i il
convention: k = 0 Vte€]0, ty], {> 0=SI (WIt)-W,) (< 0= o,
(Wz = W(’o)) {> 0= o,

avec:
(w=2, k=k+1; a=1 (k>0),

ﬁl = {&:a}l = {Gl! vees Ons a(t)}!H-Is {M! W}n b {A}W}nﬂs
[n=n+1, jfo=a,(=0l(1)),

w=2, k=k, a=a+l (z=1),

d,: = {M'o'}n = {»;U}n—z, {A; W}n = {M"W}n—za
| n = n—z’ ‘{0' = Oy,

wo=1, k=k, a=a+tl,
MCO = {Mla}l = {0}! {MrW}l = {CXJ},
n=1, go=a,(=0).

v) Comme le critére d’inversion s’étend facilement au cas tensoriel, il s’agit a présent
de montrer que I'algorithme dont I’étude vient d’étre esquissée convient aux cas tensoriels.
En d’autres termes on obtiendra une axiomatique unique si le traitement du cas tensoriel

est lui aussi basé, pour I’essentiel, sur un processus de comparaison des niveaux de W.
Il n’est pas restrictif de se placer dans un plan déviatoire (I, = cste). Il existe, dans
ce plan, des lignes iso-W, ou lignes neutres (cf. [1]). Ces lignes peuvent étre des cercles
ou arcs cercles (cf. Fig. 1).
Le cas des trajets & phase constante peut étre étudié analytiquement lorsque le forma-
lisme est simple et les conclusions obtenues restent valables pour les études a caractere
nécessairement numérique. Il reste donc a traiter le cas des trajets cycliques a phase variable.
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vi) La méthode est thermomécanique (°). D’une part, on considére la famille des lignes
iso-W associée au point d’inversion A et la famille de lignes orthogonales correspondante
(Fig. 1). D’autre part on considére le trajet AB; BB, C comme une suite de trajets infi-
unitésimaux alternativement neutres et a taux dW/dl maximum (d!/ note I’élement de ligne
Y/ d0% + Q%dp? dans la représentation polaire usuelle, ici réduite 4 Q et ¢). Enfin, on fait
I’hypothése heuristique 1a plus simple, & savoir:

2Qllmile = fdl = 2(l/§ Sllmhe)a
b

ce qui défini 1/ 2 Siimite comme la demi longueur de I'arc bb’ de la ligne orthogonale pa-
ssant par le point B(Q, ¢) et intérieure au critére (cf. Fig. 1).

FiG. 1.

En ce qui concerne les niveaux de W les variations le long de AB, BB, C et le long
de AOC sont égales: on est ramené a une situation plus simple (cf. [34] pour une étude
plus défaillée).

4. Le schéma syndéomique d’hystérésis pure respecte les principes de causalité
et de détermination

i) L’étude d’un cas particulier simple mais typique permet de montrer que I’applica-
tion du voisinage d’un point de ’espace des causes dans un voisinage d’un point de ’espace
des effects n’est pas un homeomorphisme et que cette caractéristique des schémas de
I’hystérésis est parfaitement conforme aux principes de causalité et de détermination tout

(®) pour un exemple de méthode non thermomécanique voir le travail de GHABOUssI et MOMEN
[27], travail relatif aux milieux pulvérulents. En ce qui concerne les métaux il est intéressant de noter com-
bien les possibilités opératoires du concept de mémoire discréte ont déja été largement utilisées (cf. par
exemple NEALE et NAzLI [28]) et retiennent I’attention des spécialistes par le biais de diverses procé-
dures de ,,mise en mémoire” et ,,réinitialisations” (cf. par exemple CERNOCKY et KREMPL [29]).



ETUDE DES SCHEMAS THERMOMECANIQUES A MEMOIRE DISCRETE. I 359

en étant radicalement incompatible avec 1’acception la plus étroite, classique (2 la Painleve)
et dogmatique du principe de déterminisme (°).

L’analyse implique la considération de problémes homogeénes. Elle présente donc un
intérét heuristique en matiére d’étude des schémas constitutifs proposés.

ii) Les hypotheéses physiques essentielles sont les suivantes. Les cinématiques envi-
sagées sont du type (cf. [1] et [24]):

(4.1) Ak 1) = ZUY), 22 = Z2420(1)- 28, 2% = Z3(1+Kk(1))

qui convient a I’étude d’expériences du genre “boite” de Roscoe. On notera que le choix
des coordonnées x* est simplement I’identité de x* et Z*. D’autre part, la condition ini-
tiale des intégrations est toujours la nullité de k(0), 7(0) et ¢ (0) et les composantes a33(z)
(noté a3) et a23(r) (noté o,) sont spécifiées par leur taux (V¢ > 0). Enfin, le formalisme
différentiel multivoque (envisagé au § 2.2, eq. 2.8 et 2.9) fait seulement intervenir les pa-
ramétres 4, u et S, (cf. notations) et correspond 4 un comportement élastoplastique
simple du genre d’hystérésis “pure” (sans écrouissage).
iif) A partir des équations constitutives on obtient un syst¢me de la forme:

4.2) o, = A k+B,t  (n=1,4)
qui donne immédiatement la forme normale:
(4.3) [E] = [Cond [Su]l  (m=1,2)

ol E note le vecteur des effets (k, T, 0y, 0,); S le vecteur des causes (63, d,); C des fon-
ctions de 4, u, Sy, 1+k, o,.

iv) Compte tenu du but poursuivi ici, on envisage seulemnt une étude “locale”, c’est-
a-dire que I’on se borne a I’étude de la correspondance entre un voisinage de I’espace des
causes (centré sur S) et le voisinage du point E associé dans I'espace des effets. Il s’agit
donc de procéder a une série d’intégrations pour lesquelles le trajet OSS, est spécifié
de telle sorte que le trajet final rectiligne SS,(0 < « < 27) soit petit relativement au trajet
préliminaire OS lui méme rectiligne par morceaux (cf. fig. 2). La représentation des

o T Bey
(6) (865)
5, 2
o
S E At
(AGT)
0 03 0 Ks
(64)
Fic. 2.

(°) selon VoGeL [30] il est utile de distinguer les trois principes: une relation entre 2 phénoménes
est causale si ceux ci ne peuvent faire I'objet d’'une observation simultanée -si I'on rencontre S (cause)
alors E (effet) s’ensuit; le principe de détermination est: il suffit de connaitre un certain nombre de causes
pour pouvoir déterminer les effets; le principe de déterminisme classique est: les schémas définitifs sont
Dynamiques classiques - la connaissance de 1’état actuel donne accés a la connaissance de foute I'évolu-
tion. Voir aussi [31] et [32].
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effets au voisinage de E est commode si ’on utilise deux sous-espaces E(o) et E(e) dont
les coordonnées sont Aoy = 0x(S,)—0k(S); kK = 1,2, d’'une part et: dey, = 7(S) —7(S);
Aey = k(Sg)—k(S)+ ... d’autre part. Les variations Aoy sont normées par S,.

v) Le résultat des intégrations est le suivant (cf| [24]): il existe toujours une disconti-
nuité, d’ailleurs plus marquée lorsque le trajet OS est irrotationnel; un voisinage de S
s’applique dans E selon deux voisinages rangenis; lorsque SS, tend vers 0, I'amplitude
de la discontinuité tend vers 0 plus vite que SS,.(7) Les illustrations concernent le cas
ou le trajet O.S est rotationnel et les trajets SS respectivement comparables (?) (cf. fig 3a)
et petits (cf. fig. 3b) relativement au trajet OS.

vi) A Iexistence de ,,coins” infiniment minces dans les voisinages E(c) et E(e) est
associée, dans E, une inaccessibilité mathématique dénuée de conséquences physiques.
En effet, on peut toujours trouver un voisinage assez petit de S pour que I'amplitude
de la discontinuité soit sans effets opératoires discernables, compte tenu de la précision
des moyens expérimentaux et numériques.

Le schéma est strictement conforme aux principes de causalité et de détermination
mais ne conduit bien entendu pas a des systémes dynamiques réductibles aux schémas
dynamiques classiques. (cf. [30]). D’autre part, le schéma est strictement conforme a Pesprit
du principe du déterminisme (cf. [32]).

Conclusion

Ce travail ne contient qu’un bref examen des bases physiques des schémas syndéomi-
ques de I’hystérésis pure isotrope isotherme. D’autres travaux, de nature plus numérique
ou expérimentale ont été réalisés (cf. par exemple [20] dans ce méme journal et aussi
[26]). L’exploration approfondie de la ,,théorie” actuelle exige de toute fagon encore un
travail assez considérable (). De plus, ’accés 4 une déscription unifiée dépend essentielle-
ment de I’exécution du cinquiéme point de notre programme, mentionné dans l’intro-
duction. Clest A ce prix que les efforts déployés pour analyser les processus d’échanges
stables entre I’ordre, la chaleur et la dissipation intrinseque, pourront étre envisagér
comme un début de contribution & une théorie des continus.

Pour l’instant le résultat principal est:

2 d
T = éO’iJDj;; *a_t"én = *aTJ"f'H, D = A;{O’f_,DJ‘.

Ce résultat justifie que soit & nouveau présenté ici un formalisme dont les élements essen-
tiels (tels que (2.2), (2.7), (2.8), (2.9)) furent introduits ou suggérés durant le second tiers
du siecle.

(7) on note qu’il faut mettre en jeu des états de contrainte proche du critére ou effectuer de longs
trajets pour rendre la discontinuité visible sur les tracés (cf. fig. 3 b ou I'on a pris soin de repérer les
discontinuités).

(®) L’étude des divers comportements limites possibles en hystérésis pure, ou bien 1’étude des non-
newtoniens et aussi I'examen du cas réversible sont autant d’exemples de tels travaux d’exploration.
D’autres exemples sont relatifs, en hystérésis pure (cf. [24]), aux aspects thermomécaniques, 2 la stabilité
et aux propagation des ondes [2]. Sur le plan expérimental, il reste peu commode d’obtenir des résultats
en grandes déformations cycliques pour des chemins quelconques de sollicitation [18, 26].

7 Arch. Mech. Stos. 4-5/85
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