O zadaniu Malfattego.

Napisat

F. Mertens.

Rzecz przedstawiona na posiedzeniu Wydz. mat.-przyr. z d. 4. grudnia 1893.

1.

Zadanie Malfattego brzmi jak nastepuje:

Dane sg na plaszczyznie trzy proste pl, p2, p3, nie przechodzace
przez jeden punkt; wykresli¢ trzy kota K1, K2, K3, z ktérych pierwsze
stycznem jest do prostych p2, p3 i do kot K2, K3, drugie do prostych
pl, p3 i do kot Kl, K3, a trzecie do prostych pl, p? i do kot Kl K2

Steiner 1) uogdlnit zadanie Malfattego, podstawiajgc zamiast danych
prostych trzy kota. Zadanie natenczas tak brzmi .

Dane sg na ptaszczyznie trzy kota ki, k2, k3 ; wykresli¢ trzy kota
K1, K2, K3 z ktérych pierwsze stycznem jest do kot k2, k3, K2, K3,
drugie do kot k1, k3, K1, K3, a trzecie do kot k1, k2, K1, K2

Zadanie to uogolnione stanowi przedmiot niniejszej pracy.

2.

Réwnanie kota w jakimbagdz ukladzie prostokgtnym sprowadzi¢
mozna do postaci

1) Czasopismo Crelle'a T. 1. p. 180. Por. rozprawe H. Schroetera w Tomie 77.
tegoz czasopisma.
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czyli, jezeli uzyjemy spo6trzednych jednorodnych, do postaci

Spétrzedne jednorodne sSrodka tego kota sa:

a promien

Jezeli za§ a3 = O, to rOwnanie powyzsze przedstawia pare pro-
stych o réwnaniach

z ktorych druga jest prostg nieskonczenie daleka.

Dla skrocenia oznacza¢ bede forme kwadratowg

czterech zmiennych ul, u2, u3, u4 przez fu i potoze

tak, ze promien kola przedstawionego réwnaniem (1), rowna sie wyraze-

niu

Warunek stycznosci dwoch koét, danych przez réwnania:

brzmi

czyli
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po rozwinieciu kwadratu, uproszczeniu i rozmnozeniu przez

otrzymujemy

Styczno$¢ zewnetrzna lub wewnetrzna zawista od znakoéw pierwiastkow'

Réwnanie (3) wyraza jeszcze styczno$¢ prostej o réwnaniu

z kotem:

jezeli a3 = O; przechodzi bowiem w tym przypadku na

czyli na
i poucza, ze punkt o spo6trzednych czyli Srodek kota (5), ma
od prostej (4) odlegto$¢ réwna promieniowi tegoz kota.

Dwa kota przedstawione réwnaniami (2) przecinajg sie pod katem
prostym , jezeli

czyli

Jezeli za$ ilos¢ a3 albo obydwie ilosci a3, b3 sg réwne zeru, to waru-
nek (6) wyraza prostokatno$¢ prostej (4) wzgledem kota (5), a wzglednie
prostokatnos¢ prostych przedstawionych réwnaniami:

Niechaj dane beda trzy kota k1, k2, k3 przez réwnania :
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i przypusémy, ze wyrazenia

sg rozne od zera. Zadanie uogolnione Malfattego wymaga wykreslenia
trzech kot K1, K2, K3, z ktérych koto K! stycznem jest do kot k2, k3,
K2, Ka, koto K? do kot kI, ks. Kn Ka, a koto Ka do kot ki, kI Ki,
K2, Przyjmijmy réwnania k6t szukanych KNK2~K3 w postaci:

Stycznosci: kota Ki do kot Tts, ka, kota K2 do két %1, ka, kota K3 do
kot ki, kI wyrazone sg réwnaniami :

a stycznos¢ két Al, K21 K3 pomiedzy sobag réwnaniami:

Mamy tedy dla wyznaczenia dwunastu niewiadomych:

dziewie¢ réwnan (7) i (8). Roéwnania te wystarczaja do wyznaczenia
niewiadomych, poniewaz tak niewiadome ul, u2, u3, w4, jako tez vl, v2,
ra vt i wl, w2, w3,wi we wszystkich réwnaniach zachodzg jednorodnie.

Aby byto mozna uzy¢ jak najprostszego sposobu do rozwigzania
powyzszych réwnan bez naruszenia ogolnosci, nalezy nasamprzéd roz-
strzygna¢, czy pomiedzy rozwigzaniami tychze réwnan mogg zachodzic¢
takie, dla ktorych jedno z wyrazen /,, fv, f,, ma wartos¢ zero.

Przypus¢my wszystkie rownania zadania spetnione i niechaj be-
dzie n. p.

Natenczas bedzie:

www.rcin.org.pl
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Oznaczmy przez /,, t, t3, ti ilosci dowolne i przez (pqgrs), dla
skrécenia, wyznacznik

Rozmnozywszy wyznaczniki

wierszami przez siebie, otrzymujemy

a na mocy rownan (8), (10)

czyli
Poniewaz za$ 71, ti, t3, sg ilosciami dowolnemi, przeto wszystkie wy-

znaczniki trzeciego rzedu, dajgce sie utworzy¢ z ukiadu

musza by¢ réwne zeru i kota KI, K2, K3 nalezg do tej samej wiazki.

Moga tu zachodzi¢ dwa przypadki wedtug tego, czy takze wszystkie
wyznaczniki drugiego rzedu uktadu (11) réwnajg sie zeru, albo nie.

www.rcin.org.pl



72 F. MERTENS

Jezeli wszystkie wyznaczniki drugiego rzedu uktadu (11) sg réwne
zeru, to tak ilosci v1, vit, v8, v4, jako tez ilosci wl, w2, w3 wi sg pro-
porcyonalne do ul, u3, u}, ui i mamy

Jest wiec wedtug réwnan (7)

a zatem takze

Z réwnan:

zas wynika, ze koto K! przecina wszystkie trzy kota dane pod katem
prostym. Oznaczywszy wiec koto prostokatne do kot ki, k™ k3 przez k,
widzimy, ze w przypadku, w mowie bedacym, kazde z trzech kot Kl
K2, K3 jest kotem k.

Jezeli wyznacznik postaci

oznaczymy dla skrécenia przez (j)a <3 ry) i potozymy

to koto k przedstawione jest réwnaniem

i réwnanie fu 0 pocigga za sobg réwnanie

Koto wiec prostokatne rozpas¢ sie¢ musi na dwie proste. Przypadek ten za-
chodzi przy zwykiem zadaniu Malfattego i przy trzech kotach, przecho-
dzacych przez jeden punkt (précz punktow kotowych urojonych nie-
skoriczenie dalekich).

Wyrazenie — e jest wyznacznikiem ukladu ztozonego z dwdch
uktadow

Uktad ten ztozony brzmi
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Jezeli wiec dla skrocenia potozymy

to

i przypadek w mowie bedacy okreslony jest warunkiem

Jezeli wyznaczniki drugiego rzedu ukiadu ( 1) nie sg wszystkie
rowne zeru, to potozy¢ mozna

a zarazem, poniewaz koto /43 do tej samej wigzki jak A", 7f naleze¢
musi, bedzie:

Jezeli ja = 0O, to mamy:

a zatem

Jezeli za$ p. nie = O, to mamy:
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a zatem

W obydwéch wiec razach dwa z pomiedzy két danych muszg byc¢
stycznemi do siebie.

Jezeli wiec przypuscimy, ze wyrazenia:

sg rozne od zera, i jezeli w przypadku A = 0 pominiemy rozwigzania,
w ktorych kazde z kot szukanych jest kotem prostokgtnem k, to ro-
wnania (7) i (8) tylko takie rozwigzania posiada¢ moga, w ktdrych
wyrazenia fr, fu réznig sie od zera.

Mozna zatem dwunastu niewiadomym (9) natozy¢ jeszcze warunki:

Natenczas rownania zagadnienia (7), (8) przybierajg posta¢ prostsza:

Poleca sie précz dwunastu niewiadomych (9) wprowadzi¢ jeszcze
Spotczynniki réwnania kota, przecinajgcego kota szukane Kl , Ki, ZC
pod katem prostym, a ktore przez K oznacze. Jezeli koto o roéwnaniu

ma przecina¢ kota K!, Ki, KA pod katem prostym, to Spétczynniki
91, si, sa, st spetnia¢ musza réwnania:

Réwnania te posiadajg tylko jedno rozwigzanie, jezeli wyznaczniki
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nie sg wszystkie réwne zeru. Utworzywszy, jak powyzej, wyznacznik
uktadu ztozonego z dwoéch uktadow

otrzymujemy réwnanie

Nie moga wiec wszystkie wyznaczniki (14) zniknag¢ i mozemy potozyc:

a na mocy réwnania (15) bedzie

Potézmy dla skrocenia

i obliczmy wyznacznik

utworzony ze spotczynnikéw wyrazen U, V, W, S. Rozwingwszy go

w tym celu wedtug ostatniego wiersza, znajdziemy wyrazenie

www.rcin.org.pl
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ktére na mocy réwnan (16) przechodzi na

Mamy wiec

Jezeli za$ wyznacznik (uvws) réznym jest od zera, to kota K. KI,
K2, K3 do tej samej sieci naleze¢ nie moga i réwnanie kazdego kota
ptaszczyzny sprowadzi¢é mozna do postaci

gdzie A, p, v, p oznaczajg Spoitczynniki stosownie wyznaczone.

Pot6zmy dla skrécenia:

i okreslmy ilosci <7l, %o, d/ w nastepujacy sposoéb:

Jezeli A rdézne od zera, to potozymy

tak, ze réwnanie

przedstawia koto prostokatne k do koét danych %, k2, k3. Wyznacznik
{abcd) rozwiniety wedtug ostatniego wiersza przybiera posta¢

i ma wedlug rownania (12) warto$¢ rézng od zera A.

Jezeli zas A = 0, to mozna obra¢ di, d2,d3, di dowolnie tak, aby
wyznacznik (abcd) byt ré6znym od zera.
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Otrzymujemy proste rozwigzanie zagadnienia czyli réwnan (13),
jezeli wyrazenia A, B, C, D przedstawimy liniowo jednorodnie przez
wyrazenia U, V, W, S.

Wezmy sobie za zadanie, sprowadzi¢ wyrazenie A tozsamosciowo
do postaci

przez stosowne wyznaczenie spOtczynnikdw niewiadomych A, p., v, p.

Oznaczmy w tym celu przez th, , t3, t4 dowolne ilosci i pod-
stawmy wartosci

wynikajace z tozsamosci (18) we wyrazeniu:

to otrzymamy tym sposobem:

Jezeli w tozsamosci tej zastgpimy ilosci nieoznaczone ti, t2j 3, ti
kolejno ilosciami:
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to na mocy réwnan (13) otrzymamy:

Z pomiedzy tych réwnan drugie i trzecie dajg

a nastepnie pierwsze, czwarte i piate

czyli

Potozywszy dla uproszczenia 2o zamiast p, mamy p. = a2 i

Tym samym sposobem znajdziemy rdéwnania :



o Zadaniu malfattego. 79

Aby wyznaczy¢ niewiadome a, B, y, potdézmy dla skrécenia

i zastgpmy w tozsamosci (19), ktora po podstawieniu wartosci znalezio-
nych na A, p., v, p przechodzi na

ilosci nieoznaczone tl, t2, t3, ti raz przez:

a drugi raz przez:

Tedy otrzymujemy na mocy réwnan (13),(21), (22)

Zupetnie podobnym sposobem znajdujemy

Mamy wiec
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gdzie

Pozostaje jeszcze przedstawienie wyrazenia D. Potozmy

z ktoérejto tozsamosci, jak powyzej wynika

Aby wyznaczy¢ niewiadome

zastgpimy w tozsamosci (27) nieoznaczone ilosci 1,Z, kolejno przez:

i potézmy dla skrdcenia:
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Znajdujemy tym sposobem

Précz tego z tozsamosci (20), (21), (22), (26), uwazajac

jako funkcye liniowe wyrazen

wywodzimy réwnanie

czyli wedtug (17)

Aby réwnanie to rozwingé, nalezy utworzy¢ wyznaczniki

81
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Znajdujemy

Z tych réwnan wynika

Jest wiec

Podstawiwszy za$ wyrazenia

F. MERTENS.
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wynikajace z réwnan (23), (24), (25), w réwnaniu

otrzymujemy

Jest zatem

Mamy wiec do wyznaczenia niewiadomych oz, B, y', & réwnania:

Aby réwnania te rozwigza¢, nalezy odrézni¢ przypadki, w kto-
rych A nie jest rowne zeru i jest réwne zeru.
Jezeli A réznem jest od zera, mamy

i rownania brzmig:

Poniewaz wyznaczniki 40, 0!, 32, &3 nie mogg by¢ wszystkie réwne
zeru, jak wynika ze zréwnania (29), przeto z pierwszych trzech réwnan
whnioskujemy:
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gdzie t oznacza niewiadomg. Z dwdch pozostatych rownan wedtug (29)
wynika natenczas

Jest wiec

Jezeli A = 0, to z réwnania (28) wynika

i jasnem jest, ze ilos¢ a b Y c jest rézng od zera, poniewaz zadna
z ilosci a, 6, ¢ nie moze znikng¢ Potozywszy wiec

widzimy, ze réwnania:

rozwigza¢ mozna co do niewiadomych o', B,y poniewaz wyznacznik
tychze réwnan ma warto$¢ rozng od zera

Znajdujemy wartosci ksztattu:
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i z dwoéch ostatnich réwnan uktadu (30) dla ilosci t wynikajg warunki

Jest wiec

5.

Tozsamosci znalezione:

uwaza¢ mozna jako cztery réwnania liniowe o niewiadomych 77, V, IT, S.
Wyznacznik tych réwnan [wedtug ostatniego réwnania ukiadu (50) |
roznym jest od zera. Mozna przeto rzeczone rOwnania rozwigzaé. Jezeli
wypadki otrzymane oznaczymy przez:

to jasnem jest, ze kazde rozwigzanie zagadnienia musi by¢ jednym
z ukfadéw kot przedstawionych przez réwnania:

odpowiadajace jednemu i temu samemu ukladowi wartosci pierwiastkow:

Powstaje pytanie, czy naodwrot kazde trzy kota przedstawione
przez ukiad réwnan:
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odpowiadaja zagadnieniu, i czy réwnanie

przedstawia koto prostokatne do tych kot

Z tozsamosci (31) dla ilosci nieoznaczonych £, t2, t3, ti wynika

Zastgpiwszy ilosci nieoznaczone ti, ti, t3, ti przez

widzimy, ze wyrazenia;

zado$¢ czynig réwnaniom

0 niewiadomych X, Y, Z, T. Tym samym rownaniom jednakowoz
czynig takze zado$¢ wartosci:

jak sie o tem fatwym rachunkiem , uwzgledniwszy réwnania (23), (24)
i (30) przekona¢ mozna. Poniewaz za$ réwnania (35) majg wyznacznik
rozny od zera, przeto jedno tylko rozwigzanie posiada¢é moga; musi
wiec byc:
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Tym samym sposobem z tozsamosci (34) dla podstawien:

otrzymujemy:

Potozywszy jeszcze:

widzimy, ze wyrazenia:

zado$¢ czynig réwaniom:

Tym samym roéwnaniom wedtug (30) zado$¢ czynig wartosci:

jest wiec:

Podstawmy dalej pl , p2, p3, p! zamiast tl, t2, 83, t4. Rownania
otrzymane pouczaja, ze wyrazenia .

czynig zado$¢ rownaniom:
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Poniewaz za$ te same rOwnania zostajg spetnione i dla wartosci :

przeto mamy:

Podobnym sposobem podstawienia:

prowadza do réwnan:

Réwnania zatem (33) przedstawiajg dla kazdego ukiadu wartosci
pierwiastkéw (32) trzy kota rzetelne albo urojone, odpowiadajace za-
gadnieniu.

Biorgc kazdy z pierwiastkbw raz ze znakiem +,
drugi raz ze znakiem —, otrzymujemy dla I, m, n cztery ukiady war-
tosci. Pierwiastki

tworza zatem 64 réznych ukladdéw wartosci. Dwa uktady wartosci pier-
wiastkow , z ktérych jeden z drugiego powstaje,

przez odwrocenie znaku przy kazdym z pierwiastkow, prowadza do tego
samego rozwigzania. Jezeli wiec A nie réwna sie zeru, to istnieje 64
rozwigzan. Jezeli zas A =0, to dwom wartosciom pierwiastka o zna-
kach przeciwnych odpowiada tylko jedno rozwigzanie, a rozwigzan jest 32.

6.
Kota K1, K2, K} w nastepujacy sposob wykresli¢ mozna.
Oznaczmy sie¢ kot, do ktorej dane kota kl, k2,k3 nalezg, przezz
i wezmy sobie za zadanie, wyznaczyé wigzke két W1, ktéra nalezy do
sieci X i ktérej kota przecinajg koto K! pod katem prostym.
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W tym celu nalezy uwzglednié¢, ze, jezeli znaki pierwiastkéw
zachodzacych w wyrazeniach A, B, C, w jakibgdz
spos6b obierzemy, to takze réwnania:

zupetnie sa oznaczone i trzy kola potegowe két kI, kI, k3 przedsta-
wiajg nalezace do jednej i tej samej wigzki Przez kofa za$ potegowe
dwoch két danych k’, k* rozumiem wedtug Steinera dwa kota, ktére
z temiz kotami k’, k” nalezg do tej samej wigzki i ktérych srodki sg
punktami podobienistwa kot K' i k”. Trzy kota posiadajg trzy pary kot
potegowych i trzy kola obrane stosownie z réznych par nalezg do tej
samej wigzki. Takich wiazek jest cztery. Jezeli odwrotnie obierzemy
jakiebadz trzy kota potegowe P!, P2, P3 két kI, k2, k3, nalezace do
jednej wigzki i przedstawimy je réwnaniami:

to przez to samo nadaliémy pierwiastkom /fa i \fb w V /C znaki ta-
kie, iz ilosci I,m1n majg wartosci zupetnie oznaczone. Kota potegowe
par (ke, k3 (k3, K1), (A,&2) rozne od P1, P~ P3 majg rOéwnania:

Oznaczymy takowe przez Qi, Qi, Q3
Kazde koto sieci ~ ma réwnanie ksztattu

Jezeli takie koto ma przecina¢ koto Kl pod katem prostym, to
mamy warunek

czyli
AVystarcza wyprowadzi¢ dwa rozwigzania niezawiste tego rdéwnania
i jako takie zalecajg sie:

Wiazka szukana Wi jest wiec okreslona przez kota o zréwnaniach

Pierwsze z tych kot jest kotem P!. Pozostaje wiec tylko wykresli¢
koto drugie.
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W tym celu dla skrocenia potoze:

Kota przedstawione réwnaniami:

krotko oznacza¢ bede temi samemi gloskami A’, A”, ... //. a wigzke
kot okresSlong przez dwa kota k’, k", nalezace do tejze wigzki dla
uproszczenia nazywa¢ bede wigzka (k, K™).

Koto A’ jest jednem z dwoéch két potegowych pary két (Pt, ki)
Potozywszy bowiem dla skrocenia

otrzymujemy
czyli

oraz:

Podobniez kota A”, B B, C, C” sg kotami potegowemi par kot

Z tych szesciu kot potegowych

wskutek dowolnych znakéw pierwiastkéw

wolno wybra¢ dowolnie kota A, C’, C’’, ktére wystarczajg do wyzna-
czenia wigzki W[ .
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Pomysimy sobie kota A’, C, C” wykres$lone. Z tozsamosci

wynika natenczas, ze koto H wykresli¢ mozna jako koto spdlne wigz-
kom (Q!, Qi) i (C°, C”), koto N jako koto spdlne wigzkom (% , k2)
i (ZC %3), koto J jako koto spélne wigzkom (ry, &) i (At Pl), a na-
reszcie koto R jako koto spdlne wigzkom (A, Qi) i (J, Ny

Podobnym sposobem wyznaczy¢ mozna wigzki Wi i Wa, ktore
zawierajg wzglednie kota sieci X, przecinajagce kota K? i Ka pod katem
prostym , jezeli znane sg kota A”, B\ B”. Aby kota te otrzyma¢, na-
lezy nasamprzdd wykreslic kota:

ktore wzglednie sg kotami wspé6lnemi wigzkom (Al, Q) i (P2, C”
k3, (?2) i (P, C"),.(ka, Qa) i (P2, Na mocy tozsamosci:

znajdujemy nastepnie kota A, B’, B” jako kola spo6lne wigzkom
(7¢, As) i (P3, V), %o ka) i (Ps, @), (ki, ki) i (P,, X).

Kot A’, A”,... H nie potrzeba kresli¢, wystarcza bowiem znaé
ich srodki. Wyznaczenie za$ kota spélnego dwom wigzkom danym wy-
maga tylko kreslenia linij prostych.

Aby po wyznaczeniu wigzki 1Kl wykredli¢ koto Kl , nalezy wy-
kresli¢ koto, przecinajace pod katem prostym wszystkie kota wigzki WI
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i styczne do jednego z kot %2, ks n. p. do kota k2. Zadanie to posiada
dwa rozwiazania. Punkta stycznosci kot, ktore stanowig te dwa roz-
wigzania, z kotem k2, sa punktami przeciecia kota ki z kotem, nale-
Zzacem do wigzki W! i przecinajgcem prostokatnie koto k2. Linia 13-
czaca te punkta takze powstaje przez potaczenie Srodka kota k z bie-
gunem linii $rodkéw ko6t wiazki JP! wzgledem kota ka

Dla zwyczajnego zadania Malfattego nalezy to wykreslenie nieco
zmodyfikowaé, poniewaz tu wigzki W1, W, W3 skiladajg sie z kot
spétsrodkowych.



	O zadaniu Malfattego.
	1.
	2.
	3.
	4.
	5.
	6.



