/

I

e@xa@imm@@@xa@@@uﬁnmzm @0@ @l@dé"@* S

RACHUNEK
PRZY BLIZONY.

OPRACOWAL

IDISISISIOIBIOISIOIBIOIDIOIS OISIOIBINP OISO ‘@em@@@

Stefan Miecznikowski
nautr:y(r;‘el matematyli,

L L e ™
o T

L

a§ |

4

*‘i

" Gena oy, 30,

i R SO s e 5

: | |

, ? l
|

WARSZAWA.

b
2 - DrukiEM EMILA SKIWSKIEGO,
y I przy ulicy Chmielnéj Xr 1330 (26 nowy).

1888.

wwwe@m@@mwww@z@m@@’@@@?ﬁz@@@@lwwws«@

gmmzm@em

O DG IO IDIGIOIB Ol OGNS DIG NG IS O
i fisi

§ & //ﬁttp://rcin.org.pl




: ht‘tp://rcin.Org.pI‘~




QR TR, e e

RACHUNEK PREYBLIZONY.

OPRACOWAL

Stefan Miceznikowski

nauczyciel matematyki,

@ena kop. 30.

W ARSZAWA.

DrukxieEm EMILA SKIWSKIEGO,
przy ulicy Chmielnéj Nr 1330 (26 nowy).

1888,

http://rcin.org.pl




Om‘s:lWXOS‘ : v ; = {

Jozpoxeno Ifemsyporo.
Bapmasna, 26 Mapra 1888 roja.

e AT R I P WP T

&“ RED
= \\\\\\\"“ &
WA

&

bgl(O

. S ————

http://rcin.org.pl



Ssanownemu @gw&towwi

SZKOLY REALNE]
5 70/%' (222 vid#terit.

pracg le poswicea

- Smtor.

http‘://rcin.org.pl




| ‘ http://rcin.org.pl




OD AUTORA.

CIRE e L

Rozrzucone po réinych podrecznikach luzne
wzmianki o dzialaniach nad liczbami przyblizone-
mi, brak systematyki w traktowaniu tak waznej
kwestyi, podaly mi my$l zebrania w jedna calo$é¢
oddzielnych regul, zamieszczanych jako dodatek
przy ulamkach dziesietnych i dopelnienia tego
zbioru, o ile mozna, najskrupulatniej. Pomoca by-

lo mi dzietko Briot’a: . Caleul d’approximation”
”

1851 i podreczniki celniejsze.

Pisalem w Warszawie dnia 14 Wrzesnia 1887 r.
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WSTEP.

Przy obliczeniach matematycznych zdarza sie
mie¢ do ezynienia z liczbami niewymiernemi, t. j. ta-
kiemi, ktére nie maja stalego, okreslonego stosunku,
ani do calej jednostki, ani. do jakiejkolwiek badz jej
czesel.

Taka jest, naprzyklad, liczba, okreslajaca stosu-
nek obwodu kola do $rednicy; jesli srednice¢ przyjaé

“réwna 2, t. j. promien kola = 1, to wyzej wspomniana
liczba, ktora oznaczaja przez grecka litere m,
| @ = 3,1415926....i t. d.

Oproéez liczb niewymiernych, ktore z natury swej
nie plzedstawiajm ilogei scistych, otrzymujemy wiele
liezb, réwniez nie Scislych, ze spostrzezen, 10b10nych
za pomocy przyrzadow.

Przyrzady mechaniczne, ktorych uzywamy do
pomierzen, czy to astronomiczne, czy tez fizyczne, nie
moga by¢ tak $cisle odrobione, aby dawaly rezultaty
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zupelnie prawdziwe; liczby otrzymane przy takich po-
miarach—moga by¢ uwazane tylko jako ilodei przybli-
zone mniej wiecej prawdopodobne o tyle, o ile przy-
rzad jest dokladnie odrobiony.

Jesli wige wprowadzamy do rachunku liezby nie-
wymierne, lub liczby, otrzymane z obliczen na przy-
rzgdach, otrzymujemy rezultaty nie scisle.

Oprocz liezb, ktore nie moga byé seisle obliczo-
ne, zdarza si¢ bardzo czesto, szezegdlniej w zadaniach
praktycznych mieé do czynienia z iloseiami §cislemi,
w postaci ulamkéw dziesigtnych, leez z wieloma dzie-
sietnymi znakami. '

Poniewaz w takich zadaniach wymagany jest re-
zultat tylko do pewnego stopnia scisly, nie uzywa si¢
wige wezystkich cyfr liezby, korzysta sie tylko z dwdich
lub trzech znakow dziesietnych, stosownie do tego, ja-
kiej $cislodei wymaga zadanie.

§ 2.
Liczby Sciste do pewnego stopnia.
Jasnem jest, ze jezeli zamiast prawdziwych, uzy-
wa¢ bedziemy przyblizonych ilosei, popelnimy w ra-
chunku pewien blad, ktérego uniknaé nie mozna, lecz

ktorego wielkosé zawsze da si¢ obliezyé.
Dajmy na to, Ze mamy ulamek

8

175~ 0,045714....

Jesli uzyjemy dwoch tylko dziesigtnychr cyfr, t. j.
przyjmiemy
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- =0,04
T
popelnimy blad—réwny 0,005714.... czyli ze ulamek

: ! 8
0,04 rozni sig od rzeczywistej wartosei ulamku 17

mniéj niz o T%O’ poniewaz 0,005714.... jest mniejsze
od 0,01.

Jesli przyjac %:0,045, pdpelnimy blad rowny
0,000714.. . ezyli ze ulamek 0,045 rézni sie od rzeczy-
dyz

8 TR SR
TF‘TE‘) mni€j niz o IU()—O, 44
0,000714 jest mniejsze od 0,001. W pierwszym wy-
padku powiemy, Ze ulamek 0,04 jest scistym do 0,01;

w drugim do 0,001.

W ogole liczba nazywa si¢ deisly do

wistej wartosei ulamku

1 jedli
] U ny
blad, jaki popelniamy, biorac n znakéw dziesigtnych,

Jjest mniejszy od —l-]é;.

Przypusémy nakoniec, ze]‘%?5 = 0,046. Blad,
ktéry popelniamy, réwna sie = 0,000286....,, gdyz
0,046—0,045714—0,000286, :
ktory oczywiscie mniejszy jest od 0,000714...—Ztad
wynika:

wJesli nie uzywamy wszystkich znakéw dziesie-
tnych danej liczby, a tylko niektéore, to odrzucamy
pozostale cyfry; jezeli opréez tego pierwsza z odrzu-
conyeh cyfr wicksza jest od 5, to poprzednig cyfre na-
lezy powigkszy¢ o 1, aby blad byl mnicjszy.”
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§ 3.
Rachunek przyblizony.

Rachunek przyblizony ma na celu:

1) Wskazaé, o ile bedzie przyblizony rezultat,
jesli liezby przyblizone, uzyte do dzialania, sy Scisle
do pewnego stopnia,

2) W jakim stopniu przyblizenia trzeba braé
liezby, uzyte do dzialan, aby rezultat obliczen byl sci-
sly do pewnego okreslonego stopnia.

§ 4.
Liczby przyblizone wigksze i mniejsze od istotnej

wartosci.
Jak \Qidzieliélny wyzej, ulamek
8 r
'lﬁ) = 0,040‘14.-..
Jesli uzyjemy dwoéch cyfr, t. j.
3
B
ulamek 0,04 bedzie mniejszy od prawdziwej wartosei,
gdyz odrzucamy 0,005714....
Jesli zas$ przyjmiemy:

8 ¥
B
to ulamek 0,05 bedzie wiekszy od prawdziwej war-

tosei.
Jesli oznaczymy przez a liczbe przyblizona, Scisla
tylko do pewnego stopnia, przez  rdéznice pomiedzy
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liczbg a i istotna wartoseia tej liczby, to a4-x wyobra-
za¢ bedzie prawdziwg scisty ilosé. Naprzyklad:

1) % = 0,2666...

W tym wypadku cyfra 6 powtarza sie bez konca.
Jesli do dzialania uzyjemy 5 razy tej cyfry t. j. prayj-

A 0,266666, to @ = 0,266666

miemy 5
x = 0,000000666...

1a-tx 15 =

2) %= 3,14159...
Uzyjemy = z trzema cyframi dziesi¢tnemi:
7 = 3,141 to.
o =134l
2. =0,00059..
6+ x=m
Majac na uwadze wszystko, cosmy powiedzieli
o liczbach przyblizonych, przechodzimy do dziatan.

85,
Dodawanie.

Jezeli wszystkie liczby, jakie mamy doda¢, sa
wieksze od prawdziwej wartosei, lub mniejsze, to blad,
jaki popelnimy w summie, rowna si¢ summie bledow
kazdéj dodawanej liczby. Zwykle jednak z liczb, kto-
re dodajemy, jedne sa wigksze drugie zas mniejsze od
prawdziwej wartosci, tak, ze blad jednej liczby po-
mniejsza si¢ przez blad innej, i w rezultacie blad
popelniony w summie bywa mniejszym od summy
bledow.

'http://rcin.org.pl
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Przypusémy, ze mamy dodaé liczby przyblizone
eisle do 0,001 ‘

12,456
7,874
0,208
3,627

24,165

Summa 24,165 bedzie takze przyblizona liczba,
i blad popelniony bedzie mniejszy od summy bledow
wszystkich liezb, t. j. mniejszy niz 0,004. Prawdziwa
wiee summa zawiera si¢ pomiedzy 24,165 i 24, 169.
Jezeli wige przyjmiemy summe 24,17, otrzymamy iloé
przyblizong; przyczem blad popelniony mniejszy jest
niz 0,01.

Przyklad. Dodaé liezby:
6,41596 8,76354 12,4896
tak, aby summa byla scisla do 0,01 to jest, aby rezul-
tat"dodawania réznil si¢ od prawdziwej summy mniéj,

niz o 0,01. Aby to uczyni¢, weimiemy w kazdej
liczbie po 3 dziesigtne znaki i dodamy:

6,415
- 8,763 A
12,489
ToneeTT

Odrzucimy ostatnia cyfre (7), poprzedzajaca zas
powickszymy o 1. Liczba:
27,67

bedzie zadang summg, — Scisla do 0,01,
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W samej rzeczy, kazda z liczb 6,415 8,763 12,489
byla $cista do 0,001.
W summ’e wige bedzie blad mniejszy niz:

0,001 X 3 = 0,003

co jest mniejsze niz 0,01.

czyli, ze prawdziwa summa jest wieksza niz
27,667 i mniejszy niz 27,677; a wiec 27,67 bedzie zada-
na summa.

Z wyzej powiedzianego wynika:

pJesli dodajemy nie wieeéj nad 10 liezb i zadamy,
aby summa byla scisla do 0,01, nalezy kazda liczbe
weiaé ze Seislodein do 0,001, nastgpnie dodawszy zmie-
nione w taki sposob liczby, w otrzymanej summie odrzu-
ci¢ ostatniy cyfre, powickszajace przedostatnia o 1.”

Uwaga. Jezeli dodajemy mniej niz 10 cyfr, blad
summy nigdy nie bedzie wiekszy od:
0,001 x 10 = 0,01.

Jesli zad liezb byloby 100 lub mniej niz 100, lecz

wiecej niz 10, blad
0,001 x 100 = 0,1
bylby 0,1 t.j. nie taki, jak zadany jest w summie:
zkad wynika, ze dla stu liczb, lub mniej niz 100, nale-
2y liczby bra¢ ze $cisloseian do 0,0001, aby summa mia-
Ia seislosé 0,01.
Przyktad. Dodaé liczby:

3,14159... + 2,8999... + 10,2111...
tak, aby rezultat byl scisly do 0,1.—
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3,14
2,89
: S = 16,
101 0
S = 16,24

§ 6.
Odejmowanie.

Przypusémy, ze mamy odja¢ ulamek 0,789546 od
ulamku 0,965432 tak, aby réznica byla $cisla do 0,01.
Zatrzymamy w kazdym ulamku po 2 dziesigtne
znaki i odejmiemy: '
0,96
0,78
0,18

Liczba 0,18 bedzie zadana réznica. Rzeczywiscie,
aby mie¢ prawdziwa wartos¢ roznicy, trzebaby do
znalezionej 0,18 doda¢ lub odjaé (od niej) roéznice
ilosci:

0,005432 — 0,009546,
ktoresmy odrzucili w ulamkach, poniewaz jednak roz-

nica ta
— 0,004114

jest mniejsza od 0,01; wiee i prawdziwa roznica od
znalezionej (0,18) rézni sie mniej, niz o 0,01; czyli ze
0,18 jest zadana réznica.—Ztad wynika, ze:

wPrzy odejmowaniu liczb przyblizonych, (lub
ulamkow z wieloma znakami dziesigtnymi) trzeba za-
trzyma¢ w nich tyle znakéw dziesietnych, ile cheemy
mie¢ w roznicy, t. j. braé je z taka scisloseia, jaka za-
dana jest w réznicy.”




11,

Mnozenie.
a. Regula skréconego mnoZenia.

Jesli mamy pomnozyé dwie liczby przyblizone—
lub dwa ulamki o wielu dziesi¢tnych znakach, wyko-
nywamy zwykle mnozenie skrocone, odrzucajac pewna
ilog¢ cyfr mnoznej i mnoznika, i iloczyn, ztad powsta-
1y, nazywamy przyblizonym do pewnego stopnia.

Przypudémy, ze mamy znalezé iloczyn dwoéch
liczb:

628,45638 1 32,935724

ze Scisloseip do 1. Wykonywajac dzialanie za pomoca
zwyklego sposobu mnozenia, otrzymalibysmy iloczyn
z 11 cyframi dziesigtnemi, ktore trzebaby odrzucié,
poniewaz iloczyn zadany jest ze Scistoseia do 1.

Nizej podany sposéb mnozenia znacznie skroca
dzialanie.

Regula., Aby iloczyn dwoch liczb byl scislym do
1 (jednostki), nalezy pod mmnozna napisaé mnoznik
w taki sposob, aby cyfry jego szly w porzadku odwro-
tnym, przyczem jednoscimnoznika nalezy pomiesci¢pod
cyfra, oznaczajaca liczbe dziesigtnych w mnoznej.—
Nastepnie mnozymy przez kazda cyfre mnoznika te
czesé mnoznéj, ktora poezynajac od cyfry, stojacd]
nad cyfra mnoznika, przez ktéra mmnozymy, idzie
w kierunku od prawej ku lewej stronie.

Iloczyny czesciowe, ztad powstale, podpisujemy
jeden pod drugim w taki sposob, jak liczby przy do-
dawaniu (nie robiac odstepow).

628,45 638
427 539,23

http://rcin.org.pl
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1. Mnozymy najpierw 628,45 przez 3 (dziesiatki)

2 " 5 628,4 » 2 (jednosei)
3. - h 628 » 9 (dziesiatych)
1t de

Tloczyny czedciowe, jak to latwo zauwazyé, wy-
razaé beda dziesigtne czesei:

628,45 X 3 X 10 = 06284,5 X 3 =
= 18853,5
6284 X 2— = 1256,8
a4y d;

Dla tego to podpisywaé¢ nalezy 1louzyny czeseio-
we tak jak przy dedawaniu.

Dla zmniejszenia bledu przy mnozeniach cze-
$ciowych mnozymy w mysli i eyfr¢ mnoznej, stojaca
zaraz obok ku prawej rece i zatrzymujemy w pamieci
tyle, aby blad w kazdym iloczynie czesciowym byl
5 1
100 130 i

Naprzyklad:
1) 3 X 6 = 18 setnych. Zatrzymujemy w pamieci
2 dziesigtne; 3 X 5 = 15, 15 4 2 = 17 dziesi¢tnych
it.d.
2) 2 X 5 = 10 setnych. Zatrzymujemy 1 dziesie-
tna» W pamigei; 2 X 4 = 8, 8 4+ 1 =19 dziesietnych
1. tisd.

— — — — e e m— m— ee— ow—— —

mniejszy—niz—

3) T X 6 = 42 setne. Zatrzymujemy 4 dziesietne.
Przez cyfr¢ 2 juz nie mnozymy, gdyz 2 X 6 = 12 ty-
sigeznych. — Na tem konezymy mnozenie. Bedziemy
wiec mieli:

http://rcin. org pl
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| 628,45638
427, 539,23

188537 1)

12569  2)

5656 3)

188 4)

8178y

e Wiy [N
20698,5

Poniewaz blad w kazdym iloezynie czgéciowym

byl mniejszym—nizif)%, blad ogélny bedzie mniejszy
E . -
ks (Bt Mt [

a wigc mniejszy, niz 10°
Rzeczywisty wiec iloczyn bedzie -si¢ zawieral
pomiedzy:
20698,5 + 0,5 = 20699,0
20698,5 — 0,5 = 20698,0

Wezmiemy wige 20699 ze scisloseia do 1.

Przyklad. Obliczyé ze $cisloscia do 0,001 ilo-
czyn dwoch liczb:

0,7832567328 1 43,856721.

Przeniesiemy przecinek za trzeci znak dziesietny
w mnoznej t. j. do cyfry 2. Powigkszamy wice do-
wolnie mnozny 1000 razy. Aby znalezé zadany ilo-
czyn, obliczymy go ze scisloscia do 1, jak poprzednio,
A wige podpisujemy liczby w sposéb naste-

pujacy:
Rachunek przyblizony. 2
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783,25/67328
127.658,34.
313302
23498
6266
392
47
5

34351,0

Poniewaz mnoing powiekszylismy dowolnie 1000
razy, wiec obecnie iloczyn pomniejszymy tylez razy
i otrzymamy zadany iloczyn:

34,351,

b. Mnoéna jest liczba przyblizong, mnoinik scisla—
lub naodwrit.

Niech @ oznacza liczbe przyblizona @ réznice
pomiedzy liczba przyblizona i istotna jej wartoseia,
b niech oznacza liczbe scisla.—Pomnozymy — (a+x)
przez b:

(@ + @) .b= ab + bz

czyli ze: ,blad iloezynu réwna si¢ iloczynowi z bledu
mnoznej 1 mnoznika.”

Przyktad. Pommnozyé liezbe przyblizona 25,678
Scisla do 0,001 przez liczbe $cisla 43,867.

Mnoinik jest mniejszy niz 50, wiec blad iloczy-
nu bedzie mniejszy niz: 50 x 0,001 = 0,05.

Otrzymujemy wige iloczyn dcisly do 0,1 gdyz
0,05 < 0,1,

Na zasadzie reguly skréconego mnozenia otrzy-
m{lllly:

http://rcin.org.pl
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256,78
763,34
102712
7703
2054
154

18

11264,1

zadany iloczyn 1126,4.

Przyklad. ODbliczyé powierzehni¢ kola, ktérego
promien réwna si¢ 2%,6 ze Scisloscia do 1 decymetra
kwadratowego (ezyli do 0,01 metra kwadratowego).

Oznaczajae przez S powierzchnie kola, przez
» promien, przez = stosunek obwodu kola do srednicy,
otrzymamy wzoér dla powierzchni:

S==nr
8 =7 X (26)F =4 X 6,96

Mnoznik mniejszy od 7. Blad wiec iloczynu be-
dzie mniejszy niz:
(blad =) x 7.
Zadamy, aby blad iloczynu byl mniejszy, niz
0,01. A wige—trzeba, aby (blad ) X 7 << 0,01 zkad:
(blad %) < 29 < 0,001

Czyli ze © nalezy uzy¢ ze $cislodeia do 0,001.
Wykonywajac mnozenie za pomoca skrbconego
mnozenia:

http://rcin.org.pl
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314,159
676
18349
2199
188

2123,6
S = 21,24 metréw kwadratowych.
¢)  Mnoina i mnoénik sq liczbami przyblizonemi.

Niech a i b sy liczby prayblizone; « i y bledy ich. -
Prawdziwy iloczyn a i b bedzie:

(@a+) (b + y) =ab+ bx + ay + xy.

Przyjmujace za iloczyn liczbe ab popelnimy blad
réwny bx + ay - xy.

W stosunku do @ i b bledy 2 i y sa zwykle male,
tak ze iloczyn xy w stosunku do bz u ax jest takze
bardzo maly. Odrzucajac wige (zy), jako ilos¢ sto-
sunkowo bardzo malg, otrzymamy blad iloczynu
(a -+ «) (b + y) w postaci:

bz -+ ay, zkad wynika, ze: v

Blad, popelniony przy mnozeniu dwdch iloei
przyblizonych jest réwny summie iloczynéw: z mno-
znej i bledu mnoznika, i mnoznika i bledu mnoznej.

Uwaga. Blad bz + ay mozna jeszeze pomniej-
szy¢, biorac mnozny wigkszy od prawd ziwéj wartosei,
mnoznik za$ mniejszym, lub odwrotnie; wtedy bowiem
bledy « i y beda mialy znaki odmienne i ogélny blad
bedzie:

ay — bax lub bz — ay.

Przyktad I1-szy. Obliczyé iloczyn dwéch liezb
21,673 i 34,258 przyblizonych do 0,001.

http://rcin.org.pl
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Aby zmniejszy¢ blad iloczynu, wezmiemy mnoz-
na wiekszg od prawdziwéj wartosei, t. j. 21,674.
Blad mnoznej w iloczynie nczyni blad mniejszy
niz 0,030 = 0,03 (bx), gdyz b < 30,
x = 0,001.
Blad mnoznika da w iloczynie blad mniejszy niz
40 x 0,001 t. j. mniejszy niz 0,040 = 0,04 (ay).
Og6lny wiee blad wiloczynie bedzie mniejszy
niz 0,04, Obliczymy wige iloczyn ze scistoseia do 0,1.
34,258
476,12
68516
3426
2055
239
14 Iloczyn = 7425
742,50

g8
Kwadrat.

Niech a oznacza liczbe przyblizona, ktora trzeba
podniesé do drugiéj potegi czyli kwadratu; @ — blad
liczby a. Wtedy rzeczywista wartosé¢ liczby a bedzie
a +

Kwadrat jéj:

(a + z? =a® + 202 + o

« jako maly blad, podniesiony do drugiej potegi, be-
dzie o tyle maly w pordwnaniu do 2ax, iz mozna go
odrzucié. A wiec blad, popelniony przy podnoszeniu
do drugiej potegi liczby przyblizonej, réwna si¢

2a.x
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t. j. piloczynowi z liczby przyblizonej i dwa razy po-
wiekszonego jej bledu.”

§ 9.
Szescian.

Niech @ i @ maja to samo znaczenie, co poprze-
dnio. Podnoszac do 3-ej potegi czyli szeicianu, otrzy-
mamy rzeczywisty szescian liczby a w postaci:

(@ + ) = a® 4= 3 a® @ + 3ax* + 2%

Odrzucajac dwa ostatnie wyrazy, jako bardzo
male w poréwnaniu z 3 a* x, otrzymamy blad szescia-
nu w postaci:

3a x,
czyli: ,blad szeicianu rdéwna si¢ iloczynowi z kwadra-
tu liezby przyblizonej i 3 razy wzigtego bledu tejze
liczby.

Przyktad 1-szy. Obliczyé powierzchnie kola,
ktorego promien réwna sie 5,"82 ze scisloscia do
1 centymetra kwadratowego.

Powierzchnia kola oblicza si¢ z wzoru:

S =z r

Oznaczajac przez « blad, popelniony w promie-
niu » = 5,82, otrzymamy dla bledu w »* wzér 2rz,
jak to wyzej widzieliSmy. A wiee dla powierzchni
blad ten bedzie:

2 wra.
2 mrp = -8,14..0 % 5,82 50,01 % 2= 036 —=0:35:
A wiee 2 mre << 0,40 '<9£
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czyli ze powierzehnia bedzie $cisly do 1 metra kwa-
dratowego.

5,82 33,9
28,15 «.141,3
2910 1017
466 34
12 13
33,88 106,4
#:2=33.9 S = 106 metr. kw.

Przyklad 2-gi. Obliczyé ze $cislodeia do 1 mi-
limetra obwoéd kola, opasujacego kwadmt ktorego
strona rowna si¢ 1 metrowi.

Obwéd =C =2z~

Strona kwadr. 1 =» /2"

B 3
Zkad: r= =
0 ) 2
C 2_712_@__ =)/ 2

W tym wypadku mamy obliczyé iloczyn. dwéch
liezb plzybhzonych mi)/ 2. — Jedli wezmiemy = ze

Scisloseia do 0,0001, to blad jéj, pomnozony przez &R
liczbe mniejsza od 10, bedzie mniejszy, niz 0,001.—

Podobniez, wziawszy 172" ze scistoseia do 0,0001
otrzymamy blad ]/ 2 mniejszy niz 0,001 (az<<0,001).
A wice obliczymy = i |2 ze Scisloseia do 0,0001.
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V2 = 14142
1 gV P
100 281.1
96 28244
400 T928282.2
281
11900
11296
60400
56564

o o o8, 1436
3,1416

92414,1

31416

12566

314

126

6

4,14498

C = 4,443 m. kw.

$ 10.

Dzielenie.

a) Dzielenie skrécone. Regula. Aby obliczyé ilo-
raz dwoch liczb ze dcisloseia do 1 (jednostki) nalezy
w dzielnej odrzucié z prawej strony liczbe cyfr o dwie
mniejsza, niz ich ma dzielnik. Pozostala reszte trzeba
podzielié zwyklym sposobem; nastepnie zakresli¢ pier-
wsza cyfre z prawej strony dzielnika i podzieli¢ reszte
dzielnej przez zmieniony w taki sposob dzielnik;
dalej, zakresli¢ nastepna cyfre dzielnika i t. d. dopoki
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nie zakresli si¢ wszystkich cyfr dzielnika oprécz dwdich
pierwszych. 4
Dla przykladu wykonamy nastepujace dzielenie:

49753937 42367 | 1264378
3793134 3935052,5
11892597
11370402
TAI3195
379313 ‘
(3882
63219
663
2
31
25

6 \

Odrzucamy pieé cyfr dzielnej z prawej strony.
Dzielimy 49753937 przez 1264378, otrzymujemy 39
i reszte 443195, Zakreslamy pierwszy cyfre (8) dziel-
nika i dzielimy 443195 przez 126437. Otrzymujemy
3 wilorazie ireszte 63882: Zakreslamy cyfre 7 w dziel-
niku i podzieliwszy 63882 przez 12643 otrzymujemy
5 wilorazie i reszte 663. Tak postgpujemy dalej:
Zakreslamy po raz ostatni cyfre 6 w dzielniku i znaj-
dujemy w ilorazie 2.

Aby zmniejszyé blad, przy kazdem mnozeniu
zwracamy uwage na iloezyny, powstale wskutek mno-
zenia eyfr ilorazu przez cyfre zakreslona w dzielniku
z prawéj strony, i zatrzymujemy w pamieci tyle, aby
blad byl mniejszy, niz 5 jednostek piatego szeregu
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(klassy); np. 3 X 8 = 24; zatrzymujemy 2 w pamigci,
3 X 7 =21 wigeéj 2 =-28 i't. d.

Oczywiscie blad ilorazu bedzie w danym wy-
padku mniejszy niz:

61(5)010%%000 gdy Z dZIelmk

Jest wigkszy niz 1.000.000, co réwna sie:

3

R

A wige iloraz szukany bedzie:

3935052
ze $cisloseia do 1.

Uwaga. XKiedy pierwsza cyfra dzielnika jest
rowna lub wigksza—niz liczba cyfr ilorazu; ktéra chee-
my obliczy¢ skréconym sposobem, mozna zakreslaé
z prawe] strony dzielnej liczbe cyfr o jedng mniéj niz
ich ma dzielnik. Naprzyklad:

8138216431 | 56847
56847 "14316,2
24536
22739
1797
1705
92
57
35
34
i &
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Zatrzymujemy 4 cyfry dzielnej i powigkszamy
w mysli liczbe 2 dzielnej o jednostke, aby blad, po-
pelniony w dzielnej przez odrzucenie 4 cyfr byl
mniejszy, niz polowa jednostek piatego szeregu to jest
5

5 X 10000. Blad ilorazu bedzie mniejszy niz:

D
3 X 10000 55 it

50000 - A0 2

gdyz dzielnik wigkszy niz 50000.

A wige blad ilorazu bedzie mniejszy niz —%—, czyli
iloraz:

14316
jest zadanym ze scisloscia do 1.

b) Dzielna jest liczbq przyblizong, dzielnik liczbg
Seistaq.

Niech @ oznacza liczbe przyblizona, « blad ezyli
roznice pomigdzy a i rzeczywista jéj wartoscia. Wtedy
a + = bedzie liezby Seista, b niech oznacza inng jaka-
kolwiek liczbe dcisla. Duzielae a + @ przez b otrzy-
mamy:

a-+ x
b

wez-

g Zi x e . gt a +
iy + i Jedli zamiast ilorazu b
miemy iloraz %,- popelnimy blad, ktéry oczywiscie be-
dzie si¢ rownal:

] a4 x a &

b,gdyz——b e 5
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czyli: ,Blad w ilorazie, popelniony przy dziele-
niu liezby przyblizonej przez liczbe $cisla, réwna sie
bledowi dzielnéj, podzielonemu przez dzielnik.”

Przyklad 1. Podzieli¢ liezbe przyblizona 3254,0,
gcisla do 0,1, przez liczbe scisty 235.

Blad w ilorazie w danym wypadku jest mniejszy

niz %;— t. j. mniejszy niz 0,0004. A wiee trzy cyfry
dziesigtne ilorazu beda deisle. Wedle reguly skroco-

nego dzielenia, otrzymamy:

32546'2?}5'
9041713849
1996
116

22
1

Tloraz zadany = 13,849,
¢) Dzielna jest liczbq $cisla, dzielnik liczbg przy-
blizona.
Niech a oznaeza liezbe deisla, b liezbe przyblizo-
na, y blad popelniony w b, b + y bedzie wtedy liczba
scisla.

Iloraz rzeczy wisty bylbyb—:_;. Jezeli za$ zamiast

tego wezmiemy iloraz—Z—, popelnimy " blad, ktéry roé-
wnaé sie bedzie:

a ay

b4y bb+y)

.
b
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Jezeli w mianowniku przyjmiemy na uwage ze y

w poréwnaniu z b, jest iloscia malg, to przyjmujac

= 0, bardzo malo zmienimy wielkos¢ calego bledu.
Wtedy otrzymamy:

32 cayli

»Blad, popelniony w ilorazie przy dzielenin
liczby S$cislej przez przyblizona, réwna sig ilorazowi
z bledu dzielnika, pomnozonego przez dzielna i z kwa-
dratu dzielnika.”

Przyklad 1. Podzieli¢ liczbe Scista 46,854 przez
liezbe 5,3672, przyblizong do 0,0001. '

Dzielna jest mniejsza niz 47, dzielnik wigkszy
niz 5, blad wiee ilorazu bedzie mniejszy niz:

0,0001 x 47  0,0002. Otrzymamy

52

wige iloraz seisty do 0,001.

468540] 53672
. 3916 |7 8729
159 |+’
52
4 | Iloraz = 8,729.

Przyklad 2. Obliczyé ze Scislodcia do 1 mili-

metra promien kola, ktérego obwéd == 28 metrow.
Zwzoru: 27r = 28 mamy
, o 28,14
R
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Liczba cala jaka otrzymamy dla », bedzie sie
skladaé z jednej cyfry; obliczymy wiec iloraz z 4 cy-
frami dziesigtnemi. Jesli uzyjemy = z 5 cyframi,
w dzieleniu skréconem przekreslimy 3 cyfry, i otrzy-
mamy iloraz z czterema cyframi prawdziwemi.

140000}31416
143361'4,4564
1770

199
11

r = 4,456.
(Blad ilorazu mniejszy bedzie niz:

3‘%’—2 14 x 0,00001.

< 0,00014 < 0,0001),

d) Dzielna i dzielnik—Tliczby przyblizone.

W tym wypadku obliczamy oddzielnie blad
w dzielnej i dzielnkiu. Jezeli dzielna jest wiecksza od
prawdziwej wartosci, dzielnik zad mmiejszy; wtedy
bledy ich wzajemnie skladajp si¢ ma blad ilorazu:
jesli zad i dzielna i dzielnik sa wigksze lub mniejsze
od prawdziwych wartosei, bledy ich pomniejszaja blad
ilorazu.

Niech a bedzie dzielna przyblizona, = rdéznica
pomiedzy a i prawdziwg jéj wartoscia; b niech hedzie
dzielnikiem przyblizonym, y réznica. Wtedy a + =
bedzie liczba deisla 1 b == y takze liczba Scisla.  Jezeli

) e
zamiast ilorazu © 5% uzyJemy——, powstanie blad ré-

wny:
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a2 a bx—ay

b4y bbbty

'Od:rzucaj@c y jako liezbe bardzo mala w pord-
wnaniu z b, otrzymamy:

bx —ay « ay
—F—=b——-—b~§-....a).

W wypadku, w ktéorym bledy @ i b sa znakow
odmiennych.

a4+ x a_ab+br—ab+ ay_ bx + ay

TR T b(b — ¥) T Wb—y
albo:
be +ay T, ay
R R R e b).

A wige w wypadku a) bledy « i y odejmuje sie,
a w wypadku b) dodaje.

Przyklad 1. Podzieli¢ liczbe 2,648 — Seisla do
0,001 przez liczbe 12,45, scisla do 0,01.

Blad, powstaly z dzielnej jest mniejszy niz:

(_ac_) R e, czyli mniejszy niz:
b I 12 M J8Zy *
0,00008 << 0,0001.

Blad dzielnika bedzie mniejszy niz:

(gl _ _0,01x3
b 144

< 0,0003.

, & Wiec mniejszy niz:
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Ogélny wiee blad bedzie mniejszy niz
0,0003 == 0,0001 czyli mniejszy niz 0,0004.

Tloraz za$ bedzie mieé trzy cyfry dziesigtne pra-
wdziwe.

264,8]12,45
15810,2127
34
|

Tloraz = 0,213.
$ 11;

Pierwiastek kwadratowy.

Niech @ oznacza liczbe przyblizona, @ rdinice
pomiedzy @ i wartosecia prawdziwa, b pierwiastek
kwadratowy z @, y réznice pomiedzy b i prawdziwym
pierwiastkiem. Wedlug okreslenia pierwiastku.

b* =aalbob =1/q

Na zasadzie tego, cosémy wyzéj mowili o bledach,
Jjakie powstaja przy podnoszeniu do kwadratu liczby
przyblizonej, wynika ztad, ze:

2 by.:oczk‘ld‘
x
Ui zv— t. J

»Dlad, popel’mony przy obliczaniu pierwiastku
kwadratowego z liczby przyblizonej, réwna sie bledo-
wi danej liczby, podzielonemu przez podwojony pier-
wiastek z téj liczby.”

Przykiad 1. Obliczyé pierwiastek kwadrato-
wy z liezby 232,48 $cistéj do 0,01.
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Poniewaz pierwiastek (b) przyblizony z a, oczy-
wiscie wigkszy jest niz 10, blad wige przy obliczaniu
pierwiastku bedzie mniejszy niz:

05 eryli << 0,0005

Otrzymamy wige pierwiastek z trzema prawdzi-

wemi cyframi dziesigtnemi.

|/232,48 = 15,247
1 ik
13,2 302.2
125 3044.4

74,8 30487.7
604
1440,0
12176
722240,0
213409 e
8991

Pierwiastek =— 15,247.

Przyklad 2. Obliczyé ze Scisloscia do 0,001
pierwiastek czwartego stopnia liczby 15943286,
' Zadanie to wykonamy na téj zasadzie, ze

4
Via ‘/W czyli, ze nalezy stopniowo dwa razy
wynalezé pierwiastek. -

Obliczymy najpierw, z jaka scisloscia nalezy
wynalezé 1-szy pierwiastek tak, aby drugi pierwia-
stek mial zadang Seislosé 0,001,

Niech a oznacza wartos¢ pierwszego pierwiastku
# jego <blad. Wtedy blad popelniony przy oblicza-
niu drugiego pierwiastku rownaé si¢ bedzie:

Rachunck przyblizony. 20N
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@
2) a :
Zadanie nasze wymaga, aby:

@

———< 0,001

2V a 3

@ <0001 X2V a
Liczba a podniesiona do drugiéj potegi powinna

sig roOwnaé liczbie 15943286 t. j.

a* = 15'94'32’86,
a wige bedzie miala 4 cyfry i bedzie wigksza od 3000
}/ a=Dbedzie mial 2 cyfry i bedzie wiekszy niz 50;2) @
bedzie wigkszy niz 100, Majac tonauwadze, otrzymamy,

ze-x < 0,001 X 100 < 0,1

A wiee pierwszy pierwiastek obliczymy ze Sci-
loscig do 0,1, aby drugi byl scisty do 0,001.

l/1.’)’94:’32’86 = 3992,9
9

69.9
69,4 789.9
621 7982.2
"133.2 79849.9
7101 :
2318,6
15964
72220.0 :
359361

Pierwszy = 3992,9.
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739792°90 = 63189

36 123.3
39,2 1261.1
3%9_0 126288
186 126;69.9
112900 p = 63,189
101024
1187600

Przyktad 3. Obliczyé ze S$cisloseia do 1 mili-
metra promien kola, ktérego powierzchnia= 254 metr.
kwadrat.

i

S
-y oy

Zobaczymy najpierw, z jaka $cisloseia nalezy

. iy oita20d: o o s
obliczy¢ ilosé i tak, aby promien » mial $cislosé

0,001 czyli milimetru. Oznaczmy przez @ blad ilosei
?%41. Wtedy, jak wiemy z § 11-go, blad w » bedzie
sig rownac:
Rt
L 25
Poniewaz zadamy, aby » bylo $cisle do 0,001,
mamy wige warunek:

@x
5 < 0,001

blad w r musi by¢ mniejszy niz 0,001. Ztad wynika:
o < 0,001 X 2'r.

Zwazywszy, ze r mniej wiceej obliczone jest
wieksze od 5, otrzymamy:
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@ < 0,001 X 2.5 < 0,01.

A wige aby r mialo seislosc 0,001, nalezy obli-
254

ze $cislodeig do 0,01. .

czyé —
“w

254.000.0 31.416

251328 80851
2672000
251328
"~ 158720
157080
16400
/80,8510 = 8,992
64 169.9
168, 1789.9
1521 17982.2
1641,0
16101
3090,0
4964
7, =5 8,992
§ 12.

Pierwiastek szeScienny.

Niech @ oznacza liczbe przyblizona, ktoréj b jest
pierwiastkiem szedciennym, @ réznicg (blad) pomiedzy
liezba a i jéj wartoseia $cisla, ¥ niech oznacza réznice
pomiedzy b i prawdziwym pierwiastkiem. Wedlug po-
jecia pierwiastku:

a2
Na zasadzie § 9 otrzymamy:
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x = 3 b2y zkad
g Qi 3t B
/ i T s e
(1 a)

»Blad, jaki popelniamy przy obhcz'mm pierwiast-
ku szedciennego z liczby plzybluonq, Towna sie ilo-
razowi z bh;du liezby przyblizonéj i 3 razy wzigtego
kwadratu pierwiastku.”

Na tej zasadzie moina skrdcaé wyeigganie pier-
wiastkow kubicznych, co wyraza si¢ w twierdzeniu:
nZnalazlszy wicedj niz polowe eyfr pierwiastku,
reszte cyfr otrzymujemy za pomoca dzielenia.”
Przypusémy, ze mamy wyeciagnaé pierwiastek
szescienny z liczby 158780243 19870

1/ 15'878'024'319'870.  Pierwiastek bedzie mial 5 eyfr.
Wynajdziemy najpierw 3 cyfry zwyklym sposobem:
3

¢ j.

L/15'878'024@,19'870 = 9251 ..
8
78.78 ~3.2°=12
7625 ‘

= 2530.24
188251 197, 6.
= 64773319870. 325 5
1525 65
25 5
1875.. 75.
751 1
7188251 751

Nastepnie dzielimy reszte £ 64773319810 przez

3 razy wzigty kwadrat 251 t. j. przez
2512 = 189003

Poniewaz 251 oznacza liczbg setek pierwiastku
czyli 25100 jednostek, wige dosyé jest rozdzielic
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6477331 przez 189003. Otrzymamy w ilorazie 34,
a wige caly pierwiastek szescienny bedzie:

25134.
ze Scistoseip do jednostki.

Aby dowiesé tego, coémy wyzé] powiedzieli,
przypusémy, ze mamy dang liczbg 4, dla ktérdj a
przedstawia znaleziona czes¢ pierwiastku t. j. w da-
nym wypadku 25100; R niech oznacza resztg liczby
A po znalezieniu trzech cyfr pierwiastku, to jest
64773319870; wreszcie @ niech przedstawia reszte
pierwiastku. Mamy oczywiscie nastepujace rownanie:

4 = (a + z)® = a® + 3a% - 3ax? + «°

Zkad:

3a2r = A — a® — 3ax? — «°

Rt v
Oczywiscie 4 — a® = R: Wige
L AR LR

3a? a 3a?

Liczba # w danym wypadku jest mniejsza od 100,
poniewaz oznacza liczbe pierwiastku, skladajaca sie
z dwéch cyfr; liczba a jest wigksza od 10000 (@=25100)

: o0 el .. 1002
czyli od 1002 A wige -y Jjest mniejsze, niz 1008 = 1
Oczywiscie takze: '
a® 1003 1003 1
347 < 3(100% <~ 3.100* ~ 300

A wige odrzucajac dwa wyrazy:
X %3
= T332 )
otrzymamy dla 2 wzér:
%= e 2e $cisloscia prawie do 1.
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R
B
otrzymamy pierwiastek ze $cistoscia pmww (do) 1.

W naszym przykladzie:

Przyjmujac za a tylko caly czedé ilorazu

22 402 1600
<50 < w000 <135 < O
§ 13.

lloczyn z kilku czynnikow przyblizonych.

Niech abc¢ d oznaczaja czynniki przyblizone,
mniejsze od prawdziwych swych, wartogei, a' b' ¢’ d'—
czynniki przyblizone, wigksze od prawdziwych warto-
gei, o B ¥ © niech oznaczaja roéznice:

ad—a
v —b
¢ —e¢
d—d

Tloczyn rzeczywisty zawiera si¢ pomiedzy:
ab.cd i abt'dd
i blad, popelniony przy tem, jest mniejszy niz:
a'b'cd — abed.

Jesli zad§ bedziemy lyezy¢ czynniki, wigksze od
prawdz wéj wartosei, z czynnikami mmniejszymi od
prawdziwéj wartosei, np. a',b,¢'d, to iloczyn ztad po-
wstaly al.b.c.d bedzie &cisle zawarty pomiedzy abed
i ab'dd i blad a' fortiori bedzie mniejszy, niz:

at'cd'd — abed.

Jasnem jest, ze rdznica a'd'c'dl — abed oznacza
powiekszenie iloczynu abed, jesli w nim powiegkszy-
my czynniki a, b, ¢, d za pomoca ilosei @, B, 7, 0.

Jesli najpierw powickszymy pierwszy czynnik,
potem drugi, rastepnie trzeci, it. d., iloczyn bedzie
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stosownie powickszony o, B, 7, i t. d. razy. Cazyli, ze
bedziemy mie¢ nastepujacy szereg:

a'bed — abed = (a + o) bed — abed = abed
co oczywidcie jest mniejsze niz ableld’ t. j.

. obed <z nble'dt ", S 1)

Zupelnie tak samo:

a'bled — abed = a'(b + B)ed — a'bed = Batcd

i BaledsiBtidy i 2)
abed — a'bled = a'bi(c + 1)d — albled =
F =ra'bd :
i qalbid a7 s 3)
abied — ab'cd = a'b'c'(d + 3)—abdd=dabec’
gdzie da'bo’= SABB . o e ¥y 4) .
Mamy wige:
a'bed — abed abed << abed

abed — a'bed = Pacd < Bacd’ (@)
abed—abed = ya'bd < yab'd’ St
abed—abcd= cabe'—=72dabe

Summa tych réznic da nam og6lng roznice, czyli
calkowite powiekszenie iloczynu. Dodajae szeregi (a)
otrzymamy: v

abecd — achd < oabed +Ba'cd+1a’bd" + da'bc.
Zkad wynika, ze: :

»Blad, popelmiony wiloezynie z kilku czynnikow
przyblizonych—jest mniejszy, niz summa ilosei, pow-
stalych stopniowo z pomnozenia bledu kazdego czyn-
nika przez pozostaly reszte czynnikéw wigkszyeh od
prawdziwéj wartosei.”

0 D
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