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Poszukiwania, ktére w tej rozprawie podaje, dzielg sie na dwie
kategorye. Pierwsze z nich prowadza do twierdzen arytmetycznych o war-
tosciach funkcyi analitycznej [Rozdz. 1], drugie mieszczg juz w sobie
pojecie ciggtosci takiejze funkcyi [Rozdz. IlI]. Tak jedne, jak drugie
majg za punkt wyjscia. analityczne wyrazenie Sredniej aryt-
metycznej z wartosci, jakie dana funkcya przybiera
w wierzchotkach foremnego m- boku, ktérego sSrodek
schodzi sie ze $Srodkiem kota zbieznosci (R) elementu,
B(>x-x0) rozwazanej funkcyi.

Te rozwazania ustanawiajg zwigzek miedzy samym danym szere-
giem a szeregiem na ktory sie sktadajg wszystkie wyrazy o wyktadni-
kach = 0 (mod. m). Przytem okazuje sie, ze do wyznaczenia wspomnianej
Sredniej arytmetycznej w samem kole (R) wystarcza zawvsze juz sam
dany szereg. Lecz w niektorych przypadkach, ktére tu wyszczegolni-
my, okreSla sam szereg potegowy bez swych przeprowadzan
takze $rednie arytmetyczne funkcyi przezen okreslonej i poza kotem
swojej zbieznosci. W niektérych przypadkach bedzie mozna znowu
z wartosci funkcyi w m wierzchotkach m- boku wnioskowa¢ o wartosci
funkcyi w Srodku tego m- boku. Przypomina to twierdzenie Cauchy'egQ
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0 zaleznosci funkcyi jednoznacznej wewnatrz danego zamknietego kon-
turu od wszystkich wartosci funkcyi na samymze konturze.

Ktadgc m = oo, przechodzimy z m- boku foremnego do kota,
a z twierdzen arytmetycznych do twierdzen, w ktérych sie juz uwzgle-
dnia ciggtos¢ wartosci funkcyi na tem kole. Tozsamo$¢ sumy pozo-
statosci {residuéw) funkcyi jednoznacznej w danym konturze z catka
zamknietg tego konturu jest tu tylko granicznym przypadkiem form
arytmetycznych. Taki kontur jest tu okregiem spétsrodkowym (r) > (R)
z kotem zbieznosci (R) danego szeregu. | w tym wiasnie przypadku
otrzymujemy tu okre$lenie sumy pozostatosci {residua) we wnetrzu
takiego kota inne od tych, jakie dotychczas znane sg w analizie. Ta
definicya wazna bedzie moze z tego powodu, ze okreSla te sume pe-
wnym (granicznym) wyrazem, ktéry ma swoj poczatek wytacznie w sa-
mym szeregu danym (Roz. I, § 14).

Taki sam wyraz w dziedzinie funkcyj wieloznacznych jest prze-
dewszystkiem nieskonczenie wielowartosciowym i jest sumg catek okra-
zajacych punkty wielokrotne szczegolne, zawarte we wnetrzu kota (r).
Lecz rownem prawem przedstawi¢ go mozna w ksztalcie sumy catek
obliczanych — po oddzielnych tukach skiadajgcych cate koto (r)—w ten
sposOb, ze na poszczegélnych tukach tego kota wartosci funkcyi z jej
réznych gatezi sumowac trzeba.

W teoryi funkcyj analitycznych uzywa Weierstrass bardzo
czesto nieréwnosci

w ktorej po lewej stronie mamy bezwzgledng warto$¢ wyrazu danego
szeregu, po prawej za$ ilos¢ g jest najwieksza z bezwzglednych war-
tosci tegoz szeregu wzieta na kole (r) < (R). L>0 tej nieréwnosci do-
chodze rowniez z twierdzeh arytmetycznych, w ktérych rozwazam
najwiekszg z bezwzglednych wartosci funkcyi w wierzchotkach m -
boku foremnego. Badam potem, jak sie takie arytmetyczne zwigzki
i nierdwnos$¢ (x) daja przenie$¢ jeszcze poza koto zbieznosci szeregu.
I tu znowu pozostatosci funkcyi jednoznacznej, a zamkniete cakki
funkcyi wieloznacznej w Scistym pozostaja zwigzku z wartoscia g na
kole (r) > (R). Przy tej sposobnosci odszczegélniam te przypadki, w kto-
rych sie zwigzek (@) przenosi wprost bez zadnej zmiany poza
koto (R).

www.rcin.org.pl
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ROZDZIAL |I.
§ 1 Uwagi wstepne.

W poszukiwaniach moich opiera¢ sie bede na nastepujacych po-
wszechnie znanych prawdach:

gdzie s = O (mod. bez réznicy, czy s = O, czy = 0; w kazdym
innym przypadku (s catkowite) jest suma (a) zerem.

2) Gdy ¢ jest jednym z pierwotnych pierwiastkbw réwnania
zm— 01 =0, x nieograniczong zmienng urojong, X0 liczbg statg, a (>x-x0>
a-+bi=q daje punkt xX=St na ptaszczyznie argumentu X, to réwnania:

dajg na ptaszczyznie argumentu x m punktow:

wyznaczonych liczbami:

spetniajagcemi réwnania (b).

Punkty (c) potaczone ze sobg prostemi w porzadku (c) utworza
m - bok foremny o $rodku xO.

Taki wielobok nazywam wielobokiem, nalezagcym mod. m do
punktu x=S0, a jego wierzchotki (c) punktami nalezagcymi mod.
do punktu So.

Przytem punkty (c) mozna wzig¢ za nalezace mod. m do ktérego-
kolwiek z tych punktéw.

3) W skutek tozsamosci (b) mamy zawsze

co znaczy: warto$¢ funkcyi @(x)="#(x — x0) w punkcie x = So prze-
chodzi na jej warto$¢ ¢ (>< w punkcie Sy, kiedy sie w niej za X—x0
potozy (x—x0)¢x, y =1, 2, 3, ..., m— 1
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Funkcye:
sg wiec wartosciami

tej samej funkcyi ¢ (x) w punktach (c) nalezacych mod. m do punktu

§.2. 0 szeregu wydzielonym mod. m.

Po tych uwagach wezmy szereg potegowy

zbiezny w zakresie |x — x3| < R, a wiec w kole (R) o srodku x{
i obierzmy dodatng, catkowitg, zreszta dowolng, liczbe m = 7.
Wydzielmy z szeregu (1) wszystkie wyrazy a\ (X — x0)A o0 wy-
ktadnikach A =p. (mod. m), gdzie p. jest liczbg dodatng, catkowita,
mniejsza niz m. Tedy te wyrazy dodane do siebie utworzg szereg

a gdy liczbie p nadawac bedziemy kolejno wartosci 0,7, ——= . ..... ,m-1,
bedziemy mogli potozy¢

W tem réwnaniu niech x=3S0 bedzie miejscem dowolnem, roznem
od x0, obranem wewnatrz kota (R) tak, ze \x—x0 =r < R. Wstawmy
dalej w (2) zamiast (x—x0) kolejno:

(Xx—x0), (x—x0)g, (x—x0)&2,..., (x—x0)em-1,
gdzie ¢ jest jednym z pierwotnych pierwiastkdw réwnania zn — 7=0,
tedy przez to — wedtug uwagi 3-ciej §-fu 1go — dostaniemy po lewej
stronie wartosci szeregu B (x—x0) na m miejscach (c) nalezagcych mod. m
do punktu So. Dodawszy za$ te wartosci, otrzymamy:
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Gdy p. jest liczbg pierwszg wzgledem m, to ey =¢€l, jest znowu
pierwotnym pierwiastkiem réwnania zn—1=0 i wtedy mamy

Gdy p. i m majg najwigkszy wspélny dzielnik mi, tak, ze
p. =vml, a v jest juz pierwszem wzgledem m, to mamy

jest znowu pierwotnym pierwiastkiem roéwnania zm — 1 = 0
a w skutek tego bedzie

Ze za$ jest ml <m, przeto ta suma, — wedtug uwagi 1 - szej
8. 1go, — jest zerem.

W skutek tego réwnanie (3) otrzyma postac

Pot6zmy

0 mamy

a stad twierdzenie:
Gdy z danego szeregu B(x— x0) o kole zbieznosci (R)
wydzielimy szereg

ktérego wyktadniki sg wielokrotnosciami obranej liczby
m (czyli wydzielimy szereg mod. m), to szereg ten na
miejscu z = S0 obranem wewnatrz (R) przedstawia Sre-
dnig arytmetycznag wartosci szeregu B(x-x0) w punktach
nalezacych mod. m do miejsca x = S0. Przytem wartosci
szeregu Y0(x-xO)mM) jednakowe na miejscach
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§. 3. Szereg potegowy zakresie zbieznosci
wiekszym (R).

Niech teraz w réwnaniu (4) X nie oznacza obranego punktu So
ale niech zmienia sie dowolnie wewnatrz kota (R). Szereg
przedstawia wtedy sume

m szeregdw potegowych postepujacych podiug argumentu {x-x0) i jest
niezawodnie zbieznym w kole (R) gdyz szeregi (5) maja wszystkie
ten sam zakres zhieznosci (R). Nie idzie jednak za tem, aby koto (R)
byto prawdziwym zakresem zbieznosci tego szeregu. Owszem zdarzy¢
sie moze, ze okaze sie zbieznym dla wszelkich x spetnia-

jacych nieréwnosé

gdzie R' = R. Kiedy i przy jakich m moze zajs¢ ten przypadek, roz-
bierzemy z ogdélnego stanowiska przy koncu tego rozdziatu (8 10). Tu-
taj przyjmujac z goéry, ze mamy R' = R, zastanowimy sie nad nastep-
stwami tego zatozenia.

Przedewszystkiem zauwazymy: Gdy przy pewnem m mamy
koto (R') szeregu wieksze niz (R), to takich sze-
regdw wydzielonych o kole (R) mamy nieskonczenie wie-
le; kazdy bowiem szereg @0, [¢ catkowite, doda-
tne], jest niezawodnie zbiezny w kole (R,) bedac wydzielo-
nym mod. gm ze szeregu @0 ((>x-x0)m).

Niech B (x-x0) ma na obwodzie kota (R) punkty szczeg6lne TO,
T'0, T"0, .... takie, ze zadne dwa promienie x0 To, x0 T'0, x0

nie tworzg ze sobg kata bedacego wielokrotnoscia @

Przechodzac w sumie (5) wyraz po wyrazie, znajdziemy tam szcze-
gélne punkty
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tworzace grupami (a), (B), (y), ---- punkty mod. m nalezace do TO,

Lecz suma (5) daje szereg zbiezny w kole (R") = (R),
przeto jest jeszcze na obwodzie kota (72) i poza kotem (72) [w pierscie-
niu (R-—R)] wszedzie skonczong i oznaczong. Stad wynika, ze do grupy
punktéw szczegdlnych (a) dolgczyC¢ trzeba jeszcze inne

mod. m nalezgce do UO, VO, .. .. w ten sposob, ze gdy o'p, o), ozna-
czajg liczby 0, 7, 5, .. ., m—1 w pewnem uporzadkowaniu, to punkty
szczegllne (77p, Ua,?, Pr,,p,...) schodzag ~ie na jeden punkt 7lp, a przy
tem sa tej natury, ze znosza sie z sobg i dajg w otoczeniach punktéw
7, px=0,75 ... m—1 sume (5 skonczong i oznaczona.

Podobnie do grupy (B) dotaczy¢ trzeba kilka grup (B"), (B")>* *
z grupa (B) identycznych; a toz samo i grup dalszych (y), ... doty-
czy¢ musi.

Wynik ten mozemy tak strescic:

Gdy szereg potegowy Y (a>—00) posiada na obwodzie
swego kota zbieznosci (7?) punkty szczegolne 70, 7¢, 7C,..
a zaden z katéw To x0 T,0,.-... nie wynosi wielokrotnosci

21 . ta g .
—, to aby z tego szeregu wydzieli¢ bylo mozna szereg

§30 (@>—a )m) o kole zbieznosci (72) = (72), jest koniecznym,
ale nie dostatecznym jeszcze warunkiem, aby sie w ukia-
dach punktow

mod. m do To, T¢o" T, .... nalezgacych, znajdywato po kilka
punktow osobliwych danego szeregu.

Wyjdzmy poza koto (72). W punktach pierscienia (72'—72) nie majg
wprawdzie pojedyncze wyrazy (5) wcale znaczenia, lecz wykonana suma
jest tam juz i skonczong i oznaczong= Yl ((a>—a ,)m). Stad wynika, ze
jezeli §3 {x-x0) jest elementem funkcyi analitycznej posiadajgcej (72'—72)
punkta szczegblne, to te na kotach (72") wspdtsrodkowych z (72), a mie-
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szczacych sie w {R'-R) tak pod wzgledem potozenia jak i oddziatywa-
nia na skonczono$¢ sumy sg takie, jak punkta szczegélne na obwodzie
(7?), a wykonanie sumy (5) jest tu niejako pewnym rodzajem jej prze-
prowadzania w ten sposob, ze sie koto (7?) zmienia na (77).

§. 4. OkreSlenie drog przystajacych.

Ale rozwazmy roéwnanie

w punktach x lezacych w obszarze

jeszcze przed wykonaniem sumy po prawej stronie. Obierzrny
w tym obszarze dowolny punkt Bu, ktéry naprzéd zakitadamy jako nie-
szczegblny funkcyi analitycznej okreslonej elementem 'V (X-Xa).

Szeregu Y0 ((<r-<r0)m) nie mamy potrzeby przeprowadza¢ do pun-
ktu $0, gdyz punkt ten lezy w zakresie zbieznosci tego szeregu.

Prawg strone réwnania (6) uwazajmy ciggle jeszcze za funkcya
jednego argumentu (x-XO0).

Przeprowadzajac ja, a wiec kazdy jej wyraz do otoczenia punktu
So po drodze

mozemy to przeprowadzenie pojedynczych wyrazéw do So uwaza¢ za
przeprowadzenie jednego danego szeregu @ (X-Xc)

po drodze do punktu So
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gdzie droga sk k=I, 2,3,..., m—1
jest droga sl o kat — k obréconag

(fig. 1, m=6)

Drogi s0, si, si, ..., sm_, nazywac
bedziemy krétko przy staj gcemi.

Gdy po przeprowadzeniu réwnania
(6) po drodze s0 do punktu So} poto-
zymy w niem X = So, to bedziemy mo-
gli na podstawie dopiero co zrobionej
uwagi w miejsce zwigzku

potozy¢
gdzie Wo, Wi, ..., Wm_| sg wartoSciami funkcyi okreslonej szeregiem
P {x-x9) w punktach So, S1, .. Sm_, nalezagcych mod. m do So a le-

zacych juz w obszarze (7). Atoli przy tem zastrzegamy, ze
owe Wo, WI,...,\VVm~, sa otrzymane z przeprowadzen po
drogach przystajgcych. (Ten warunek odpada, gdy mamy do
czynienia z funkcya jednoznaczna).

Wskutek tego, ze koto zbieznosci (-K') szeregu Y0 ((x-xo)m) jest
wieksze niz (7?), bedzie mozna réwnanie I' nawet wtedy zatrzymac,
kiedy So jest punktem szczegélnym funkcyi o elemencie T (x—x0) z tg
jednak uwaga, ze wtedy "kilka W\ moze tam by¢ bez znaczenia, a ich
wyrazy nie majagce analitycznego znaczenia zawsze znosi¢ sie beda.

§ 5 Srednia arytmetyczna wartoéci funkcyi wieloznacznej.

Poniewaz wecale nie zaktadamy jednoznaczno$ci funkcyi okre$lonej
elementem i (#—7s), przeto musimy dla og6lnosci przyja¢, ze zmie-

niajac drogi sO, sl, . . ., si, .. .sm_, na inne przystajace V0, s'l,... sm_,,

prowadzace do tych samych punktéw So, SI, .. Sm_, mozemy tam

dosta¢ inne wartosci funkcyi n. p. wartosci W7 W1', ..., IKm_,.
Mimo tego, z powodu ze R >R i ze punkty So, SI,..., Sm_

mieszczg sie w pierscieniu (7) mamy i tutaj
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Niektére z tych W'x moga by¢ tezsame z odpowiedniemi Wy.

Podobniez, gdy punkta So, S1,.. ., Sm_! leza jeszcze wewnatrz
kota zbieznosci (R), a do nich raz drogami s0, sl,..., sm_I, mieszczace-
mi sie catkowicie w (5), drugi raz drogami s'0, s'1, . . ., sm_1, wychodza-

cemi juz poza (R), dochodzi¢ bedziemy, mozemy i w tem kole (R) do-
sta¢ raz zwigzek (I'), drugi raz zwigzek (I"). Mamy wiec twierdzenie:

Kiedy (R') = (R), a wewnatrz (R') obierzemy dowolny
punkt So i obliczymy wartosci funkcyi okreslonej ele-
mentem B (x-x0) w punktach S0, S1,..., Sm_{ (nalezgacych
mod. m do S1), dochodzgc do nich po jakichkolwiek dro-
gach przystajacych, to na $rednig arytmetyczng owych
wartosci dostaniemy zawsze @0 ((x—x0)m)x=s0

Niech n. p. przy x0 =0 dany bedzie szereg potegowy

zbiezny w kole (5)= (7).
Y (x) jest widocznie elementem analitycznej (wieloznacznej) funkcyi

a wydzielajgc z niego szereg potegowy mod. 4 dostajemy:

0 kole zbieznosci (5) = (4).
Mamy tu wiec (R') = (R), a stad wynika, ze gdy tylko takie obie-
rzemy, ze jest x 4, punkty

nalezace mod. m do S0 lezg wszystkie w kole (5")=(4), a zwigzek

bedzie prawdziwym po jakichkolwiek przystajacych drogach dochodzi-
my do wartosci

Potézmy X=2. to wtedy bedzie
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Przyjmijmy, ze do tych miejsc dochodzimy przystajgcemi drogami
takiemi, ze s0 jest poOtkregiem kota biegngcym nad odcin-
kiem (0 .... +2) i ma ten od-
cinek za S$rednice (fig. 2). W ta-
kim razie, gdy kat ¢ zmienia
sie od O do m, mozemy te drogi
w ten sposéb przedstawic:

Postugujac sie dalej wzorem

i uzywajac drog (9), dostajemy:

Uzyjmy przeciwnie drég s'0, s'l, s'2, s3 takich, ze droga s'0 jest potkre-
giem kota biegngcym pod odcinkiem (0. ...+ 2) i ma ten odcinek za
Srednice (fig. 2), to mamy wtedy:
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W obydwu jednak razach mamy:

a wiec zwiazek (8) czy to za uzyciem drég (9) czy (9') sprawdzony.

8. 6. Szczegolne przypadki wydzielonego szeregu.

Zajmijmy sie teraz wlasnosciami wydzielonego szeregu

w pewnych uwagi godnych przypadkach.
A). W szczegblnosci moze by¢ wydzielony szereg

funkcya catkowitg wymierng lub catkowita przestepng. Wtedy widocznie
funkcya analityczna f(x) okreslona elementem  (x-x0) posiada wia-
sno$¢ wyrazong réwnaniem | (lub réwnaniami I, 1I') na catej pla-
szczyznie argumentu X, to znaczy: ze wzgledu na punkty SO, S1,
lezace na dowolnie wielkiem kole o $rodku xO0.

B). Przyjmijmy, ze dany szereg Y (x—x0) nie posiada wcale wy-
razéw o wykiadnikach A= O(mod. m) précz wolnego wyrazu a0=f(x0).

Wtedy, — gdy w réwnaniu | wiasnie tej liczby m uzyjemy, — mieé
bedziemy:
gdzie WO, W1, .. Wm_l sg wartosci funkcyi f(x) w punktach S0,
S8 . Sml lezacych na dowolnem kole o $rodku xO0.

W miejsce m mozna tu uzy¢ takze liczby gm (q=2,3,4,...)

tak, ze roéwnoczesSnie ze zwigzkiem (la) istnieje jeszcze zwigzek

0 S1, ..., Sgm-1 branych na dowolnem kole o $rodku x0.
C). Gdy szereg potegowy B (x—x0) posiada wyktadniki A =0
(mod. m) tylko do skorniczonej granicy

(t—1) catkowite dodatne, to uzywajgc tu liczby m =qgm, q =t
H-2, .... mamy i tu

przy So, S1,.. ., Sm_! branych na dowolnem kole o $rodku x0.
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Statg F(x0) mozna zatem w przypadkach B) i C) nazwa¢ nie-
zmiennikiem funkcyi F(x) w punkcie x0 ze wzgledu na ruchomy system
punktow So, S1, ... Sm i wartosci liczby m brane w dozwolonych gra-
nicach.

D). Przyjmijmy, ze szereg B (>x-Xx0) nie posiada wprawdzie wia-
snosci B) i C), ale ze juz iloczyn (x-x0), B (x—x0) posiada jedng
z tych wiasnosci. Wtedy, poniewaz (x—x0), B (x—x0) ma wolny wyraz
= 0, dostajemy na niezmiennik funkcyi analitycznej (x—x0), F(x) w punk-
cie x0 warto$¢ = 0.

Niech bedzie f(x) catkowitg wymierng funkcyg n-go stopnia

Po przeprowadzeniu jej do otoczenia miejsca x0 otrzymamy:

Obierzmy  m n, to rozwiniecie (10) précz wyrazu wolnego f(xo0) nie
posiada juz zresztg zadnych wyrazéw o wyktadnikach A = 0 (mod. m),
a stad wedlug B) otrzymamy :

to zn:

Gdy na ptaszczyznie argumentu x funkcyi wymier
nej catkowvitej stopnia n-go narysujemy wielo-
bok foremny taki, ze liczba jego bokéw m przewyzsza
stopien n, to sSrednia arytmetyczna wartosci funkcyi
w wierzchotkach S« . Sm | tego wieloboku réwna
sie wartosci funkcyi w sSrodku tego wieloboku.

Ta Srednia arytmetyczna bedzie miata wartosc
zero, gdy srodek wieloboku jest zarazem punktem
pierwiastkowym funkcyi.

Kiedy m=n, to zawsze bedzie:

Gdy w szczegdélnosci
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a X0 obierzemy w punkcie x-0O, to, bioragc m = n lub takie, ze zadna
jego wielokrotnos¢ nie jest = n, mie¢ bedziemy

§. 7. O wartosciach przeprowadzen szeregu
w punktach

Przyjawszy (R")>(R) i skonczone, rozwazmy teraz zwiazek | poza
kotem (R").

Obierajgc So poza kotem (R") przeprowadzmy 0 ((x—x0)m) po pe-
wnej obranej drodze sl do otoczenia tego punktu; zakiadamy przytem,
ze So nie jest punktem szczegblnym,

W So niech ma ten szereg wartos¢ W (S0)so, a ze jest tozsamo-
sciowo

a przeprowadzenie szeregu @0 ((x-x0)mekm) po drodze s0 do punktu S0
jest przeprowadzeniem szeregu @0 ((x—x0)m) po drodze sk przystajgcej
z sl do Sk, (k=1, 2, 3,. .. m—7), wiec stad wnosimy:
Przeprowadzenia wydzielonego szeregu ®o ((x—x0)m)
do punktéw So, S, S2, ..., Sm_, lezacych po za jego kotem
zbieznosci (R') dokonane drogami przystajacemi 0, sl, s2,...
sm-l majg w tych punktach jedne i te sama wartos¢ W(S0)s0;
a kiedy WO0,s0, W1,50. ... Wm-1,sm-1 sg wartosci, jakie funkcya
F(x) okreslona elementem (x—x0) w punktach S0, S!
po drogach s0, sl,...sm_, dostaje, to mamy zwiagzek

Lecz zauwazy¢ tu trzeba, ze zmieniajgc droge s0 na inng s'0 prowa-
dzaca rowniez do punktu S0 mozemy z ®o ((><-x<0)m) dosta¢ wartos$¢
W(S0)s0 rézng od wartosci W(S0)s0, tak, ze w owalu zamknietym
drogami s0, s'0 lezy widocznie wielokrotny punkt szczeg6lny To funkcyi
okreslonej szeregiem W0 ((x—x0)m). Wtedy przeprowadzenie szeregu
@0 ((x-x0)m) po drogach sk, sk, (k=1, 2,...m-1) dajg réwniez w punk-
cie Sk dwie rozniace sie wartosci W(S0)s8 i W(Bg)8,0, a stad wynika,
ze punkt wielokrotny T0 pocigga za soba caty ukiad punktéw

nalezacych mod. m do T0 posiadajacych ten sam rodzaj szczegélnosci.
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Odpowiednio do drog s"0s'l,..., sm-1 dostaniemy tu zwigzek od-
mienny od I, a mianowicie:

gdzie wartos¢ Wk,s, funkcyi F(xX) w punkcie Sk jest w ogdlnosci rézng
od Wk

Wreszcie nadmieni¢ tu jeszcze trzeba, ze kiedy (R") = (R),
a P (x—><0) posiada a punktéw szczegdlnych jakichkol-
wiek To, To", . . . T0(0) tak potozonych, ze zaden z katow

. . . .21 .
nie wynosi wielokrotnosci , to szereg wydzielony

posiada koniecznie <o punktéw szcze-
golnych:

nalezagcych mod. m do odpowiednich punktéw T0, T0'",...
T0@) . Ta uwaga wynika wprost z wyznaczenia szczegélnych punktow
w poszczegolnych wyrazach sumy (5).

Stosownie do powyzszych uwag rozwazmy szereg potegowy

Ma on koto zbieznosci (R) — (7) i jedyny punkt szczeg6lny (wie-
lokrotny) x = — 1= T0.
Biorgc m — 2n, czyli liczbe parzystg, mamy

Szereg ten jest znowu zbiezny w kole (R)=(R)= (1) i ma 2n
punktow szczegblnych:

nalezacych widocznie mod. 2n do punktu
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Poza kotem (R'") obierzmy punkta:

i obliczmy wartosci funkcyi log (1 + X) w tych punktach, dochodzac
do nich naprzéd drogami przystajacemi do drogi

Wartosci te beda:

Gdy za$ celem obliczenia wartosci log (1+X%) na miejscach (b)
uzyjemy drég przystajagcych do drogi

to mie¢ bedziemy:

Przytem uzy¢ trzeba | 0 dla tych h drog s'k ktére razem z s
otaczajg punkt 1

Dla wszelkich innych pozostatych drog uzy¢ trzeba | = 1. 1lo$¢ h
két (sk sk) mieszczacych w sobie punkt 1 bedzie taka, ile punktéw
(@) zawrze w sobie koto o promieniu 1 zatoczone z punktu
Gdy przypadkowo dwa z takich k&t przechodzi wihasnie przez punkt
X = , to albo i te do owych h két zaliczymy, albo liczbe h o dwie

jednostki pomniejszymy.
W skutek tego mamy:

gdzie wedtug potrzeby
Wedtug tych uwag potozywszy teraz:
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Te same S$rednie arytmetyczne dostaniemy z wydzielonego szeregu
(10). Oznaczmy go na chwile przez w, to mamy:

a stad:

Przeprowadzajac te funkcye po drodze s0 do Sa-22, otrzymamy
na jej warto$¢ w tym punkcie

a wiec $rednig arytmetyczna (A). Gdy przeciwnie uzyjemy drogi o i za-
uwazymy, ze koto (s0 s0) zawiera wiasnie h punktéw szczeg6lnych (a)
szeregu (10), to mie¢ bedziemy:

a wiec Srednig arytmetyczng (B).

§. 8. 0 najwiekszej bezwzglednej wartosci mod. m.

Wracajgc do ogdlnej teoryi, ze zwigzku (1) mamy oczywistg re-
lacya:

gdy za$ z wartoéci B0, BIl], ..., BI{n-1 najwiekszg, oznaczymy
przez G, to mamy:
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To znaczy. Bezwzgledna wartos¢ wydzielonego szere-
gu mod. m w punkcie S0, zawartym w kole (R), nie jest ni-
gdy wieksza od najwiekszej z bezwzglednych wartoSci
funkcyi F (x) [szeregu B (x—x0) w punktach S0, S1,... Sm_1
nalezacych mod. m do S0 (najwiekszej z bezwzglednych
wartosci mod. m).

Gdy zakres zbieznosci (R) szeregu wydzielonego
jest wiekszy niz koto (R) [i jest skonczonym albo nieo-
graniczonym], to zwigzek (lIIl) otrzymuje sie w catem
wnetrzu kota (R') z tem zastrzezeniem, ze teraz G jest
najwiekszg pomiedzy bezwzglednemi wartoscami, jakie
F(X) w puntach S0, Si, ... przybiera po drogach przy-
stajgcych.

Gdy zas Bl (x— x0) posiada ze wzgledu na obranag
liczbe m, witasnos¢ wyrazona w ustepie (B) Ilub (C), to
mamy na catej ptaszczyznie

§. 9. O ilorazie

Niech v oznacza catkowita, dodatng, dowolna, skonczong liczbe
> 0 w ilorazie

ktéry tutaj, uwazajac go za element funkcyi analitycznej F (x), blizej
rozwazymy pod wzgledem $redniej arytmetycznej w punktach So, S1,
- e SM-1 .

Obierzmy dowolng, dodatng, skoriczong liczcbe m =1 i zat6zmy
najprzéd v > m,

Gdy z liczb v, v—1, v—2, ... 2, 1 jedynie liczby tm. (t—1)m,
(t—2)m, ..., 2m, m sg wielokrotnosciami liczby m, pozostate zas v,
ktére przez vt naznaczamy, posiadaja mod. m najmniejsze odmienne
reszty ot, tak, ze
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to réwnanie (11) tak mozemy napisac:

Kiedy v<<m to wyrazy (a) odpadaja, a kiedy v=?n, to z wy-
razow (@) zastosuje tylko jeden

W to réwnanie wstawmy za (x—xQ) kolejno:

gdzie ¢ jest znowu jednym z pierwotnych pierwiastkéw réwnania
1 = 0, tedy po dodaniu tak otrzymanych m réwnan i podzieleniu
sumy tej przez tn, dostaniemy

1) w przypadku, kiedy v = m, zwigzek:

gdzie

. : L Bp_ >xm
jest sumg wszystkich tych wyrazéw ilorazu _{i:§65v~> ktérych wy-

ktadniki A bez wzgledu na znak sg = 0 (mod. m), jest wiec wydzielo-
nym szeregiem mod. m z tegoz ilorazu.

2) Kiedy v</n, to Pv ((#—x0)m jest szeregiem potegowym

a wreszcie Kiedy

to zwigzek (13) ma postaé
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gdzie

W przypadku 1-szym i 3-cim majg wydzielone szeregi Pv((x
tm((x ) mod. m tylko skoriczong ilo$¢ wyrazéw z odjemnymi wy-
ktadnikami, a stad wynika, ze kiedy dany szereg potegowy B (x
posiada koto zbieznosci

to owe wydzielone szeregi maja zakres zbieznosci

gdzie R* > R by¢ moze.

W przypadku 2-gim przeciwnie ma wydzielony szereg potegowy
koto zbieznosci

gdzie znowu R' = R by¢ moze. Zakresem zbieznosci ilorazu

jest

Niech So bedzie dowolnym punktem lezacym w zakresie
tedy wartosci

sq wartosciami ilorazu w punktach Sl, Si1, .., Sm-1 nalezagcemi mod.m
do S0 i wtedy mamy:

Gdy R'> R, to ten zwigzek jeszcze i w punktach SO, S1,..., Sm-1
mieszczacych sie w pierscieniu R < | Xx—x0 | < R ma znaczenie z tem

zastrzezeniem, ze wtedy W0, W1, ..., Wm-! oznaczajg wartosci funk-
cyi F(x) otrzymane po drogach przystajacych.

W przypadku 3-cim mamy v = tm, a gdy W0, WI, ..., Wm-1
sg wartosciami samego szeregu P (x—x0) w punktach S0, Si, .., Sm-1

lezacych w R lub wartosSciami funkcyi ¥ nim okreslonej, uzyskanemi
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w So, SI,..., Sm-1 drogami przystajgcemi (gdy So, Sl ,..., Sm-1
lezg juz w pierscieniu R < x—x0 | < R"), przeto mamy zwigzek

To znaczy: Gdy ze szeregu (x — x0) okreslajacego
funkcye f(xX) utworzymy iloraz (t=1,5..) i z tego

ilorazu wydzielimyszereg mod. m, to jego wartos¢ w punk-
cie S jest Srednig arytmetyczng wartosci F(x) uzyska-

nych w punktach So, Si,..., po drogach przystajacych
podzielong przez (S,—x0)tm.
Jezeli poza koto (R') do punktéw sO, s,, ..., sm-1 mieszczacych

sie na kole (r)=>(R") przejs¢ chcemy, to i szeregi po lewej stronie
w zwigzkach l1a), Ib), do jednego z tych punktéw, n. p. do So, droga
przeprowadzi¢ trzeba. Dostaniemy wtedy wartosé

przedstawiajgcg Srednig arytmetyczna.

Jezeli R'=co, to zwiazki la a), 1 a B), Ib utrzymaja sie w punk-
tach So, S1, ..., Sm-1 mieszczacych sie na dowolnem kole o $rodku x0.
Tym przypadkiem —R' = co— zajmiemy sie szczegétowo w razie, gdy
P (x—x0) posiada pewne charakterystyczne wiasnosci.

WidzieliSmy w 8. 6, jaki wplyw na $rednig arytmetyczng (mod. m)
wartosci funkcyi F (x) miat jej element P (x — x0), posiadajgcy wpraw-
dzie wolny wyraz a0, ale pozbawiony zreszta wszystkich wykiadnikow
A= 0 (mod. m). Przyjmijmy wiec, ze i tu mamy taki szereg i ze

z niego tworzymy iloraz Wtedy wydzielony szereg mod. m
zredukuje sie do wymiernej funkcyi , a zwiazek (Ib) otrzy-

ma postac:

Widocznie mamy tutaj R' — oo,

Niech (x—x0) — po obraniu pewnej liczby v — nie posiada wy-
ktadnikéw: v, m -f- v, 2m+v, ..., a wiec wyktadnikbw A=v (mod. m)

z wyjatkiem wykiadnika hm + v. Wtedy iloraz oprécz wy-



332 JOZEF PUZYNA.

razu — nie posiada dodajnikéw o wyktadnikach A= 0
(mod. m) i wtedy dostaniemy zwigzek:

gdzie R' = oo,
W razie, kiedy h = O, mie¢ bedziemy

To znaczy. Gdy szereg potegowy proécz wyrazu
av(x—x0)v nie posiada zadnych dodajnikéw o wykladnikach
A=v (mod. m), to Srednia arytmetyczna wartosci funkcyi
F(x) w punktach So! SI, ... , Sm1 jest iloscig stalg

przy jakimkolwiek wieloboku foremnym
sO, sl ,..., sm-1, , majagcym sSrodek w xO.

Rozwazmy pod tym wzgledem funkcye wymierng, utamkowsg
F z jednem tylko v - krotnem miejscem nieskonczono$ciowem X0, le-
zacem w skonczonosci i z n miejscami zerowemi (w skoriczonosci),
n v. W wyrazeniu:

jest wiec G (x) stopnia ngo.

Gdy n = v, to mamy w otoczeniu punktu X0 :

gdzie n = v, mamy

agdy n<v, to

Jezeli w (a) obierzemy m roéwnocze$nie wieksze od v i n —yv,
a w (b) wezmiemy m > v, to dostaniemy
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w (c) za$, obierajgc m = v, mie¢ bedziemy

so, SI, ..., Sm-1 sg to punkty nalezagce mod. m do So, a mieszczace
sie na dowolnem kole o $rodku w punkcie xO0.

Niech Pv ((x—x0)m) oznacza wydzielony szereg mod. m z ilorazu
czy to w réwnaniu (13) czy (14) albo (15), to wtedy, zatrzy-

mujac znaczenie wyrazéw Wo, WI, ..., Wm-1, mamy

Gdy tutaj z ilosci najwieksza jest
= G, to mamy zwigzek

Z réwnania (1 a") mamy w ten sposéb zwigzek

To znaczy: Gdy P (x—x0) —oprécz wyrazu av (x—x0)yv —
nie posiada zadnych wyrazéw o wyktadnikach A =v (mod.
m), a G jest najwieksza z bezwzglednych wartosci funk-
cyi f(x), okreslonej szeregiem w punktach S0, S!,...,
to ta najwieksza wartos¢ G nie jest nigdy mniejsza od
|avi|x—x0 v w punkcie x = So.

8. 10. Warunki, pod jakimi zakres zbieznosci (R') szeregu
wydzielonego mod. m iest wiekszym od (R).

Mamy tu blizej jeszcze rozwazy¢ warunki, pod jakimi mozna
(o0]

ze szeregu zakresie zbieznosci (5) wy-
dzieli¢ szereg o0 zakresie zbieznosci (R') = (R).

Postugujgc sie znanem zresztg znamieniem zbieznosci, jakiego
w ostatnich czasach uzywat J. Hadamar w znakomitej swej pracy ,Essai
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sur I'étude des fonctions" 1) zauwazmy od pewnego k poczawszy mnogosc¢

Jezeli poczawszy od pewnego dostatecznie wielkiego n [z opuszcze-

niem oczywiscie tych /fln+h > ktére s zerami, ktore sie wiec odnoszg
do spotczynnikow an+t = 0] ilosci (S0) wcigz malejgc lub rosnac, zbli-
zaja sie do pewnej skonczonej granicy | tak, ze mamy

to wtedy szereg Y (x—x0) ma promien zbieznosci

Szereg @0 ((0>—a0)m) ma Spoétczynniki a0, oam, atm,....- do niego
nalezy analogiczna z § 1) mnogosé

a ta mieszczac sie w (S1) musi posiada¢ wiasnosé, ze granica

bedzie skoriczong i oznaczona. Wtedy wydzielony szereg mod. m -
gdy go za szereg argumentu (T— Xxoyn uwazamy — ma promien zbiez-
nosci

a jako szereg argumentu (x— x0) jest zbiezny w kole (/?/) o promieniu

Wezmy R’> R, zastrzegajac, ze réznica R — R nie ma byc¢ nie-
skonczenie mata, to wtedy, od pewnego, dostatecznie wielkiego n po-
czynajac, musi by¢ ciagle

1) Journal de mathematiques pures et appliquees. Rok 1892, str. 101.
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czyli musi byc¢

Stad wnosimy, ze

Dla takich liczb m szeregu naturalnego 2, 3, 4, ...
ale skonczonych, dla ktdérych od pewnego dostatecznie
wielkiego n poczynajgc — sprawdza sie bezustannie nie-
rownosé (a), mamy R' = R.

§. 11. Znaczenie przypadku:

Bardzo ciekawym jest przypadek graniczny: m=oo, a wiec zba
danie wyrazu

nie tyle w punktach x zawartych w kole (R), ile raczej rozstrzygnie-
cie pytania, co takie wyrazenie al+ Poo , jako granica pe-
wnej analitycznej funkcyi, wyznacza w punktach poza
kotem (R) lezgcych?

Gdy x lezy w kole (R), to widocznie ao -j- Po0 = a0, gdyz Poo,
jako granica sumy nieskonczenie dalekich wyrazéw szeregu Y0 (X — ro)j
musi by¢ w zakresie zbieznosci tego szeregu zerem.

Zakladajac | x —x0 | < R} potézmy:

to poniewaz m = oo, mozemy przyjac:

. in infinitum

wtedy mamy

Aby mozna bylo zbada¢ warto$é tego wyrazenia przy p R przy-
najmniej w szczegblnym przypadku, przyjmijmy, ze szereg a0 -f-
a {x—z0m + a,m(T—%>)2m= e dla pewnego skoriczonego m jest elemen-
tem funkcyi analitycznej ¢ (.r, m) nieograniczonego argumentu X i pa-
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rametru m, oraz ze sie ta analityczna funkcya ¢ od pewnego dosta-
tecznie wielkiego m statecznie utrzymuje. W takim razie jest

a warto$¢ tej granicy dla obranego p > R jest zarazem wartoscig, jakg
na catem kole (p) (R) o srodku x0 wyznacza /\oo .

§. 12. Szczegdlne przypadki wydzielonego szeregu przy

W rozdziale 11-gim zobaczymy, Ze znaczenie wartosci, jakie 7700
daje w punktach poza kotem (B), pozostaje w Scistym zwigzku z temi
twierdzeniami Cauchy,ego, w ktérych sie ten matematyk postugiwat
catkami okreSlonemi zmiennej urojonej. Lecz i w ogodlniejszym przy-
padku okaze sie, ze granice kilku p/ydzielonych szeregéw beda réwniez
SciSle zwigzane ze wspomnianemi twierdzeniami.

Tutaj nadmienimy jeszcze:

Na catej ptaszczyznie argumentu x jest

1) gdy (x —x0) jest szeregiem bezustannie zbieznym;

2) gdy z @ (x—x0) daje sie wydzieli¢ szereg mod. m! bezustannie
zbiezny, a m = oo uzyjemy w formie [<2'7{t1%oc ;

3) gdy j3(-r—x0) posiada wyktadniki A= 0 (mod. ml) tylko do
skonczonej granicy (t—I)mi, a = oo uzyjemy w formie [ g mi]7-co.

W tych przypadkach jest wiec

Dla ilorazu G , (gdzie v skonczone) granicg wydzielonego

Xo)

szeregu mod. m-oco jest zawsze zwykly szereg potegowy

ktéry nazwiemy

W przypadkach analogicznych do tych, ktére nam powyzej daty
Px —0, mamy i tu P71 00 — O, a wiec
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Jezeli wreszcie z P (x—x0) wydzieli¢ sie daje szereg potegowy
kole zbieznosci (R') = (R), aml=co uzyjemy w formie
[gml]g=co, to wtedy bedzie Koo = limm=eo P( ((>x—>,)m) =al tylko w kole (R).
P (x—x0
Podobnie, kiedy z ilorazu (daje ) sie  wydzieli¢ szereg
zbiezny w zakresie 0 < x—x0 < R, to uzywajgc m =oo
w formie mieé¢ bedziemy tylko
w kole (R").

ROZDZIAL I
Czes$¢ pierwsza.

Funkcye jednoznaczne.

§. 13. O szeregu wydzielonym mod. m=co z iloczynu
Woprowadzenie catek zamknietych.

Dany szereg potegowy P (x-x0) o kole zbieznosci (22) niech be-
dzie elementem funkcyi analitycznej jednoznacznej F(<-x0). lloczyn
(x—x0) F(x-x0)= (x-x0) P (x—x0) nie posiada wolnego wyrazu, a wsku-
tek tego, jesli | x—x0 < R, a m zdgza w dowolny sposdéb do nie-
skonczonosci, mie¢ ciagle bedziemy wyraz Koo iloczynu (x—x0) P(x-x0)
o warto$ci = 0. Stosujgc za$ zwigzek I' ((8 4) dostaniemy:

Wv sg tu wartosciami funkcyi (x-x0) ¥ (x—x0) w punktach So, S1,...
Sm-1 (m = o) na kole (r) < (R).
Potozmy (x—x0) = re'gi i pomndzmy licznik i mianownik tej sumy

, to trzeba potozy¢ [m. a zwiagz-

kowi (1) da¢ postac:

Potézmy x-x0=z, to wtedy jest r.egi dpi=dz, tak, ze ostatecznie
mamy:
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Jestto znane twierdzenie Cauchyego, odnoszace sie tutaj do kota
(r) mniejszego od (R) i z niem wspdtSrodkowego.

Chcac wyjs¢ poza koto (R), musimy tu przedewszystkiem podniesé
jedne bardzo wazng okoliczno$¢. Oto widzieliSmy przy kohcu rozdziatu
I ze w niektérych przypadkach obierajagc m=oco w postaci [gml]g=cc do-
stajemy w catem kole (R') > (R), gdzie R nawet nieskonczenie wielkim
byé moze, wyraz Keo=a0 Ze za$ tutaj wolny wyraz szeregu (x-x0)
P (>x-x0) jest zerem przeto mielibySmy, uzywajgc takiego wiasnie m=co
w kazdem kole (r) czyniacem zado$¢ nieréwnosci (R) < (r) < (R"), a ma-
jacem S$rodek x0, catke

jako granice sumy (1).

Atoli wedtug Cauchyego taka catka jest réwng sumie pozostatosci
(residudw) funkcyi f(z) wewnatrz kota (r), a ta, mimo wiasnosci szere-
gu (Xx-x0) ze przy m=w w u jego Ko redukuje sie do
zera, nie potrzebuje by¢ zerem.

Tak n. p. uwazajgc funkcye

widzimy, ze szereg ten zbiezny jest w kole (R) = (m), a F(x) posiada
w punktach +p.m, p=7, 2, 3, ... pozostatosci =-)-7. Zakreslimy ze
$rodka .ro=0 koto (pfl) takie, ze pm < px < (p-Y7) M, to na sume po-
zostatosci funkceyi / (x) wewnatrz tego kota dostaniemy

Tymczasem, gdybysmy, utworzywszy

uzyli granicy w=[%4],-d, mielibySmy na calej plaszczyznie
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a dalej przy dowolnie wielkiem (py) zawsze Res. f(x) =0, co by¢ nie

moze.

Stad wnosimy: Pojmujac tu catke okreslong zmien-
nej urojonej jako granice sumy (1) nie mozna
liczby wyrazow tej sumy zwieksza¢ do nieskonczo-
Nnosci sposobem = ); sama zas funkcya f
ktorej (x—x0) P (x—x0 przy takiem m posiada Ko=0" nie
potrzebuje (chociaz moze) miec¢ % Res. F(z)=0 wewnatrz
dowolnego kota (n).

Réwnanie zatem X Res. f(z)=0 nie charakteryzuje takiej funkcyi

T(z). Jej charakterystyka bedzie raczej ta jej wihasnoé¢, ze, gdy na
kole (r), bez wzgledu na to, czy takowe przez jej szczegélne punkta
przechodzi, czy nie, obierzemy punkta S0, S1, S2, ..., Sqm, nalezace
mod. gm! do S0 i zgeszczaé je bedziemy w ten sposob, ze sie q zbliza do
nieskoriczonosci, dostajemy zawsze, na sume wartosci iloczynu z.f(z)
w tych punktach, zero.

Aby wiec odpowiedzie¢ na pytanie postawione juz w rozdziale I,
a mianowicie: ,co wyznacza Ko (tutaj szeregu (x— (x-x0))
poza kotem zbieznosci (R)?" — zatézmy nasamprzod:

A) Wydzielony szereg P'0 ((x—x0)m) mod. m z iloczynu (x—x0)
P (x—x0) jest tego rodzaju, iz od pewnego m poczagwszy, mamy zawsze

a wiec Spotczynniki tego szeregu zaleza statecznie w jednaki sposob od
parametru m. Inaczej moéwigc: ze istnieje funkcya @(p, m), o ktérej mo-
wa byta w rozdziale I.

To zalozenie zatrzymujac i odnoszac roéwnanie (I'™) (8 7) do sze-
regu (xX-x0) . Px—x0) nawet i wtedy, kiedy juz mamy m=oco, napi-
szemy takowe w postaci:

Zatozywszy jednoznaczno$¢ funkcyi mozemy i musimy zmienno$¢

1) W rachunku catkowym (por. Serret, Harnak) dowodzi sie, ze catki okreSlone
zmiennej rzeczywistej oblicza¢c mozna, biorgc za podstawe dowolny podziat zakresu cat-
kowania. Widocznie catki tu rozwazane zachowujg sie pod tym wzgledem odmiennie.
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drég sv uwaza¢ za obojetna i prawa strone ostatniego zwigzku okre-
$li¢ jako

gdzie (r) jest kotem wiekszem od (R), a mieszczacem na sobie punkty
So, S1, , Sm-1 zgeszczone do nieskoriczonosci.

Wyrazenie W(S0) s02m=c0, pojmujac formalnie, uwazaé trzeba za
przeprowadzenie szeregu
do punktu SO0. Atoli ze takie przeprowadzenia sg jednakiej wartosci we
wszystkich punktach SO, ... S, a tutaj (przy m=oo) zajety one
juz caty okrag (r), przeto uwaza¢ trzeba za wartos¢ Q (&)
jakg Koo definiuje na catem kole (r) czyli we wszystkich punktach &r,
tegoz kota. Granice m=co mozna przy obliczaniu Q(&), przy zaloze-
niu A. omina¢ w sposéb nastepujacy: Przy skorficzonem m przeprowa-
dzamy szereg PO((x-xO)m) do otoczenia ktéregokolwiek punktu & kota
(r) i kikadziemy w niem potem X=rv oraz m=oco.

Otrzymujemy wiec:

a nazywajac Q (&) ,przeprowadzeniem szeregu K", mamy
twierdzenie:

Przeprowadzenie szeregu Ko odnoszacego sie do (x—x0) . x0)
ma w dowolnym punkcie & kota (r) = (R) wartos¢ sumy pozostatosci
funkcyi F(z) zawartych w (r).

§ 14. Zmiana wartosci wyrazenia Q(&) ze zwiekszajgcem sie
kotem (r). Nowe okreslenie pozostatosci w kole (n).

Aby zbada¢ zmiane wartosci przeprowadzenia Q (§r) kiedy sie
zwieksza koto (r), przyjmijmy, ze jednoznaczna funkcya ¥(z) posiada
punkty szczegdllne

B Vy... = 0 bezwzglednej wartosci R

al, B]" yl - ' " rl
er " n r,
83’ y3 - =y " " r3
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gdzie R<<rl <<r2 <r3, ... . oraz ze migdzy temi kotami nie ma juz
zadnych punktéw szczegdlnych, Procz tych kot nakredlmy jeszcze ze
Srodka x0

to wtedy mamy :

a stad wynika: Przeprowadzenie Q (§) ma we wszystkich
punktach w pierscieniu

Na samych zas kotach (R), (rl), (r2),.... jest Q (&)
(w ogolnosci gdy H! H2, H? H3, sg od siebie r6zne) bez zna-
czenia.

W ten sposob dostajemy tutaj zupelnie nowa
definicye sumy pozostatosci we wnetrzu kota (r) od-
mienng od jej okreslenia jako sumy spotczynnikow
przy pierwszych odjemnych potegach argumentu
albo za pomocag catki zamknietej. Ta nowa definicya
wynika wprost ze znajomosci elementu danej funk-
cyi analitycznej.

WezZmy n. p. szereg potegowy:

o kole zbieznosci
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Z szeregu x . P (x) wydzielony szereg mod. m ma posta¢

i jest zbiezny réwniez w kole (R')=(l); a przy kazdem m ma forme
(3). Z drugiej strony jest on znowu elementem analitycznej funkcyi

a gdy m=oo, to mamy ¢=0 w kole ~=wm =~ pierscieniu
L/<|x| <1, zaS ¢p=-I w zakresie 7 < Xx < oo. Inaczej:

§. 15 Badanie ogolniejszej formy iloczynu

B) Zalézmy teraz, ze PO((x—x0)m) nalezac do (x-x0) P (x—x0
nie utrzymuje sie statecznie w postaci (3). Wtedy moze sie zdarzy¢, ze
caly zbiér wyktadnikbw A szeregu (x—x0) P (x—x0) rozpada sie na
skonczong (lub nieskonczong) ilos¢ mnogosci:

0 wiasnosciach nastepujacych:

1) Zaden wyktadnik jednej mnogosci nie miesci sie w mnogosci
drugiej.

2) Utworzone szeregi:

gdzie a'o, ...nalezg do wyktadnikéw A'a, .... w szeregu (x—x0) P (x-x0)

www.rcin.org.pl
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sg juz takie, ze wydzielone z nich szeregi od pewnych dostatecznie
wielkich modutéw poczynajac, zachowuja statecznie postac (3).

albo:

albo wreszcie:

gdzie ¥ (), ' (2), j"'{z) ,. . . sa to analityczne funkcye okreslone szere-
gami {d). Rownanie (e) jest juz wiasnie wynikiem wilasnosci 1.
Wskutek réwnania (<) mieé¢ bedziemy w dowolnem kole (r)>(A\)

Niechze teraz wyrazy k'), K'ip, k" o .... szeregbw (d) maja na
punktach ¢, kota (r), przeprowadzenia Q' (&), Q" (&), Q™ (¢ .-... to
mamy:.

W takim zwigzku pozostgja przeprowadzenia Q', Q"} . ... szere-

géw, ktérych suma daje (x—r0) ¢ (x—x0), ze suma pozostatosci samej
funkceyi 7 (0).
Niech np. szereg w = > XA zawiera wszystkie wykladniki parzyste

0, 2, 4, ... . z nieparzystych za$ tylko te, ktdére majg ksztatt {4n-I)j
n=1, 2, 3,... Mamy wtedy.
oraz

Z iloczynu x.u wydzielony szereg mod. 2n + 1 dostajemy w postaci:

dla modutu znowu parzystego 4n mamy:

Wydzielone wiec szeregi sg tu widocznie inne przy modutach nie-
parzystych, a inne przy parzystych. Gdybysmy zatem modut m zwiek-
szali do nieskonczonosci wedtug liczb nieparzystych, to doszliby$smy,
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zaktadajac r = Z, do Q (&) — Q, (&) = O szeregu x u, a nie szeregu X
nalezacego do danej funkcyi f(z). Podobnie zwiekszajgc parzyste
do nieskonczonosci, otrzymamy: Q (§)=Q" (&) =—7, odnoszace sie (
x u", a nie do iloczynu xu. Z tego powodu trzeba potozyc:

i to jest prawdziwa wartos¢ sumy pozostatosci danej funkcyi F(2)
w kole (r).

Ograniczajgc sie w dalszych poszukiwaniach do zatozenia (5), mo-
zemy i bedziemy sie odtagd w teoryi zajmowac wytgcznie takimi szere-
gami, z ktorych wydzielone szeregi mod. m od pewnego m poczgwszy
statecznie zatrzymujg forme (3); w twierdzenie bowiem wynikajgce ze za-
tozenia (B) wchodzg tylko Q' (&), . . . takich szeregow.

§. 16. Badanie samego szeregu

Zak}adajac to, co dopiero powiedzieliSmy o samym szeregu danym

zJ, tatwo bedziemy mogli podobnemi metodami zwigza¢ jego
K =al--Pg i Q(5r) z catkami Cauchyego. % (x—xg) niech okresla lunk-
cyg n(x | M)=/(-r): Gdy (z—zo)</\ to zawsze jest RO a wiec
Jrd=at,=(N\vs), a stosujgc tu réwnanie ('), roz. I, mie¢ bedziemy:

czyli

gdzie f{x") jest pozostatoScig ilorazu w punkcie xg. Obierzmy

koto (r) = (B), to wedlug Cauchyego bedzie:

Stad — gdy przez Q (&) rozumie¢ bedziemy i tu ,przeprowadzenie”
wyrazu Ka do jakiego$ punktu & kota (p) — otrzymamy:
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Takie wartosci okresla
na kotach (p) = (R), spotsrodkowych z (5).

Jezeli w réwnaniu (8) po obydwu jego stronach odejmiemy wyraz
a0=f(x0), ktéry wiasnie jest pozostatoscig punktu x0 w sumie X, do-

staniemy na przeprowadzenie reszty Po=Ilimm=o [am (x—x0)m—+..] sume
>' Res., gdzie kreska przy X ma przypominaé, ze pozostatos¢

()
punktu x0 trzeba opuscié.

Funkcya n. p.

jest zbiezng w kole (R)=(n) i posiada w punktach szczegélnych + p,
h=1 2, 3,... pozostatosci =+1.

lloraz rma wv punkcie x=x0=0 roéwniez pozostatos¢ = +1.
X

Stad wynika, ze

ma w kazdem kole (r) < (n) warto$¢ =7, a wewnatrz kazdego kota
(py) takiego, ze p.m < py < (U+1) m daje wartosé

Aby to sprawdzi¢, zauwazmy przy skonczonem m, szereg:

Jest on elementem funkcyi

Z niej dostajemy dla
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a gdy zalozymy pmn < | x| <M+ 1)m to w sumie X dostang wy-

razy o skazniku v=7, 2, .. . p. wartos¢ = —1, wszelkie dalsze wartosci
=0, tak, ze bedzie

jak to wprost wywnioskowalismy z funkcyi ().

Przechodzac do m=co w ilorazie -mamy przy (r) < (R)

i wtedy zwiazki la, Ib (8 9) daja

Jezli zatozymy (r) > (R), to wtedy wyraz Ic (8 9) ma znaczenie prze-
prowadzenia Q(&r)v wyrazenia tak — ze mie¢ bedziemy

To znaczy:
Przeprowadzenie wyrazenia Kveoo ilorazu

w ktorym P (x —x0) okresla funkcya jednoznaczng f(x),
daje w dowolnym punkcie & kota (r) = (R) sume pozosta-

tosci funkcyi w wnetrzu kota (r).

§.17. O najwiekszej bezwzglednej wartosci funkcyi na okre-
gach wspotsrodkowych z kotem zbieznosci danego jej elementu.

Zajmijmy sie teraz zwiazkiem 11l (8. 8). Zatézmy, ze:
[x-x0 | =r < R, nazwijmy g najwiekszg z bezwzglednych wartosci,
jakie na catem kole (r) przybiera szereg potegowy P (x-x0) i wezmy
m=oco, to wtedy ze zwigzku tego dostaniemy
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gdyz lewa strona w Il (8 8) bedzie to Ke=al szeregu danego.

W ten spos6b mamy bardzo prosty dowdd twierdzenia, jakiem sie
Weierstrass tylokrotnie w swej teoryi funkcyi postuguje.

Zwigzek (10) postarajmy sie przenies¢ poza koto (R). W tym celu
wréémy do zwiagzku 1'"* rozd. 1; po prawej stronie zat6zmy m = oo,
a w miejsce ilosci W00, WI!sl, ... . potozmy najwiekszg z ich bez-
wzglednych wartosci. Poniewaz i lewa strone trzeba wzig¢ w bezwzgle-
dnej wartosci, przeto z uwagi, ze dla | x—x0 | —r > R jest

W ten spos6b przenosi sie zwigzek (10) poza koto (R); wystowié to
mozna twierdzeniem:

Gdy funkcya jednoznaczna F(x) dang jest elementem
P (x—x0), a na kole (r) > (R) o0 srodku x) posiada f(x) | naj-
wiekszg wartos¢ g, to owo ¢ nie jest nigdy mniejsze od

bezwzglednej wartosci sumy pozostaﬁoéci ilorazu - -
Te sume otrzymaé¢ mozna ze samego elementu tworzgc

Przechodzac tutaj z m skoriczonego do m=cc, a wiec z twierdzen
arytmetycznych rozdziatu 1 do zwigzkéw (10) i (11), nie uzywamy cal-

kowania. Przypusémy ze (x—x0) przy uzyciu m-[gmlljg=~ posiada
Koo=al w kole (R) > (R). Przez ciggte zwiekszanie liczby q w iloczy-

nie gm! mozemy sie jednym punktem ukifadu S,, SI, . .. dowolnie
zblizy¢ do tego punktu, w ktérym  f(x) | posiada wiasnie warto$¢ naj-
wiekszg g. Prawa zatem strona zwigzku I'" rozdziatu | przy takiem

m=oco da takze warto$¢ g. Lewa strona bedzie =al przy takiem m
w catem kole (R"), a stad wynika:

Gdy P (x—x0 dla wartosci m = « = [gml]g=o posia-
da Koo=al w kole (R') > (R), to zwigzek al | <g utrzy-
muje sie jeszcze w catem kole (R'), a wiec i na wszelkich
kotach (r) o srodku x0 zawartych miedzy (R) a (R'). Oczy-
wistg jest rzecza, ze oprécz tego zachodzi tu jeszcze zaw-
sze i zwiazek (11).

Szereg np.
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zbiezny w kole (R)=(1), a bedacy elementem funkcyi , posia-

da—gdy m=[2q]i=co—na catej plaszczyznie Koo=1. Jezeli wiec na do-
wolnem kole (r) o s$rodku x=0 wyznaczymy najwieksza wartos¢ g

funkcyi , to zawsze mie¢ bedziemy 1 <g.

Podobnie z relacyi Illa, rozd. I (8 9), odnoszacej si¢ do ilorazu

dostaniemy przy m =co:

jezli za$ przyjmiemy (r) > (R), to mie¢ bedziemy:

Gdy iloraz posiada = w kole (R") > (R), to mie¢
bedziemy jeszcze i poza kotem (72), w calem kole (72), zwigzek (12)

sprawdzony. Gdy np. po obraniu pewnego v < n utworzymy ze szeregu

o pewnem kole zbieznosci iloraz:

to do niego w razie: m=[2q]¢=c, nalezy Kv,co=a2v na catej ptaszczyznie
argumentu x. Stad wynika, ze mamy tutaj

Czes¢ druga.
Funkcye wieloznaczne.

§. 18. OkreSlenie wyrazen K« i Q(&) iloczynu

Zajmiemy sie teraz znaczeniem wyrazow Ko i Q (&) szeregbw
(x-x0) P (x—xo0) i P (x—x0) w przypadku, kiedy szereg P (x—x0)
zbiezny w kole (72) jest elementem funkcyi analitycznej wielowartoscio-
wej. Na obwodzie kota (72) przyjmijmy tylko punkty szczegélne, wie-
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lokrotne, rozgatezienia (Verzweigungs - Punkte, points de ramification)
z wykluczeniem punktéw istotnie lub nieistotnie szczeg6lnych nie tylko
na obwodzie kota (R), ale i na catym obszarze (x) wszystkich gatezi
funkcyi, ktorg wiasnie P (x—x0) okresla.

Gdy sg wartosci funkcyi (x—x0) PP(x—j0) w punktach SO,
S1,.. Sm-1l pewnego kota (r) spotsrodkowego z (R), to, jak dtugo jest

X—X0 =r < R, mamy i tu Iimm:oom vzl Wv=0. Jezeli SO, Si,...,Sm-1

lezg juz na kole (r) > (R), to wtedy pojmowac trzeba jako przepro-
wadzenia szeregu (x-x0) P (x—x0) po drogach przystajgcych s0, si,...,
. do tych punktdw.
Gdy m jest =oo, to drdg tych jest réwniez nieskonczenie wiele.
Przedstawiajg sie one jako nieskoriczony (catkowity) zbiér krzywodroz-
nych promieni kota (r). Dla uproszczenia
przyjmiemy, ze zadna z tych drog nie prze-
cina sie sama z sobag. Niech dalej, na ob-
wodzie kota (R) lezg trzy punkty szczegdlne
wielokrotne T, U, V (spos6b poszukiwania
nie zmieni sie gdy przyjmiemy, ze jest ich
ogdlnie n); (R) i (r) i na samym obwodzie
kota (r) niech juz nie bedzie zadnych punk-
tow szczegodlnych.
Przy tych zatozeniach, bedg 3 z drdg
przystajacych, a mianowicie st su, sV prze-
chodzity przez punkty szczegélne T, U, V (fig. 3). Kazda z nich kiedy
m=co mozemy uwaza¢ za dwie nieskonczenie siebie bliskie, przystajace
drogi (st, s'), (su, s'u), (sv, sV), ktére obejmujac T, U, V prowadza do
tych samych punktow T' U', V' kota (r) i dajg tam po dwie wartosci
roznigce sie w sposdb skoriczony od siebie, a mianowicie:

Obchodzac koto (r) w kierunku dodatnym i znaczgc w kazdym punk-
cie wartosci Wv po drogach przystajagcych sv otrzymane, dostaniemy
kolejno zakresy wartosci:
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ktére w poszczegoélnych tych zakresach, od wartosci poczatkowej do kon-
cowej zmieniajg sie w sposob ciggty.

Przyjmujac, ze granice obliczamy poczawszy od

wartosci  mamy:

§ 19. Wprowadzenie catek krzywodroznych.

Przerabiajagc ostatnia sume na catke zamknieta, okreslong i ozna-
czajagc przez /' (2).”" "(2),/(2) [z=x-r10] wartosci samej funkcyi/(z)
okreslonej elementem j? (x—x0) na tukach TU', U'V, V'T', mie¢ be-
dziemy:

jako pierwsze okreSlenie sumy stojgcej po stronie lewe;.
Oznaczmy przez ot, ou, ov drogi zamkniete,
okrgzajgce jedynie punkty szczegélne 71, tT, F,
a przechodzace przez 71, U', V', (fig. 4). Obli-
czone po tych drogach w odjemnym kierunku
catki funkcyi F(z), niech beda:

gdzie W bez potozonej nad nim kreski oznacza wartos¢ samej funkcyi
f(z) i niech dajg — przez stosowny dobor owaléw o, ou ov — te same
wartosci, jakie wynikaja, kiedy uzywamy drég zamknietych:

Tedy poczatkowe i koncowe wartosci funkcyi F(z) w catkach (3)
wskazuja, zeSmy te catki po drogach ot, ou, ov obliczyli w odjemnym
kierunku.
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Majgc juz te catki, mozemy wskutek uczynionych zalozen o za-

kresie |x—x0 <r potozyé idac za Cauchym:

Stad — gdy opuszczajagc kreski potozone nad catkami (13), uwazaé je
juz bedziemy za catki obliczone w kierunku dodatnym — mie¢ be-
dziemy

jako druga definicye granicy sumy.
Z drugiej strony ta granica jest przeprowadzeniem wyrazenia

nalezgcego do iloczynu ) P po drodze przystajacej z droga
obrang s0 do ktéregokolwiek punktu & kota (r). Gdy takie przeprowa
dzenie nazwiemy Q(&r)s0, to mie¢ w niem bedziemy trzecia defnicya

sumy lim

Przy tem Q (§)s) jest okreSlone réwnaniem:

albo

jezli, dla kroétkosci, catki o drogach ot,... oznaczymy przez

§. 20. wieloznaczno$¢ wyrazenia

Dodanie znaczku s) wyrazowi Q (&) nie jest tu bez przy-
czyny. | tak: obierajagc w miejsce s0 droge inng s0 i drogi do niej
przystajace, dostaniemy na kole (r) inne catkiem punkty T' U', V')

1) Koto (r) z nowymi punktami T' U', V' odnoszacymi si¢ do s'0 przedstawi
sie jako koto (r) obrécone okoto $rodka wraz z pierwotnymi punktami T', U, V od-
niesionymi do (0.
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i inne owale oz, ou, ou, tak ze teraz przeprowadzenie Q(&r)s0 bedzie
catkiem rozne od przeprowadzenia Q(&),0. Wida¢ to takze z réwna-
nia (15). Albowiem poniewaz teraz drogi sg przystajace do s, przeto na
kole (r) dostajemy inne luki T U, U' V', V'T' a do nich wiasnie od-
nosi¢ sie beda catki w réwnaniu (15). Mamy wiec twierdzenie:

Przeprowadzenie Q (&) jest w dziedzinie funkcyj
wieloznacznych nieskonczenie wielowartosciowe w tem
znaczeniu, ze — kiedy na obranej drodze sl ma to prze-
prowadzenie we wszystkich punktach kota (r) wartosc
Q(&n),, to uzywajac drogi sl dostajemy we wszystkich
punktach tego samego kota (r) wartosé¢ Q(&),'0™Q (&) B

To wynika zreszta juz i z uwag rozdziatu 1. PowiedzieliSmy tam
(8. 7), ze w przypadku ogélnym pojedynczy punkt szczegblny 70 sze-
regu danego wystepuje w-krotnie w szeregu wydzielonym mod. m i two-
rzy uktad nalezacy do 70 mod. m. Tutaj — przy wi=00 — bedzie miato
K, na (R) na kazdym dowolnie matym tuku kota (2?) nieskoriczenie
wiele punktéw wielokrotnych.

Stad wynika, ze wartos¢ Q(&),'cho¢ ten sam punkt &,
zatrzymamy, zmienia sie na inng, gdy do tego punktu in-
na droga dochodzimy.

§. 21. Zmiana wartosci Q(&)v ze zwiekszajagcem sie kotem (r)
Zachowanie sie na kolach przechodnycli przez punkty
szczegolne.

Trzeba jeszcze, zatrzymujac stale obrang droge sO, zbadac jak sie
zmienia Q(&r),0, kiedy koto (r) zmienia swojg wielko$¢.

Przyjmijmy, ze poza kolem (E) jest (rl) pierwszem kotem, na

ktérem lezg nowe punkta szczeg6lne T1, U\, W funkcyi F(z) i przy-
pusémy, ze ich tu znowu jest tylko trzy.

We wnetrzu pierscienia (R . . . rl) be-

dzie sie wtedy Q (&) 0 na wspotsrodkowych

kotach [z kotem (27)] w ciggly sposéb zmie-

nia¢. Kazda bowiem z catek (77)oz, (Z7)at,

(F)ov — przy posuwajgcych sie w cigglty

spos6b po drogach st, Pu, s, punktach T' U

V' (fig. 5) i zmienianiu si¢ wedtug tego owa-

16w ot ou 0, — bedzie sie zmieniaé w spo-

s6b ciagtly, tak iz prawa strona réwnania
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(16) jest z tego wzgledu iloscig ciggta. Réwnanie (15) upowaznia do
tego samego wniosku.
Chcac Q (&) s0 wyznaczy¢ i zbada¢ w punktach poza kotem (rl)
lezacych, zatoczmy koto (r) = (rl) (fig. 6) tak, aby i miedzy temi Kko-
tami i na kole (r) nie byto zadnego
punktu szczegb6lnego funkcyi
Przedtuzmy w pewny oznaczony
sposéb droge S0 az do jej przeciecia
sie z kotem (r). Przez to juz wszystkie
drogi przystajgce do s0 siegng az do
punktéw kota (r). Trzy z tych drég
przystajacych, a mianowicie: sl, su, s,
przechodzi przez punkty szczegdlne 7i,
77, V (na kole (5)), a trzy inne
sl1, s., przez punkty szczeg6lne 71 Ul
VI (na kole (rl)). Pierwsze z nich niech przecinajg koto (r) w punktach
T M, F', drugie zaS$ w punktach 711", 7&, F/. Utwdérzmy owale az
ou, ou przechodzace przez T', Ul V' i owale oa, ouj, o, przechodzace
przez 711", 77/, FAtedy —tworzac tu naprzéd zwigzek analogiczny ze
zwigzkiem (13) i pamietajac potem na defihicyg przeprowadzenia Q(gr)s0,
mie¢ bedziemy:

jezeli 7, 77", V' TI') Ul, F/ tak lezag na kole (r), jak to wskazuje
fig. 6, albo piszac krocej:

W podobny sposob przeniesiemy definicyg przeprowadzenia Q (&r) sl i po
za koto (r), a stad mamy twierdzenie:

Przeprowadzenie Q (¢ —nieskonczenie wieloznacz-
ne— wyraza sie w punktach kazdego kota (r)=(5), nie
przechodzacego przez punkty szczegolne, tyloma ca#t-
kami tukowemi (15%), lub tyloma catkami o drogach zam-
knietych (16", ile punktow szczegdlnych wielokrotnych
funkcyi T (z) = T (@—#) lezy we wnetrzu tego kota (r).



354 JOZEF PUZYNA.

Wezmy koto (r) wieksze od (rl), ale nieskonczenie mato rdznigce
sie od (rl) i zwréémy nasza uwage na punkty TI1, Ul, VI, lezace na
(rl), oraz na catki (Tl)a , (Ul)ou , (V1) . Tedy punkty T, UL Vit

leza wtedy nieskoniczenie blisko punktow T, U1, VI, a dofaczone
w (16") catki (Tl)ot , (U)o , (V)¢ moga by¢ albo bez znacze-

nia, albo skonczone i oznaczone, albo wreszcie nieskonczenie
mate. Przytem nie potrzebujg sie te catki wszystkie zachowywac
rownoczesnie w jednakowy sposab.

Stad wnosimy: Kiedy (r) przechodzi poza koto (rl), na
ktérem leza punkty szczegdlne wielokrotne, to Q(&v)sl
— gdy obierzemy drogi przystajace do drogi niezmien-
nej sO— moze tamze by¢ albo bez znaczenia, albo dalej
sie jeszcze w ciaglty sposéb zmienia. Jednakze ta ciag-
gtos¢ poza kotem (rl) bedzie miec¢ inny charakter
niz wewnatrz tegoz kotaly; — albo nareszcie Q(&v)s
przybrac¢ tam moze wartosc¢ inng, rézniagca sie w spo-
s6b skonczony od wartosci tuz poprzedzajacej. Za-
lezy to od wartosci catek (7)ot , (tQou , (K)ov > Kkto6-

rych owale ot1, o , ovj przechodzg przez punkty 71

C7), V\ nieskonczenie bliskie punktoéow 71, Ul V\
Ostatniemi twierdzeniami mamy dostatecznie okres$lone i znaczenie
i zachowanie sie przeprowadzenia Q(gr)f

Zauwazymy przytem, ze do obliczenia Q(&v)B najlepiej uzy-
waé wzoréw (15) i (15".

Wezmy n. p. pod uwage funkcya dwuwartosciowg

n catkowite dodatne,

0 n punktach szczegdlnych, wielokrotnych
Pot6zmy:

I) Ta zmienna ciagtosci przypomina przypadek rownania w=/ic), w ktérem
/(rr) jest funkcya jednoznaczna, okre$lajacego linig krzywa takiej natury, ze jej rzedne
w pewnym ustepie odcinka x zmieniajg si¢ w sposob ciagly, ale w pewnym punkcie
x = X0 tego ustepu posiada krzywa dwie rozne ale oznaczone styczne (dzi6b).

www.rcin.org.pl
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to elementem funkcyi f (Xx) w otoczeniu punktu x = O bedzie szereg
potegowy:

0 kole zbieznosci (R) = (1). Wyraz Keo nalezacy do x. P (x) ma tu
postac:

i jest dla obranych modutéw m = min granicg szeregdéw, ktére juz
przy skohczonych m! zatrzymuja ostatecznie jednakowa posta¢ (3).
Na podstawie zwigzku (17) mamy dalej :

Granica ta ma widocznie dla |x =r < 1 warto$¢ zero, jak by¢
powinno. Dla | x| = r=1 ma ona by¢ wyrazeniem Q (¢ ) , ktérego
wartos¢ wyznaczymy za pomocg réwnania (15).

Potézmy x =reqgi, r > 1 i zaldozmy, ze droga st, przechodzaca
przez punkt wielokrotny szczegélny T0 = + 1, przecina koto (r) w ta-
kim punkcie To', ze >To o To' = {, oraz ze na tej drodze otrzymana
wartos¢ funkcyi (<) w punkcie T0' ma znak dodatny, to mie¢ be-
dziemy :

www.rcin.org.pl
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Chcac z pierwiastku otrzymac¢ rozwiniecie, majace

znaczenie dla r > 7, potézmy go = [ W takiem

rozwinieciu da wtedy drugi czynnik—za podstawieniem

s=0, 1, , h—1—-zawsze jedne i te samg wartosc:
Dostaniemy wiec :

Pot6zmy (—1)s = esmi, to ostatecznie okaze sie

Q (&), jest wiec na catem kole (r) w ten sposob nieskonczenie
wieloznaczne, ze zalezy od kata ¢ = To o To' t.j. od punktu 10",w kto-
rym st przecina koto (r)l). Wartos¢ (19) jest zarazem wartoscig gra-
nicy catki (18) jezli wezmiemy x=r@3fi, r > 1.

§ 22. 0 wyrazeniu Q(&v), dla samego szeregu potegowego

Zwroémy sie teraz do obliczenia Q (& )° dla samego szeregu da-
nego @ (x—x0). Jego 7f00 ma ksztait:

Tutaj jest ao=f(x0) pozostatoscia w punkcie x0 funkcyi E-'— -----
gdzie u=f(xy jest funkcya okre$long elementem @ (z—x0). Utwdrzmy

funkcya v = f(x)— a,, to iloraz------- bedzie juz w punkcie xo skon-
X---- J'0

czony i oznaczony. W skutek tego bedziemy mogli Qu (¢r). funkcyi v

wyznaczy¢ na kazdem kole (r) > (7?) i przedstawi¢ takowe catkami,
rozumujac w ten sam sposob, jakesmy to zrobili w przypadku iloczynu

1) Droga jest droga przechodzaca nieskonczenie blisko nad punktem 70,

a konczacg sie w Ta'. Droge te jednak — jak tego teorya funkcyi uczy—zmieni¢ mo-
zna na nieskonczenie wiele innych drég dajacych w Tv' te samg warto$¢ funkceyi.
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(z—x) P (x -x0). Z drugiej strony otrzymamy z Keo na Q (¢r), dane-

go szeregu wartosc

Q (& )s) =aO + przeprowadzenie wyrazu

czyli

Otrzymamy wiec ostatecznie:

albo

u", U™ sato wartosci funkcyi v otrzymane po drogach przystajacych
dosl na tukach T' U, U V', V' T zas[T]ot, [ U]ouy, ... s to cakki

funkcyi obliczone po owalach ot , . . ..

Lecz réwnanie (20) mozna takze napisa¢ w sposéb nastepujacy:

a ze catka zamknieta

przeto mamy ostatecznie:
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Przeciwnie w okresleniu

odnoszg sie catki do ilorazu

Jezeli wewnatrz kota (r) istnieja punkty szczeg6lne wielokrotne
T, U, V na kole (R), tudziez T1, Ul, VI na kole (rl) > (R), a przy
uzyciu drog przystajacych do s odpowiadajg im na (r) punkty (T', U, V"),
(T'1, UL, V'1) w takiem utozeniu jak wskazuje fig. 6, to mamy :

albo

W pierwszem réwnaniu posiada u, w drugiem v, na lukach ca-
tek wartosci, otrzymane na tych tukach przeprowadzeniem tych funkcyj
z punktu x0 po drogach przystajgcych do so. Kiedy wprowadzamy
funkcye v, to obojetnem jest, czy owale Ot ... obejmujg w sobie
punkt X0, czy nie.

Aby pokaza¢ rzecz chocby na najprostszym przyktadzie, wezmy
funkcya u=f(x) = o0 jednym punkcie szczegélnym T=1. Jej

elementem w otoczeniu punktu x=0 jest

gdzie pg majg znaczenie okreslone réwnaniem (18). Do szeregu P (X)
nalezy:

Dla | x| < 7, ma ta granica warto$¢ = 7, jak by¢ powinno; za$
dla | x| > 7 ma ona da¢ przeprowadzenie Q (&r D8 Aby wiec

obliczy¢, tworzymy
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a wtedy mamy:

Kladac x =1 gdzie h=TT'— (fig. 7)— mamy w owalu
ot koto, ktorego srodek lezy
w punkcie 7' i ktére przechodzi
przez punkt T' przeciecia sie
drogi st z kolem (r). Potézmy
dalef NATT, = g, to miec
bedziemy :

Gdy h<1, to druga catka ma wartos¢ zera, albowiem ot nie
obejmuje wtedy punktu x0 = 0.
Mamy wiec wtedy:

ostatecznie za$

Lecz wiemy z poprzedniej teoryi, ze w takich obliczeniach obo-
jetng jest rzeczg, czy owal ot obejmuje punkt x0 = O, czy tez nie. Dla
tego wypadek (22) ma wazno$¢ i w przypadku h = 1. Widzimy przy-
tem, ze — kladac—x = 1 +heyi—granica
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8. 23. Wzmianka o najwiekszej bezwzglednej wartosci funkcyi
na okregu kola (r) >(R).

Utwdrzmy wreszcie iloraz , a do niego nalezace wyra-

zenie Q(&r), oznaczmy przez Q(&r)v,) , tedy to ostatnie wyrazenie
zupetnie analogicznie przedstawi¢c mozna catkami tak, jak Q (¢r), sa-

mego szeregu. A jezli najwieksza z bezwzglednych wartosci [/(r)J,
7)1, [f(X) ] funkcyi/(xj na lukach T U\ U'" V' V' U' jest g, to
mamy

W razie r < R dostajemy tutaj

a wiec zwigzek znany z teoryi szeregéw potegowych.
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