O rozwigzaniu kongruencyi

Przez

S IDDicksteina.

(Rzecz przedstawiona na posiedzeniu Wydziatu mat.-przyr. w d. 7 listopada 1892 r.;
referent czt. Karlinski).

W rozprawie ,Zasady teoryi liczb Wronskiego" 1) podatem me-
tode rozwigzywania kongruencyi

Wartosci niewiadomych przedstawia Wronski za pomocg wzorow;

a warunek rozwigzalnosci kongruencyi (1) pod postacig

lub:

1) Rozprawy Wydziatu mat.-przyr. T. XXIV, str. 91.
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156 S. DICKSTEIN.

Przypominamy, ze 1kk!! = 1.2.3.. k-, funkcya alcf

jest licznikiem przedostatniego z reduktéw, jakie

otrzymujemy, zamieniajgc utamek - na ciggly; liczba catkowita k

jest rodzajem, liczba catkowita h gatunkiem kongruencyi; z, j s3
liczby catkowite dowolne.

Warunek .4) nalezy rozumie¢ w ten sposob, ze, jezeli mozna zna-
lez¢ wartos¢ catkowitg liczby A/, ktéra przy danych wartosciach mo-
dutlu M i reszty a, spetnia ten warunek, to rozwigzania kongruencyi (1)
przedstawiajg wzory (2) i (3).

Naprzyktad dla kongruencyi ')

warunek (4) bedzie kongruencya
Dla k = 2 jest a poniewaz istotnie

poniewaz dalej;

rozwiazania przeto ogélne kongruencyi danej sa

Jezeli niema liczby catkowitej k, czynigcej zados$¢, przy da-
nych a i warunkowi (4), to, wedlug Wronskiego, kongruencya jest
wtedy nierozwiazalna. Sciéle wprawdzie rzecz biorac, wolno tylko twier-
dzi¢, ze kongruencya (1) nie jest wtedy rozwigzalng pod postacig wzo-
réow (2) i (3) 2. Niespetnianie sie bowiem warunku (4) przy zadnej war-
tosci catkowitej liczby k nie usuwa wcale mozliwosci rozwigzan pod
inng postacig, co wiasnie postaramy sie okaza¢ w niniejszym artykule.

Zawdzigczam p. G. Vivantiemu to ¥postrzezenie ze mimo, iz
warunkowi (4) nie staje sie zado$¢, kongruencya (1) moze by¢ rozwig-

1) Przyktad wziety z AVrotiskiego : Reforme des Mathematiques str. 145.

2) W ten sposéb nalezatoby zmieni¢ ostatnie zdanie Nr. 9 w ,Zasadach teoryi
liczb Wronskiego™. 1. c. str. 95.

') Zakomunikowane w liscie prywatnym.
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zalng. Jako przyktad podaje p. Vivanti kongruencye

Z warunku (4), oznaczajac w nim dla krotkosci €7 ,,)f przez z,
otrzymuje p. Vivanti

lub, co na jedno wychodzi,

Poniewaz liczba 8 nie jest resztg kwadratowg wzgledem modutu 75,
niema przeto liczby catkowitej X, czynigcej zado$¢ tej kongruencyi,
a zatem i niema liczby catkowitej I-, spetniajgcej warunek (4); gdy
tymczasem, jak to tatwo sprawdzi¢, kongruencyi 22y 3= 0 (mod 15)
czynig zado$¢ uktady wartosci:

W odpowiedzi przestanej p. Vivanti emu zauwazytem, ze gdy w kon-
gruencyi warunkowej potozymy nie {lk'")s, lecz 412 =", to dla
jego przyktadu bedzie

a ta kongruencya sprawdza sie dla wartosci x =2 i x = 7 (mod 15).
Jezeli we wzorach (2) i (3) napiszemy w miejsce (741 1)2 liczbe 2 lub 7,
a liczbe catkowita k w wyktadnikach wyrazu — 1 pozostawimy nie-
oznaczong, to znajdziemy rozwigzania kongruencyi zs— 2y3= 0 !mod 15)
pod postacig ogdélng

lub pod postacig

Mozna sprawdzi¢ bezposrednio, ze tak jeden jak i drugi z tych ukia-
doéw czyni zados¢ kongruencyi; dla szczeg6lnych za$ wartosci liczb k
i h otrzymujemy ukfady szczegblne. Tak n. p. z pierwszego ukifadu
dla h =8, k=1 bedzie:

sg to rozwigzania podane przez p. Vivanti,ego.
Juz z tego przyktadu widaé, ze we wzorach (2) i (3) wyraz po-
staci specyalnej (1417)2 zastgpi¢ nalezy wyrazem ogoélniejszym. W samej
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rzeczy, zastgpmy w tych wzorach (7'l ,)2 liczba catkowitg K wzglednie
pierwszg z modutem 3/, czynigcg zado$¢ kongruencyi warunkowej

i napiszmy rozwiazania kongruencyi (1) pod postacig

Przedewszystkiem sprawdzimy, ze wyrazenia (2) i (3') przy wa-
runku (4') zamieniajg istotnie kongruencye dang na tozsamos$¢. Z (2')
i (3) mamy bezposrednio (opuszczajac wyrazy podziclne przez M) :

dla skrécenia piszemy X zamiast

Stad:

Lecz na podstawie warunku (4') jest

wedtug za$ okreslenia funkcyi X i znanej wiasnosci utamkoéw ciggtych
jest:

gdzie Q oznacza mianownik reduktu, ktérego X jest licznikiem. Z ostat-
niej rownosci wynika kongruencya

lub
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Z drugiej strony z warunku (4'L mamy:

Odejmujac od siebie dwie ostatnie kongruencye i zwaZajac, ze
liczba K jest pierwsza wzgledem M, znajdziemy

lym samym sposobem dowies¢ mozna, ze wszystkie wspotczyn-
niki rozwiazania (5) sa = 0 (mod J/).

W yrazenia (2 ) i (31) sa wiec w kazdym razie formalnemi rozwiaza
niami kongruencyi (1) bez wizgledu na to. czy przez li rozumiemy liczbe
catkowita czy symbol, okres$lony za pomocg warunku (4,). Jezeli liczba
catkowita A istnieje, to (2" i (3") dajg nam rozwigzania istotne w licz-
bach catkowitych.

Wywaod tych wzoréw ogdlniejszych od wzoréw Wronskiego jest
prosty. Dos$¢ bowiem we wzorze (12), podanym w Nr. 7 poprzednigj
pracyl) zatozy¢ y — hK % (- 7)t+,, aby stad, gdy K jest liczbg
pierwszg wzgledem J/, otrzymac kongruencye warunkowg (4'). Wartos¢
za$ na niewiadomg X otrzymujemy bezposrednio ze wzoru (9) Nr. 7
wspomnianej rozprawy -)e

Juz w tej poprzedniej pracy naszej, mianowicie we wywodzie
trzech wzoréw teleologicznych (Nr. 7) 3), wprowadziliSmy4) liczhe K
ogOlniejsza od przyjetej przez Wronskiego liczby (7k"1)2, ale w trakto-
waniu specyalnych zagadnien poszliSmy za Wronskim.

Z przedstawienia niniejszego wnies¢ mozna, jak sadzimy, ze me-
tody Wronskiego wymagajag modyfikacyi we wskazanym kierunku. Juz
samo pojecie rodzaju kongruencyi stosowac sie daje tylko do tych
przypadkéw, w ktorych posta¢ szczegétowa (k"1)2 jest wystarczajacab).

1) Rozprawy Wydz, mat-przyr. T. XXIV, str. 90.
) Tamze, str. 89 i ,,Sprostowania".
') Tamze, str. 88 i ,,Sprostowania”.
') Uczynit to przed nami Hanegraef w rozprawie: ,,Note sur equation de con-
gruence <«m = r (mod Paryz, 1860". Rozwaza on wszakze tylko przypadek, kiedy
modut jest liczbg pierwsz™M

) Zwrécimy tu zaflLu Kkii> uwage na to, ze zaktadajgc w kongruencyi (1)
z— Xy, sprowadzamy jg cRgruencyi rm = a (mod . ktorg rozwigzawszy, znaj-
dziemy wartoséci dla y i z, czynigce zado$¢ kongruencyi danej. Ta posta¢ rozwigzan jest
mniej ogdlna od podanej w tekscie. bo tu warto$¢ z jest zawsze wielokrotnoscia war-
Kfisci . v
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