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1 Wprowadzenie 

Kolej obsługuje sporą część transportu osobowego (w Polsce około 10%) i towa­
rowego (w Polsce ponad 30%) , zużywając w tym celu znaczną ilość energii. W 
odróżnieniu od wielu innych środków transportu, transport kolejowy pozwala na 
oszczędności energii związane ze sposobem jazdy, ze względu na wydzielone trak­
cje z bezkolizyjnym ruchem, gdy są zachowane rozkłady jazdy. Oszczędność energii 
ma nie tylko wymiar ekonomiczny, ale także powoduje zmniejszenie emisji gazów 
cieplarnianych i innych zanieczyszczeń atmosfery, a więc ma także wymiar ekolo­
giczny. 

Pierwsze prace dotyczące optymalizacji profilu prędkości jazdy pojawiły się 
w Japonii w latach 60-tych ubiegłego wieku [17]. Istotny postęp w analizie tego 
problemu wprowadziła praca [5]. Jednak zdecydowany rozwój badań dotyczących 
sterowania jazdą pociągu nastąpił dopiero w XXI w. Wczesne intensywne bada­
nia na przełomie wieków prowadzono w Australii j30, 15, 13 ,_ 14, 9], ale główny 
wysyp prac nastąpił dopiero po 2010 r. Część tych prac przedstawiono w wykazie 
literatury tego opracowania, można je także znaleźć w wykazach literatury arty­
kułów przeglądowych [2 , 3, 33] . W Europie powstał w tym czasie projekt [26], w 
ramach którego jest możliwość wymiany doświadczeń i współpracy w rozwijaniu 
tej tematyki. 

Większość prac kontynuuje metody rozwiązania przedstawione w najwcześniej­
szych pracach i opiera optymalizację na zasadzie maksimum Pontriagina [29] . Trud­
ności w jej zastosowaniu wynikają z występowania ograniczeń na jeden ze stanów 
- prędkość - i zależnych od innego stanu - drogi, a także zmienności równania 
w zależności od drogi, co wynika z różnych oporów zależnych od różnicy wznie­
sień , zakrętów , czy oporów powietrza, na przykład w tunelach. Stosując zasadę 
maksimum Pontriagina można stosunkowo łatwo uzyskać ogólną charakteryzację 
optymalnych fragmentów przejazdów, jednak duży kłopot sprawia wyznaczenie 
czasów przełączeń między tymi fragmentami. Z tego powodu pojawiły się prace, w 
których do optymalizacji używa się metod heurystycznych. Innym kierunkiem jest 
modyfikacja rozkładu jazdy w celu zmniejszenia wydatku energii, a także układanie 
regionalnych rozkładów jazdy i zarządzanie w takich regionach ruchem pociągów 
pod kątem oszczędności energii, patrz [33]. 

W tym opracowaniu zajmujemy się najprostszym zagadnieniem wyznaczania 
optymalnych profili jazdy. Jednak celem jest opracowanie takich profili dla tras ru­
chu lokalnego w terenie polodowcowym, charakteryzującym się licznymi zmianami 
nachylenia trasy. Łącznie z licznymi zmianami ograniczeń na prędkość powoduje 
to, że kłopotliwe wyznaczanie punktów przełączeń jest w takim przypadku liczne. 

Metody rozpatrywane w opracowaniu są oparte na zasadzie maksimum Pon­
triagina, jednak zaproponowano tu liczne uproszczenia powodujące przyspieszenie 
obliczeń. Podstawowym z nich jest użycie analitycznych rozwiązań równań ruchu 
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zamiast przyjętych ogólnie rozwiązań numerycznych. Głównym rozwiązywanym w 
opracowaniu przypadkiem są liniowe równania ruchu powstałe przez przyj ęcie li­
niowej zależności oporu powietrza od prędkości względnej pociągu. Jednak podano 
także rozwiązania analityczne równań nieliniowych, które można będzie rozpatrzyć 
w dalszych badaniach. 

Innym pomysłem rozważanym w tym opracowaniu jest podział trasy między 
przystankami na odcinki o stałych ograniczeniach prędkości oraz stałym równaniu 
ruchu. Rozwiązania optymalne dla takich odcinków sprowadzają się do kilku typów 
przejazdów. Sklasyfikowano te typy przejazdów, przedstawiono sposoby wyznacza­
nia w nich chwil przełączeń między fragmentami o stałych wymuszeniach oraz po­
dano algorytm wyboru typu przejazdu przy zadanych początkowych i końcowych 
czasach przejazdu oraz prędkościach w tych chwilach. Okazało się przy tym, że dla 
dokładnych wzorów występowały trudności numeryczne w wyznaczaniu rozwiązań 
układów równań nieliniowych. Opracowano przybliżenia wzorów sprowadzajace 
równania do równań kwadratowych , których rozwiązan ie nie nastręcza trudności, 
a jednocześnie jest wystarczająco dokładne. 

W tym opracowaniu nie rozważono natomiast metod połączenia przejazdów na 
odcinkach w optymalny przejazd na całej trasie między przystankami, poza ogól­
nym zarysowaniem możliwych metod postępowania. Rozwiązanie tego zagadnienia 
będzie tematem dalszych prac. 

W opracowaniu nie podano także przykładów numerycznych wyznaczania roz­
wiązań. Będzie to tematem oddzielnego opracowania. 
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2 Uproszczony model pociągu 

Uproszczony model pociągu jest oparty na równaniach ruchu obiektu o masie ]\I[ 

znajdującego się na równi pochyłej i będącego pod wpływem dodatkowych sił. 

Równanie ruchu wynika z drugiej za.sady Newtona 

Ma(t) = F(t) 

gdzie a jest przyśpieszeniem w kierunku ruchu, F jest wypadkową silą działająca w 
kierunku ruchu, a t jest cza.sem. W powyższym modelu wszystkie zmienne są ska­
larami. Wygodniej będzie jednak posłużyć się równaniem nieco przekształconym , 

w którym występuje zmienna mierzona 

Mdv(t) = F(t) 
dt 

gdzie v jest prędkością, a także dodatkowo 

ds(t) = v(t) 
dt 

gdzie s jest drogą przebytą przez pociąg. 
Na wypadkową siłę składają się: siła napędu silnika (siła pociągowa) f('u(t)), 

gdzie ·u jest wielkością sterującą, na którą ma wpływ maszynista pociągu; składowa 
siły ciążenia działająca w kierunku ruchu; siła tarcia T oraz siła oporu powietrza 
zależna od różnicy prędkości pociągu i odpowiedniej składowej szybkości wiatru 
w. Uwzględnienie tych składowych prowadzi do równania 

dv(t) 
M - d- = J(u(t)) + gM sin a - T(a) - p(v(t) - w(t)) 

t 

gdzie przyjęto, że siła oporu powietrza jest liniowo zależna od różnicy prędkości 
v - w , zaś a jest kątem nachylenia toru względem poziomu, przy czym za dodatni 
uważa się kąt przy spadku torów, a za ujemny przy ich wznoszeniu, patrz rys. 1. 
Tarcie jest proporcjonalne do składowej siły ciążenie prostopadłej do torów, więc 
T(a) = µrgM cosa, gdzie µr jest współczynnikiem tarcia tocznego. Siła tarcia 
tocznego występuje tylko w trakcie ruchu (jest zerowa przy zerowej prędkości) i jest 
przeciwna do kierunku ruchu. W stanie bezruchu występuje tarcie statyczne, które 
wymaga przyłożenia dodatkowej siły, aby rozpocząć ruch. Efekt tarcia statycznego 
w tym opracowaniu pominiemy. Po przekształceniach otrzymujemy podstawowe 
dla dalszej analizy równanie ruchu pociągu 

dv(t) 
M - d- + pv(t) = h(t) + gM sin a - µrgM cosa+ pw(t) 

t 
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w którym zamiast wyrażenia J('u(t)) podstawiono zmienną h(t) , czyli silę napędu 
si lnika (s i lę pociągową), którą będziemy dalej traktować jako formalne sterowanie 
w modelu. W tym sensie, siła ta może przyjmować wartości ujemne przy hamo­
waniu. Równanie to jest rozpatrywane na skońconym odcinku drogi s0 :S: s :S: sK, 

przy czym zarówno s0 jak i SK są zadane. 

T(a), p(v(t) - w(t)) 

gM sina 

Rysunek 1: Graficzne przedstawienie modelu oraz użytych oznaczeń. 

Równanie (1) jest uproszczone. Dokładniejsza zależność oporu powietrza ma 
charakter kwadratowy. Także uwzględnienie innych oporów, jak opory wynika­
jace z jazdy na zakręcie czy przejazdu przez tunel, prowadzą do dodatkowego 
skomplikowania równania ruchu pociągu. W:yprowadzenie niektórych zależności 
jest przedstawione w dodatku. Uzyskano w nim ogólny wzór na siły oporu jako 
funkcji kwadratowej względem prędkości 

-Av2 (t) + Bv(t) + C 

które jest często przytaczane w literaturze. W dalszych rozważaniach będziemy 
często stosować ogólny zapis równania 

dv(t) = h(t) + K(v(t)) + R 
dt M 

(2) 

w którym opory ruchu podzielono na te, które zależą od prędkości v(t) , oraz na 
te, które od prędkosci nie zależą. W tym podziale pewien kłopot może sprawiać 
klasyfikacja wpływu wiatru. Na przykład w równaniu (1) możemy przyjąć podział 

lub 

p 
K(v(t)) = - M [v(t) - w(t)] R = gsina - µrgcosa 

p 
K(v(t)) = - Mv(t) R = gsina - µrgcosa + pv(t) 
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W praktyce nie jesteśmy w stanie uwzględniać chwilowych prędkości wiatru. lV[o­
żemy więc albo korygować w równaniu prędkość pociagu o pewne oszacowanie 
prędkości wiatru , albo przyjąć, na przykład, stałą prędkość wiatru i uwzględniać 
ją w oporach w członie K. Dla liniowego równania oba sposoby klasyfikacji wiatru 
są równoważne, ale dla równań nieliniowych nie musi tak być. W dalszej części 

będziemy jednak głównie bazować na równaniu liniowym. 
W rozpatrywanym problemie występują ograniczenia na sterowanie oraz na 

prędkość 

hmin :::; h(t) :::; hmax 

O:::; v(t) :::; Vmax(s) 

przy czym sterowanie u(t) może być dyskretne (czyli może przyjmować tylko skoń­
czoną liczbę wartości), a Umin jest ujemne, co odpowiada ujemnej sile, czyli hamo­
waniu pociągu. Ograniczenie na prędkość zależy od położenia pociągu na trasie 
ruchu ( drogi s) i ma charakter funkcji odcinkami stałej wzdłuż drogi. Także kąt 
a jest odcinkami stały wzdłuż drogi, czyli pionowy wykres torów jest linią ła­

maną, patrz rys. 2. Dodatkowo, w zadaniu występują ograniczenia na brzegach 
rozpatrywanego odcinka drogi, między kolejnymi przystankami 

v(so) = O dla t0 = O 

v(sK) = O dla tK = T 

w których czas końcowy T jest znany (wynika z rozkładu jazdy). 
Zadanie polega na wyznaczeniu optymalnego sterowania (a tym samym opty­

malnej prędkości) , dla której jest minimalizowana energia E zużyta na przejazd 
rozpatrywanego odcinka, czyli wskaźnik jakości 

E = .lT P(u(t), v(t))dt 

gdzie P jest mocą silnika zależną od wielkości sterującej u. Ze względu na fizyczną 
interpretację, funkcja P(u) jest nieujemna dla u 2 O. Jednak dla ujemnych ste­
rowań energia może być odzyskiwana, na przykład w napędach elektrycznych, i 
wtedy wartość P może być formalnie ujemna. 

Moc jest zadana wzorem P(u, v) = dL/dt = h(t)ds/dt = h(t)v(t), skąd wskaź­
nik jakości przyjmie postać 

E = .lT h(t)v(t)dt 
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Rysunek 2: Przykładowy podział odcinka jazdy na pododcinki . 

Sterowanie optymalne na pododcinkach. Z powodu przedziałowego charak­
teru ograniczeń oraz nachyleń toru, zadanie to jest wygodnie podzielić na odcinki 
drogi o stałych wartościach ograniczeń i stałych nachyleniach toru na każdym od­
cinku (s1.:- i, sk), k = l, .. . , K. W rezultacie na najniższym poziomie, dla każdego 
k = l , ... , K należy rozwiązać podzadanie optymalizacji dynamicznej 

1t k 

Jk = m}n { h = h(t)v(t)dt} 
tk - 1 

(3) 

przy ustalonych wartościach tk-l , vk- l = v(tk_1), tk, vk = v(tk) powiązanych z 
końcami odcinka sk- l i sk oraz przy następujących warunkach dla tk- l ::; t ::; tk 

dv(t) 
M-d- + pv(t) = h(t) + gMsinak- i -T(ak-i) + pw(t) 

t 

O::; v(t) ::; v~a.x gdzie 

v(tk- 1)1s,_1 = Vk-1 , 

V~a,;. = Vmax(s) 

v(tk)ls, = Vk 

dla sk-1 ::; s ::; sk 

(vo = O,vK = O) 

zaś ak- l jest kątem nachylenia toru na odcinku (tk- l , tk)­
Rozwiązanie będzie funkcją ustalonych wartości brzegowych, czyli 

(4) 

Koordynacja prędkości. W warstwie wyższej (poziom koordynacyjny) należy 
teraz rozwiązać zadanie optymalizacji 

K 

min L Jk(tk - l , vk-l, tk , vk) 
k= l 
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przy ograniczeniach na równość tk i vk na brzegach odcinków oraz dodatkowym 
warunku 

tg = T 

Przy ustalonych wartościach vk, k = O, ... , K minimalizację (5) można spro­
wadzić do zadania dyskretnego w czasie sterowania optymalnego. Mianowicie, dla 
ustalonych vk możemy zapisać rekurencyjną zależność 

(6) 

z t 0 = O i tI< = T, gdzie L,.k- l = tk - tk - l· Jeżeli teraz zapiszemy wskaźnik jakości 
(5) w postaci 

k = 1, ... ,K (7) 

to uzyskujemy zadanie sterowania optymalnego z czasem dyskretnym, w którym tk 

jest stanem, a L,.k sterowaniem. Zadanie to można rozwiązać za pomocą programo­
wania dynamicznego, dyskretnej zasady maksimum (jeżeli jest spełniony warunek 
kierunkowej wypukłości zbioru rozwiązań dopuszczalnych), lub po prostu metodą 
optymalizacji nieliniowej. 

W ten sposób warstwę tę można podzielić na dwie podwarstwy. W warstwie niż­
szej następuje koordynacja czasów tk przy ustalonych prędkościach Vk, a warstwie 
wyższej koordynacja prędkości. Rozłożenie zadania na dwa podzadania powoduje 
dwukrotną redukcję liczby optymalizowanych zmiennych w każdym podzadaniu, 
kosztem konieczności rozwiązywania dwóch zadań zamiast jednego. 

p 
r 
e 
d 
k 
o 
s 
C 

Rysunek 3: Idea zastosowania programowania dynamicznego. 
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Ideę zastosowania programowania dynamicznego przedstawia rys. 3. Rozpo­
czynamy w nim proces optymalizacji od ostatniego odcinka drogi (sK - l , sK)- Przy 
każdej założonej dopuszczalnej prędkości VK - l wyznaczamy sterowanie optymalne 
L.K-l, tak aby sprowadzić pociąg do prędkości VK = O w chwili tK = T, czyli 
rozwiązujemy zadanie (6) - (7) dla k = K. Zbiór wartości L.K- l, dla których 
rozwiązanie istnieje, oznaczamy przez TK- l· 

Przesuwamy się następnie o jeden odcinek drogi wcześniej, do punktu SK- 2 , i 
poszukujemy rozwiazania optymalnego do ko11ea drogi, dla każdej dopuszczalnej 
wartości tK - 2, przy ustalonym VK - 2, czyli poszukujemy 

Ponieważ jednak znamy rozwiązania J K dla każdego tK _ 1 , to wystarczy teraz tylko 
wyznaczyć JK- l dla każdego tK - l i znaleźć najmniejszą wartość sumy. To postępo­
wanie należy wykonać dla każdego tK- 2 , ale za każdym razem mamy już wcześniej 
policzone wartości J K , więc nie musimy ich za każdym razem obliczać . I tu także 
nie dla wszystkich wartości tK_ 2 musi istnieć rozwiązanie. 

Dalej przechodzimy znów o jeden odcinek drogi wcześniej i powtarzamy postę­
powanie znając optymalne rozwiązania od jego końca do końca drogi. Po dojściu 
do t0 otrzymujemy rozwiązanie optymalne. 

Metoda optymalizacji będzie zależała. od tego, ja.kie właściwości będą miały 
funkcj e Jk o argumentach tk - l i tk. W najgorszym przypadku rozwiązanie będzie 
wymagało dyskretyzacji zbiorów Tk. 

Koordynacja prędkości. Wydaje się, że koordynacja prędkości wymagałaby 
zastosowania metod optymalizacji statycznej , w której należy wybrać v0 , ... , VK - l 

dające optymalne rozwiązanie. Jednak końcowy wybór metody będzie zależał od 
tego , jak dalece uda się rozwiązać analityczn ie optymalizacje na niższych war­
stwach, a przynajmniej czy rozwiązanie jest różniczkowalne lub chociaż lipschit­
zowskie względem tych czasów. Jeżeli nie, te może być potrzebna optymalizacja 
heurystyczna. 

Końcowy program optymalizacyjny będzie w rezultacie miał charakter modu­
łowy i będzie się składał z warstw przedstawionych na rys. 4. Rozwiązanie zadania 
będzie się odbywała przez iteracyjną zmianę prędkości v0 , .. . , VK - I w warstwie 
najwyższej , co będzie wywoływało konieczność rozwiązywania cząstkowych za.dań 
optymalizacyjnych na niższych warstwach. 

Uwagi dodatkowe. Pionowy profil trasy (nachylenia torów) będą musiały być 
przez nas aproksymowane na podstawie danych z pomiarów wysokości toru. Także 
funkcja f(u) będzie prawdopodobnie wymagała aproksymacji danych , zapewne 
zapisanych w tablicach. Jeżeli chodzi o tarcie, to liczę na. zamodelowanie tego 
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Podział drogi na odcinki 

Iteracyjnydobórczasówt1 , .. , tK -1 

Optymalny dobór prędkości v1 •.• , "VK - 1 metodą programowania dynamicznego 

Optymalne rozwiązanie ruchów na odcinkach drogi dla podanych czasów i prędkości 

Rysunek 4: Struktura programu optymalizacji numerycznej. 

przez Andrzeja. Na to samo liczę przy określeniu stałej oporu powietrza. Spory 
kłopot jest z szybkością wiatru i być może pozostawimy tę kwestię na późniejszy 
etap prac. To samo dotyczy określenia masy pociągu, w którego skład wchodzi 
ładunek lub liczba przewożonych osób, czego do końca nie da się ustalić. 

Jak z tego widać, zarysowane powyżej zadanie jest piewszym etapem całości 
zagadnienia. Przede wszystkim, będzie potrzebna pewnie analiza wrażliwości roz­
wiązania względem parametrów i ewentualne wyciągnięcie z tego wniosków. Po 
drugie, możliwe są pomiary położenia pociągu w czasie jazdy, co umożliwia ko­
rektę rozwiązania, gdy położenia nie zgadzają się z wyliczonymi teoretycznie ( dla 
małych odchyle1i). Dalszy problem, to rozwiązanie przypadków dużych opóźnień 
spowodowanych niespodziewanymi kłopotami technicznymi lub innymi. Nie jest 
wykluczone, że pojawią się też inne wyzwania. 

Jeżeli chodzi o harmonogram prac, to powinniśmy rozwiązać podstawowe zada­
nie mniej więcej do końca czerwca - początku lipca, tak aby przeprowadzić próbę 
jazdy w terenie w lipcu. Zleceniodawcy bardzo zależy na uzyskaniu wstępnych 
wyników w lipcu, ze względu na pewne rozliczenia z jego strony w końcu lipca. 
Harmonogram dalszych prac ustalimy po uzyskaniu wtępnych wyników. 
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A Załącznik 

A.1 Rozwiązanie nieliniowego równania ruchu dla zakresu 
stałej mocy 

Mnożąc obie strony przez v otrzymujemy 

dv(t) ( p 2 
v(t) ----;Jt = M - Mv (t) + Rk- !'u(t) 

Podstawiając mową zmienną 

a następnie 

w(t) = v(t)e-f!Tt 

T = !!._t 
M 

doprowadzamy do równania 

( )dw(T) ( 2r ( )MRk-1 r w T -- = - e + w T ---e 
dT p p 

(133) 

(134) 

Jest to pewna forma równania Abela drugiego rodzaju, którą można sprowadzić 
do równania liniowego ze zmiennymi współczynnikami po podstawieniach 

T = In( w = 'U( 

Mamy bowiem 

dw = d('UO = d'U(+'UdĘ = d'UĘ+'UdĘd'U = d'U(Ę+'UdĘ) 
dT dT dT dT dT d·u dT dT d'U 

Ponieważ jednak 
dT dT dĘ 1 d( 
d'U dĘ d'U Ę d'U 

więc 
d·u 1 ( 

dT dr !!!.. 
du du 

W rezultacie , po podstawieniu do (134) otrzymujemy 

Ę d( 1 2 
'U(!!!.. (( + 'U-) = - (( + 'U.M Rk- 1)Ę 

du d'U p 

skąd dochodzimy do końcowego równania liniowego 

( 2 M Rk- 1 () dĘ 
-'U + 'U--- + - - = 'UĘ 

P P d'U 
(135) 
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Ponieważ jest to równanie o zmiennych rozdzielonych, więc rozwiązanie uzyskamy 
obli czaj ąc poniższe całki 

i d~ J udu 
T = -'U2 + 'UMRk - 1 + f 

p p 

Całka po lewej stronie jest równa 

J ~~ = ln ~ 

Trudniejszą całkę po prawej stronie możemy sprowadzić do sumy dwóch całek 

J udu 1 / (-2u + ~)du MRk-l J du 
-u2 + u AIRk- 1 + f = - 2 - u2 + u MRk - 1 + f +~ -u2 + u MR,._ 1 + f 

p p p p p p 

Pierwszą całke po prawej stronie łatwo obliczymy po podstawieniu nowej zmiennej 
równej mianownikowi wyrażenia podcałkowego uzyskuj ąc 

11(-2u+M~k- t)d'u 1 2 MRk- l ( 
- - -------,-,-,,,--- = - - ln(-u +u-- + - ) 

2 -u2 + U MRk - 1 + f 2 p p 
p p 

Aby obliczyć drugą całkę po prawej stronie obliczymy wyznacznik mianownika 

I'::. = M2 RL1 + 4f = M2 RL1 + 4p( > o 
p2 p p2 

Po rozkładzie na ułamki proste dochodzimy do rozwiązania 

j . du p 2pu- MRk-1 + ✓M2RL1 + 4p( 
MR = ----;====== ln --------====== 

-u2 + u~ + ~ ✓ M 2 RL1 + 4p( 2pu - M Rk- J - ✓ M 2 RL1 + 4p( 

W rezultacie pierwotna całka po prawej stronie jest równa 

ln ( C 
2pu - M Rk- 1 + ✓ M2 RL1 + 4p( JM2Ri _1 +•r( ✓ M Rk-1 ( ) 

/ -u2 +'u---+-
2pu- MRk- 1 - ✓M2RL1 + 4p( P P 

gdzie C jest stalą całkowania, skąd otrzymujemy końcowe rozwiązanie ogólne 

2 MRk- 1 ( 
- u + u---+-

p p 

(136) 
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które daje nam zależność ffu). Do wyznaczenia stałej C jest potrzebny dodatkowy 
warunek. Uzyskamy go z warunku początkowego poczatkowego równania. Otóż 
śledząc kolejne podstawienia. dostajemy 

skąd dostajemy 

Podstawiając te wielkości do rozwiązania (136) dochodzimy do zależności 

2pv(tv1 )-MRk -1 + yM2RL 1 + 4p( JM 2RL 1 +4p( 

_J>_ 2pv(lv1)- MRk - J- · fM 2 RL 1 +4p( 
eAt tv, = C --'------;::::====v=======--

✓-v2(tv,) +v(tv,)M~•- i + ~ 

z której wyznaczamy C 

2pv(tv1 )- MRk -1 + JM2 R L 1 + 4p( J M2 Ri_ 1 +4p( 

2pv(tv1 )-MRk-1 - JM2 RL1 + 4p( 

Po podstawieniu C do równania (136) dostajemy rozwiązanie szczególne naszego 
równania 

~ = 

2pu-MR•-1+JM2 RL1 + 4p( 

2pv(lv1 )- M Rk - 1 + J M 2 RL 1 + 4p( 

2pu-MRk-1 - yM2 RL1 +4p( 

2pv(tv1 )-MR•-1- JM2 R t_, +4p( 

I 
-u2 + UMRk - 1 + ~ 

------~P_,.,~~p--,- e-/!Jtv1 

-v2(t ) + v(t ) MRk - 1 + ~ 
v1 v1 p p 

(137) 
Aby powrócić do początkowych zmiennych, z zależności 

T = ln~(u) 

powinniśmy wyznaczyć funkcję odwrotną u(r), co następnie pozwoliłoby znaleźć 

w(r) = u(r)~(r) = u(r)eT 

a.by dojść do końcowego wzoru 

p .E.. p 
v(t) = w(-t)e- Mt = ·u(-t) 

A! A! 
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Jednak kłopot polega na wyznaczeniu funkcji odwrotnej 'U(O, potrzebnej do 
uzyskania 'U(T). Do tego celu przyjmiemy pewną aproksymację. Otóż zauważmy, 

że po rozważeniu zakresu wartości parametrów możemy przyjąć 

4p( 
1 + M2R2 

k- 1 

~1 

Wtedy zależność ((u) we wzorze (137) upraszcza się do 

( = 

co doprowadza do równania 

- v 2(tv1)+v(tv1) ~ + -' 
'U v (lv1 ) .E.. 

Ę2 == -----~---- e2Mtv1 
(pu - MRk - 1) (- u2+u~+ -' ) 

pv(tv1 )-MRk - 1 

czyli po przekształceniach do 

M 2 R~ 1 M R1c-1( 
P'U3 - 2MRk- 1U2 + ( - + P-()'U + --- = 0 

p p 

gdzie 

(pv(tvJ - MRk- 1)(-v2 (tv,) +v(tv,)MR._, + ~) 2 .E..( ) 
p = P P e- M t - tv1 

v(tvJ 

Jest to równanie algebraiczne trzeciego stopnia, które w zasadzie można rozwiązać 
analitycznie. 

Po standardowych podstawieniach sprowadzamy je do równania kanonicznego 

3 1 (M2 
RL1 ( P) · 2 MRk- 1 (2M2 

RL1 ( 2P) - o 'U - - --- + - U + ------- + + -
p 3p 3p2 9p 

i obliczamy wyróżnik 

1 ( M2 R2 ) 3 Mz R2 ( 2M2 R2. ) 2 6 = - -- k- 1 + ( - p + k- 1 k - 1 + ( + 2P 
27p3 3p 12p4 9p 

Typ rozwiązania i odpowiednie wzory na pierwiastki zależą od znaku wyróżnika. 
Jednak nie wygląda na to, aby można było łatwo ustalić ten znak. Dla dodatniego 
znaku jedyne rozwiązanie rzeczywiste wyraża się wzorem 

'U = 
MR 2M2 R2 

3 - ~ ( k- 1 + ( + 2P) + JL+ 
6p2 9p 
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- 3 ~ k-1 ;- 2P 1/S, l\"R ( 2M2 R2 ) 
6p2 9p + ', + + V Ll 

i na to, aby było ono dodatnie, musiałoby zachodzić 2M::L, + ( + 2P < O. Nato­
miast dla ujemnego wyróżnika dostajemy trzy pierwiastki rzeczywiste, z których 
trzeba wybrać pierwiastek dodatni. Jeżeli jest tylko jeden pierwiastek, to jest to 
rozwiązanie naszego zadania. Jeżeli pierwiastków dodatnich jest więcej , to po­
trzeba dodatkowe kryterium wyboru rozwiązania właściwego . Te trzy pierwiastki 
wyrażają się wzorami 

U1 = 2 
1 M2R2 cl> 
-( k - l + ;- - P) cos -
3p 3p " 3 

l(M2RL1 ;- P) c/>+21r - ----'--- +,, - cos---
3p 3p 3 

1 (M2RL1 ) c/>+41r - ---+(-P cos--
3p 3p 3 

gdzie 
_MRk-1 (2M2RL, + ;- + 2P) 

2p 9p '> 
cos cl> = ------;=========--

1... ( M2RL, + ;- - P)3 
3p 3p '> 

Jak widać, zależność u, czyli w od czasu t jest skomplikowana. Od czasu t zależy 
wykładniczo wartość P, która z kolei wchodzi bardzo nieliniowo do końcowego 
rozwiązania, niezależnie od tego, które z rozwiązań jest właściwe . 
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A.2 Model z uwzględnieniem jazdy po łuku 

Dla przypomnienia, równania ruchu dla zakresu stałej mocy ma następującą postać 

dv(t) ( 1 p 
-----;ft = M v(t) - Aiu(t) + Rk- 1 (138) 

z warunkiem początkowym 
v(tv1 ) = Vv1 

Równanie to teoretycznie można rozwiązać analitycznie. Jednak prowadzi to do 
bardzo skomplikowanych wzorów. Ich wyprowadzenie przedstawiono w załączniku. 

Powrócimy teraz do modelu (1) , jednak przyjmiemy w wyprowadzeniu oporów 
częściowo inne założenia. Otóż przyjmiemy, że zależność oporu od powietrza od 
prędkości jest kwadratowa, natomiast założymy, że nie ma wiatru. Dodatkowo, roz­
patrzymy opory przy jeździe pociągu po łuku toru. Zaczniemy od wyprowadzenia 
tej zależności. 

,- - -
I 
I 
I 
I 
I F[ 

Fo 
I 
I 
I 

I 
I 

-., 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

Rysunek 22: Siły w jeździe po luku. 

Obliczymy na początek siły działające na pociąg jadący po luku. Przyjmiemy, 
że pociąg jest jedną bryłą, co jest pewnym przybliżeniem, szczególnie dla skła­
dów wielowagonowych. Siła powodująca skręt pociągu jest tu wynikiem reakcji 
kół z torami, przez co na tor działa siła (siła odśrodkowa) równa F0 = M a0 , gdzie 
a0 = v2 / R jest przyśpieszeniem dośrodkowym , v jest prędkością pociągu, a R pro­
mieniem skrętu. Jednak tory są często budowane na zakrętach z nachyleniem w 
kierunku skrętu. Powoduje to , że siła odśrodkowa nie jest równoległa do płaszczy­
zny torów, gdyż jest pozioma - równoległa do płaszczyzny ziemi, patrz rys. 22. 
Po rozłożeniu tej siły na składową równoległą do poziomu torów Ff i składową 
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prostopadła do płaszczyzny torów F;1 otrzymamy zależności 

Ft = Fo cos/3 F;: = F0 sin /3 

Jednak na skutek pochylenia torów, pionową siła ciężkości Fe = Mg możemy 
rozłożyć także na dwie składowe działające w tych samych kierunkach, co składowe 
siły odśrodkowej 

Ff= Fcsin/3 

Ponieważ składowe równolegle do poziomu torów mają przeciwne zwroty, końcowe 
wypadkowe składowe, po wstawieniu wzorów na silę odśrodkową i siłę ciężkości, 
wyglądają następująco 

v2 
R = FP - FP = Mg(-cos/3- sin/3) 

p o C gR 
v2 

pn = F;: + P;, = Mg(-1 sin/3 + cos/3) 
gZ 

(139) 
Po pomnożeniu przez współczynnik tarcia związany z ruchem po luku µR otrzy­
mamy związaną z tym ruchem silę tarcia 

(140) 

Siła prostopadła do płaszczyzny torów jest za.ś związana z silą tarcia tocznego 

v2 
Tr = µrMg(gR sin/3 + cos/3) (141) 

które będzie jeszcze zależało od nachylenia torów w kierunku jazdy (będzie po­
mnożone przez cos a). 

W rezultacie równanie ruchu pociągu (po zaniechaniu wiatru) będzie wyglądało 
następująco 

dv(t) 
M-- = 

dt 
v2 v2 

= - pv2 (t)+h(t)+gM sin a-µrM g(gR sin (J+cos /3 ) cos a-µRM g(gR cos /3-sin /3) 

(142) 
Równanie to można zapisać następująco 

gdzie 

dv(t) = -Av2(t) + C 
dt 

A _ .E_ µr sin /3 cosa + µR cos /3 
- M+ R 

83 

(143) 



hW . . 
C = M + gsm a - µrg cos /3 cosa+ µH.gsm j3 

Jest to równanie różniczkowe Riccatiego. 
Jeżeli w podziale trasy przejazdu na odcinki uwzględnimy łuki założymy, jak 

poprzednio, że sterowanie ·u jest na każdym odcinku stale, to na każdym odcinku 
parametry A i C są stale. Można w takim przypadku łatwo zauważyć , że ma ono 
wtedy rozwiązanie szczególne stale na odcinku 

v0(t) = /?I (144) 

Istnieje wzór pozwalający wyznaczyć rozwiązanie ogólne równania Riccatiego, 
gdy jest znane jego rozwiązanie szczególne, patrz np. [28]. Jeżeli zapiszemy powyż­
szy typ równania w sposób ogólniejszy 

dv(t) 
~ = fz(t)v 2 (t) + .h(t)v(t) + fo(t) 

i znamy pewne rozwiązanie szczególne tego równania v 0(t) 
równanie ogólne ma postać 

(145) 

q;(t), to wzór na 

o <I>(t) 
v(t) = v (t) + D - f <1>(t)f2(t)dt (146) 

<I>(t) = efl2h(t)v0(t) + fi(t) ]dt 

gdzie D jest dowolną stalą. W naszym przypadku współczynniki f; oraz rozwiąza­
nie szczególne v 0(t) są stałe i przyjmują wartości 

fz(t) = -A fi(t) = o fo(t) = C v0 (t) = /?I 
wobec czego 

<I>(t) = e- f2A\0dt = e-2v'AC't 

i rozwiązanie ogólne równania (143) przyjmuje następującą postać 

e-2v'AC't 
v(t) = + --~~--

D _ ! fie -2./Act 2y c 
(147) 

Na odcinku k - 1 stalą D wyznaczymy z warunku początkowego v(tk- i) = vk- l· 
Dla podkreślenia, że rozpatrujemy rozwiązanie na tym odcinku, wszystkim stałym 
dodamy wskaźnik k - 1. Tak więc mamy 

e-2✓Ak - lck- ltk - l 
~1 = l+---~=~~===~­

D _ ! ~e-2✓ A1-- 1Ci- - 1t•-i 2y~ 
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skąd 

= !~ Vk - l + ~ e - 2JA,._ 1C,_ 1tk- 1 

2 ~k- 1 Vk - 1 - --
Ak - l 

Po podstawieniu wyznaczonej stałej do rozwiązania ogólnego, otrzymamy rozwią­
zanie szczególne spełniające warunek początkowy 

( 
2e- 2JA,-_ 1Ck- 1(t- t,- _ ,) ) 

Vk- l(t) = l+-----------
vk 1+ J c k- t 

- Ak- l _ e - 2JAk- lck- l(t- t,. _ ,) 

V1,;;-1-rn 

(148) 

co można też zapisać w bardziej symetrycznej formie 

(149) 

Ze wzrostem czasu rozwiązanie zbiega do rozwiązania szczególnego stałego (144). 
Jeżeli ta zbieżność jest szybka, to rozwiązanie takie jest dosyć wygodne w prak­
tycznej implementacji, gdyż po prostu można podać maszyniście, jaką prędkość 
ma utrzymywać na danym odcinku i ewentualnie po jakim czasie przejściowym. 

Na końcu przedziału, dla t = tk, zachodzi 

(150) 

W powyższych wzorach 

A _ !!_ µy sin f3k - 1 cos ak- l + µR cos f3k-l 
k - 1 - M + R 

k- 1 

ck- 1 = hk- 1 + g sin ak- 1 - µyg cos f3k - 1 cos ak- 1 + µRg sin f3k - 1 

Jeżeli odcinek jest prosty, to Rk- l = oo i /3 = O. Wtedy wzory na współczynniki 
Ak- 1 i ck- 1 przyjmują postać 

p 
Ak- 1 = -

M 
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Jak widać, wprowadzenie zależności oporów od kwadratu prędkości znacznie 
komplikuje rozwiązanie od strony techn icznej, gdyż prowadzi do bardziej skompli­
kowanych wzorów. Niemniej jednak idea sprowadzenia całego zadania do nielinio­
wej optymalizacji statycznej, w której należy wyznaczyć wartości hk- l i l:,k-l = 
tk - tk- l dla k = 1, ... , K, pozostaje aktualna. 

A.3 Równanie zależne od drogi 

Pochodną prędkości po czasie możemy łatwo zamienić na pochodną od drogi s 

korzystając z zależności 

dv(t) dv(s) ds dv( s) 
----;ft = ~ dt = ~v(s) 

Zamieniając zmienne w równaniu (143) i podstawiając powyżej wyprowadzoną 
zależność otrzymujemy 

v(s) dv(s) = -Av2 (s) + C 
ds 

Równanie to możemy zapisać następująco 

1 dv2 ( s) - A 2 ( ) C 
---- - - V S + 
2 ds 

skąd po podstawieniu v2(s) = z(s) otrzymujemy równanie liniowe 

! dz(s) = -Az(s) + C 
2 ds 

Równanie to ma rozwiązanie ogólne 

C 
z(s) = De-2As + -

A 

Z warunku początkowego z (sk- i) = vL1 uzyskujemy 

D = e2As._1 (v2 _ Q) 
k- ł A 

oraz rozwiązanie szczególne spełniaj ące ten warunek 

zk- l(s) = v%_ 1e - 2Ak-1(S-Sk-iJ + Ck- I (1- e - 2Ak-1(s-s,,_i) ) 

Ak-1 

a po uwzględnieniu podstawienia 

712 e-2Ak-1(s-sk- 1) + ck- l (1 - e-2Ak- 1(S-Sk-d) 
k - l Ak- 1 
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Na końcu odcinka równanie to przyjmuje wartość 

Może trochę nieoczekiwanie, równania te mają trochę prostszą forme niż w po­
przednim punkcie, a nieliniowość typu funkcji wymiernej jest zamieniona na nieli­
niowość typu pierwiastkowego. 

A.4 Dodatkowy stały wiatr. 

Przy wyprowadzeniu w poprzednim punkcie przyjęto jednak, że nie ma wiatru, 
co jest sporym uproszczeniem. Podstawowe rozumowanie można jednak rozszerzyć 
na przypadek, gdy wieje stały wiatr z prędkością w. Podobnie jak w równaniu 
liniowym, przyjmiemy, że kierunki ruchu pociągu i wiatru mają ten sam zwrot, 
wobec czego równanie ruchu pociągu przyjmuje postać 

dv(t) 2 
M- = - p(v - w) (t)+ 

dt 

'U2 'U2 

+h(t) + gM sin a-µTMg(-sin/3+cos/3) cosa-µnMg(- cos/3-sin/3) (153) 
gR gR 

Po rozwinięciu wyrazu kwadratowego uzyskamy teraz równanie 

gdzie 

dv(t) 
-- = -Av2 (t) + Bv(t) + C 

dt 

A _ ]!_ µT sin /3 cos a + µ R cos /3 
- M+ R 

B= 2pw 
M 

h(t) pw2 

C = M + gsina - µTgcos /3cosa + µngsin /3 - M 

(154) 

Współczynnik A jest tu dokładni e taki sam, jak poprzednio , natomiast w C poja­
wił się dodatkowy (ostatni) składnik. Pozostawimy jednak tę samą literę , aby nie 
mnożyć oznaczeń. 

Podobnie jek poprzednio, równanie (154) ma rozwiązanie szczególne stałe, które 
spełnia równanie kwadratowe 

- Av2 (t) + Bv(t) + C = O 
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Z dwóch możliwych rozwiązań tego równania 

B ✓ AC -(1 -1 +4-
2A B 2 

wybierzemy dodatnie (po prawej stronie) , czyli nasze rozwiązanie szczególne wy-
raża się wzorem 

B ~ 
vo(t) = 2A (1 + V 1 + 4132) (155) 

We wzorze (146) przyjmujemy teraz wielkości 

h(t) = -A fi(t) = B fo(t) = C 

i otrzymujemy 

oraz rozwiązanie ogólne 

Podstawiając warunek początkowy vk- l dla Tk- l obliczamy stalą D 

D = ~ ( 1 + 1 ) e - BJ1+41J,j_-tk - , 

B J1 + 4~? ~Vk - 1 - ½(l + J1 + 44&-) 

Po podstawieniu tak wyliczonej stałej do rozwiązania ogólnego otrzymujemy roz­
wiązanie szczególne spełniające warunek początkowy v(tk_1) = vk- l 

✓ Ak - l Ck - l ( - Bi- - 1 !+4 B t - ti- - 1) 

+-----------e ______ k_-_' ----------;,==;c===:;,==---) 
1 ( - Bk - 1 ✓1+4 Ak~~ck-1 (t-tk - d) 

A 1 A C + -----;=-s=====ss== 1 - e k- l 
~V _ l(l+✓l+4 k - 1 k - l) 1+4 Ak-.l C k - l 
Rk - 1 k - 1 2 B~-1 Bk - 1 

(156) 
przy czym 
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2pw 
Bk- 1 = M 

h(t) . . pw2 

Ck- 1 = M +gsmak- 1-µygcosf3k - 1COSO'.k-1+µRgsmf3k-l- ]\IJ 

Jeżeli w = O, to rozwiązanie to sprowadza się do rozwiązania (148). 
Na końcu odcinka prędkość jest równa 

✓ 11 k - lCk - 1 - Bk - 1 1+ 4 [3 6, _ , 

+-----------e ______ •_-_' _____ ---;c=====---) 
-B ✓1+4 A; _ 1Ck- l L', 

1 1 ( k -1 B k-1) 
A A c + 1 - e k - l 
--'-=1.v - 1(1 +✓1 +4 k-1 k - 1) ✓1 +4 Ak-1 ck-1 , 
Bk-1 J,-1 2 Bk - 1 Bk - 1 

(157) 
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