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1 Wprowadzenie

Kolej obstuguje sporg cze§é transportu osobowego (w Polsce okolo 10%) i towa-
rowego (w Polsce ponad 30%), zuzywajac w tym celu znaczng ilo§é energii. W
odroznieniu od wielu innych §rodkéw transportu, transport kolejowy pozwala na
oszczednosei energii zwiazane ze sposobem jazdy, ze wzgledu na wydzielone trak-
cje z bezkolizyjnym ruchem, gdy s zachowane rozklady jazdy. Oszczednosé energii
ma nie tylko wymiar ekonomiczny, ale takze powoduje zmniejszenie emisji gazéw
cieplarnianych i innych zanieczyszczen atmosfery, a wiec ma takze wymiar ekolo-
giczny.

Pierwsze prace dotyczace optymalizacji profilu predkosci jazdy pojawily sie
w Japonii w latach 60-tych ubieglego wieku [17]. Istotny postep w analizie tego
problemu wprowadzila praca [5]. Jednak zdecydowany rozwéj badani dotyczacych
sterowania jazdg pociggu nastgpil dopiero w XXI w. Wezesne intensywne bada-
nia na przetomie wiekéw prowadzono w Australii [30, 15, 13, 14, 9], ale gléwny
wysyp prac nastapil dopiero po 2010 r. Cze§é tych prac przedstawiono w wykazie
literatury tego opracowania, mozna je takze znalezé w wykazach literatury arty-
kuléw przegladowych [2, 3, 33]. W Europie powstal w tym czasie projekt [26], w
ramach ktérego jest mozliwo$é wymiany do$wiadczen i wspolpracy w rozwijaniu
tej tematyki.

Wiekszo§¢ prac kontynuuje metody rozwigzania przedstawione w najwczeéniej-
szych pracach i opiera optymalizacje na zasadzie maksimum Pontriagina [29]. Trud-
nosci w jej zastosowaniu wynikaja z wystepowania ograniczent na jeden ze stanéw
— predko§é — i zaleznych od innego stanu — drogi, a takze zmiennosci réwnania
w zalezno$ei od drogi, co wynika z réznych oporéw zaleznych od réznicy wznie-
sieri, zakretéw, czy oporéw powietrza, na przyklad w tunelach. Stosujac zasade
maksimum Pontriagina mozna stosunkowo latwo uzyskaé ogélng charakteryzacje
optymalnych fragmentéw przejazdéw, jednak duzy klopot sprawia wyznaczenie
czas6w przelaczen miedzy tymi fragmentami. Z tego powodu pojawily sie prace, w
ktérych do optymalizacji uzywa sie metod heurystycznych. Innym kierunkiem jest
modyfikacja rozkladu jazdy w celu zmniejszenia wydatku energii, a takze uktadanie
regionalnych rozkladéw jazdy i zarzadzanie w takich regionach ruchem pociggéw
pod katem oszczednosci energii, patrz [33].

W tym opracowaniu zajmujemy sie najprostszym zagadnieniem wyznaczania
optymalnych profili jazdy. Jednak celem jest opracowanie takich profili dla tras ru-
chu lokalnego w terenie polodowcowym, charakteryzujacym sie licznymi zmianami
nachylenia trasy. Lacznie z licznymi zmianami ograniczen na predko§é powoduje
to, ze klopotliwe wyznaczanie punktow przetgczen jest w takim przypadku liczne.

Metody rozpatrywane w opracowaniu sg oparte na zasadzie maksimum Pon-
triagina, jednak zaproponowano tu liczne uproszczenia powodujgce przyspieszenie
obliczen. Podstawowym z nich jest uzycie analitycznych rozwigzan réwnain ruchu
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zamiast przyjetych ogoblnie rozwigzan numerycznych. Gléwnym rozwigzywanym w
opracowaniu przypadkiem sg liniowe réwnania ruchu powstale przez przyjecie li-
niowej zalezno$ci oporu powietrza od predkosci wzglednej pociggu. Jednak podano
takze rozwiazania analityczne réwnaii nieliniowych, ktore mozna bedzie rozpatrzyé
w dalszych badaniach.

Innym pomystem rozwazanym w tym opracowaniu jest podzial trasy miedzy
przystankami na odcinki o stalych ograniczeniach predko$ci oraz statym réwnaniu
ruchu. Rozwigzania optymalne dla takich odcinkéw sprowadzajg sie do kilku typéw
przejazdéw. Sklasyfikowano te typy przejazdéw, przedstawiono sposoby wyznacza-
nia w nich chwil przelaczeri miedzy fragmentami o stalych wymuszeniach oraz po-
dano algorytm wyboru typu przejazdu przy zadanych poczatkowych i koficowych
czasach przejazdu oraz predkosciach w tych chwilach. Okazalo sie przy tym, ze dla
dokladnych wzoréw wystepowaly trudnosci numeryczne w wyznaczaniu rozwigzan
ukladéw réwnan nieliniowych. Opracowano przyblizenia wzoréw sprowadzajace
réwnania do réwnan kwadratowych, ktérych rozwigzanie nie nastrecza trudnosci,
a jednoczesnie jest wystarczajaco dokladne.

W tym opracowaniu nie rozwazono natomiast metod polaczenia przejazdéw na
odcinkach w optymalny przejazd na calej trasie miedzy przystankami, poza ogél-
nym zarysowaniem mozliwych metod postepowania. Rozwigzanie tego zagadnienia
bedzie tematem dalszych prac.

W opracowaniu nie podano takze przykladéw numerycznych wyznaczania roz-
wigzan. Bedzie to tematem oddzielnego opracowania.



2 Uproszczony model pociagu

Uproszczony model pociggu jest oparty na réwnaniach ruchu obiektu o masie M
znajdujacego sie na réwni pochytej i bedacego pod wplywem dodatkowych sil.
Rownanie ruchu wynika z drugiej zasady Newtona

Ma(t) = F(t)

gdzie a jest przy$pieszeniem w kierunku ruchu, F' jest wypadkows sity dzialajaca w
kierunku ruchu, a ¢ jest czasem. W powyzszym modelu wszystkie zmienne sg ska-
larami. Wygodniej bedzie jednak postuzyé sie réwnaniem nieco przeksztalconym,
w ktérym wystepuje zmienna mierzona

dv(t)

gdzie v jest predkoscia, a takze dodatkowo

ds(t)
L

gdzie s jest drogg przebyts przez pociag.

Na wypadkows, sile skladaja sie: sila napedu silnika (sita pociagowa) f(u(t)),
gdzie u jest wielkoScig sterujaca, na ktorg ma wplyw maszynista pociagu; sktadowa
sity ciazenia dzialajaca w kierunku ruchu; sita tarcia T oraz sita oporu powietrza
zalezna od r6znicy predkosci pociagu i odpowiedniej skltadowej szybkosei wiatru
w. Uwzglednienie tych sktadowych prowadzi do réwnania

do(t)
dt

gdzie przyjeto, ze sita oporu powietrza jest liniowo zalezna od réznicy predkosci
v —w, za§ « jest katem nachylenia toru wzgledem poziomu, przy czym za dodatni
uwaza sie kat przy spadku toréw, a za ujemny przy ich wznoszeniu, patrz rys. 1.
Tarcie jest proporcjonalne do sktadowej sily cigzenie prostopadtej do toréw, wiec
T(a) = prgM cosa, gdzie ur jest wspélezynnikiem tarcia tocznego. Sila tarcia
tocznego wystepuje tylko w trakcie ruchu (jest zerowa przy zerowej predkosci) i jest
przeciwna do kierunku ruchu. W stanie bezruchu wystepuje tarcie statyczne, ktére
wymaga przylozenia dodatkowej sily, aby rozpoczaé ruch. Efekt tarcia statycznego
w tym opracowaniu pominiemy. Po przeksztalceniach otrzymujemy podstawowe
dla dalszej analizy réwnanie ruchu pociaggu

du(t)
dt

M Fu(®) + gMsina — T(a) — p(v(t) — w(t))

M

+pu(t) = h(t) + gM sina — urgM cos a + pw(t) (1)



w ktorym zamiast wyrazenia f(u(t)) podstawiono zmienng h(t), czyli site napedu
silnika (site pociggows), ktora bedziemy dalej traktowaé jako formalne sterowanie
w modelu. W tym sensie, sila ta moze przyjmowaé wartosci ujemne przy hamo-
waniu. Réwnanie to jest rozpatrywane na skoriconym odcinku drogi sg < s < sk,
przy czym zaréwno sp jak i sx sa zadane.

T(e), p(v(t) - w(t))

f(u(®)

o]
gM

gM sin o

Rysunek 1: Graficzne przedstawienie modelu oraz uzytych oznaczen.

Réwnanie (1) jest uproszczone. Dokladniejsza zalezno§é oporu powietrza ma
charakter kwadratowy. Takze uwzglednienie innych oporéw, jak opory wynika-
jace z jazdy na zakrecie czy przejazdu przez tunel, prowadza do dodatkowego
skomplikowania réwnania ruchu pociggu. Wyprowadzenie niektérych zaleznosci
jest przedstawione w dodatku. Uzyskano w nim ogblny wzor na sity oporu jako
funkeji kwadratowej wzgledem predkosci

—Av*(t) + Bu(t) + C
ktére jest czesto przytaczane w literaturze. W dalszych rozwazaniach bedziemy
czesto stosowaé ogblny zapis réwnania

du(t) ()
— =—=+K(v(t R 2
= 2 4 K ) + 2)
w ktérym opory ruchu podzielono na te, ktére zalezg od predkosci v(t), oraz na
te, ktére od predkosci nie zalezg. W tym podziale pewien klopot moze sprawiaé
klasyfikacja wptywu wiatru. Na przyktad w réwnaniu (1) mozemy przyjaé¢ podzial

K(v(t)) = —M['u(t) —w(t)] R=gsina — prgcosa

lub
K(v(t)) = —%}v(t) R = gsina — purgcosa + pu(t)
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W praktyce nie jesteémy w stanie uwzgledniaé chwilowych predkosci wiatru. Mo-
zemy wiec albo korygowaé w réownaniu predko§é pociagu o pewne oszacowanie
predkosci wiatru, albo przyjaé, na przyklad, stals predko§é wiatru i uwzgledniaé
ja w oporach w czlonie K. Dla liniowego réwnania oba sposoby klasyfikacji wiatru
sg réownowazne, ale dla réwnain nieliniowych nie musi tak byé. W dalszej czesci
bedziemy jednak giéwnie bazowaé na réwnaniu liniowym.

W rozpatrywanym problemie wystepuja ograniczenia na sterowanie oraz na
predkosé

hmin S h(t) S hma.x

0 < v(t) < Vmax(s)

przy czym sterowanie u(f) moze by¢ dyskretne (czyli moze przyjmowaé tylko skon-
czong liczbe wartosci), a umin jest ujemne, co odpowiada ujemne;j sile, czyli hamo-
waniu pociggu. Ograniczenie na predko§é zalezy od polozenia pociggu na trasie
ruchu (drogi s) i ma charakter funkcji odcinkami statej wzdiuz drogi. Takze kat
a jest odcinkami staly wzdluz drogi, czyli pionowy wykres toréw jest linig la-
mang, patrz rys. 2. Dodatkowo, w zadaniu wystepuja ograniczenia na brzegach
rozpatrywanego odcinka drogi, miedzy kolejnymi przystankami

v(sp) =0 dla % =0

'U(SK) =0 dla t[{ =T

w ktorych czas koricowy T jest znany (wynika z rozkladu jazdy).

Zadanie polega na wyznaczeniu optymalnego sterowania (a tym samym opty-
malnej predkosci), dla ktorej jest minimalizowana energia E zuzyta na przejazd
rozpatrywanego odcinka, czyli wskaznik jakosci

.
E= /0 P(u(t), v(t))dt

gdzie P jest mocy silnika zalezng od wielko$ci sterujacej u. Ze wzgledu na fizyczng
interpretacje, funkcja P(u) jest nieujemna dla v > 0. Jednak dla ujemnych ste-
rowarn energia moze byé odzyskiwana, na przyklad w napedach elektrycznych, i
wtedy warto§é P moze byé formalnie ujemna.

Moc jest zadana wzorem P(u,v) = dL/dt = h(t)ds/dt = h(t)v(t), skad wskaz-
nik jako$ci przyjmie postaé

.
E= /0 h(t)v(t)dt



ograniczenie predkodei
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Rysunek 2: Przyktadowy podzial odcinka jazdy na pododcinki.

Sterowanie optymalne na pododcinkach. Z powodu przedziatlowego charak-
teru ograniczen oraz nachylen toru, zadanie to jest wygodnie podzieli¢ na odcinki
drogi o statych warto§ciach ograniczen i statych nachyleniach toru na kazdym od-

cinku (sg_1,8t), £ = 1,..., K. W rezultacie na najnizszym poziomie, dla kazdego
k=1,..., K nalezy rozwigza¢ podzadanie optymalizacji dynamicznej
tk
Ji = min {Ik = h(t)'u(t)dt} (3)
te—1

przy ustalonych wartosciach tg—1,vp—1 = v(tk—1), %, v = v(tx) powiazanych z
koricami odcinka sg_; i sx oraz przy nastepujacych warunkach dla ¢;_; <t < ¢

Mdl;—gt) +pv(t) = h(t) + gM sinog—1 — T(o—1) + pw(?) (4)
0<v(t) < v,’:m gdzie v,’;ax = Umax(s) dla s <5< s
v(tk-l)lsk—l = Ug-1, v(tk)lsk = Uk (UU =0,vx = O)
za$ o1 jest katem nachylenia toru na odeinku (x—1, ).
Rozwigzanie bedzie funkcja ustalonych wartosci brzegowych, czyli

Jp = T (tk—1, Vi1, tk, Vi)

Koordynacja predkosci. W warstwie wyzszej (poziom koordynacyjny) nalezy
teraz rozwigzaé zadanie optymalizacji

K
min Z Ji(te—1, Vk—1, Tk, Uk) (5)

k=1



przy ograniczeniach na réwnosé ti i vx na brzegach odcinkéw oraz dodatkowym
warunku

tk="T

Przy ustalonych wartosciach v, k = 0,..., K minimalizacje (5) mozna spro-
wadzié¢ do zadania dyskretnego w czasie sterowania optymalnego. Mianowicie, dla
ustalonych v mozemy zapisaé rekurencyjng zalezno§é

ty = tp—1 + Dp—1 (6)

z2to=0itx =T, gdzie Ng_1 =ty — ty_1. Jezeli teraz zapiszemy wskaznik jakosci
(5) w postaci

K
tIknlAI}c Z Je(te—1,te, Dg—1)  k=1,...,K (7
T k=1

to uzyskujemy zadanie sterowania optymalnego z czasem dyskretnym, w ktérym ¢y
jest stanem, a /\;, sterowaniem. Zadanie to mozna rozwigzaé¢ za pomocg programo-
wania dynamicznego, dyskretnej zasady maksimum (jezeli jest spelniony warunek
kierunkowej wypuklosci zbioru rozwiazan dopuszczalnych), lub po prostu metoda
optymalizacji nieliniowe;j.

W ten spos6b warstwe te mozna podzielié¢ na dwie podwarstwy. W warstwie niz-
szej nastepuje koordynacja czaséw t; przy ustalonych predkosciach vy, a warstwie
wyzszej koordynacja predkosdci. Rozlozenie zadania na dwa podzadania powoduje
dwukrotng redukcje liczby optymalizowanych zmiennych w kazdym podzadaniu,
kosztem koniecznosci rozwigzywania dwéch zadan zamiast jednego.

|
|
t—2 SK—1 1774

Rysunek 3: Idea zastosowania programowania dynamicznego.
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Idee zastosowania programowania dynamicznego przedstawia rys. 3. Rozpo-
czynamy w nim proces optymalizacji od ostatniego odcinka drogi (sx—_1, sk ). Przy
kazdej zalozonej dopuszczalnej predkosci vk _; wyznaczamy sterowanie optymalne
Ag_1, tak aby sprowadzié¢ pociag do predkosci vg = 0 w chwili {x = T, czyli
rozwigzujemy zadanie (6) - (7) dla k = K. Zbiér wartosci Ag_;, dla ktérych
rozwigzanie istnieje, oznaczamy przez Tx_;.

Przesuwamy sie nastepnie o jeden odcinek drogi wcze$niej, do punktu sx_o, i
poszukujemy rozwiazania optymalnego do konca drogi, dla kazdej dopuszczalnej
wartoSci tx_g, przy ustalonym vk _s, czyli poszukujemy

g{lg, Ag_a{Jx-1(tx—2.tx-1, Dx—2) + Jx (tx-1, tx, Dk-1)}

Poniewaz jednak znamy rozwigzania Jx dla kazdego tx_1, to wystarczy teraz tylko
wyznaczyé Jx_1 dla kazdego tx_; i znalezé najmniejsza, warto§é sumy. To postepo-
wanie nalezy wykonaé dla kazdego tx s, ale za kazdym razem mamy juz wcze$niej
policzone wartoéci Jx, wiec nie musimy ich za kazdym razem obliczaé. I tu takze
nie dla wszystkich wartosci tx_» musi istnie¢ rozwigzanie.

Dalej przechodzimy znéw o jeden odcinek drogi wezeéniej 1 powtarzamy poste-
powanie znajac optymalne rozwigzania od jego konica do konca drogi. Po dojsciu
do ty otrzymujemy rozwigzanie optymalne.

Metoda optymalizacji bedzie zalezala od tego, jakie wlasciwosci beda mialty
funkcje Jy, o argumentach tg_; i tx. W najgorszym przypadku rozwigzanie bedzie
wymagalo dyskretyzacji zbioréw Ty.

Koordynacja predkosci. Wydaje sie, ze koordynacja predko§ci wymagalaby
zastosowania metod optymalizacji statycznej, w ktérej nalezy wybraé vg, ..., vk _1
dajace optymalne rozwigzanie. Jednak koricowy wybér metody bedzie zalezal od
tego, jak dalece uda sie rozwiagzaé¢ analitycznie optymalizacje na nizszych war-
stwach, a przynajmniej czy rozwiazanie jest rézniczkowalne lub chociaz lipschit-
zowskie wzgledem tych czaséw. Jezeli nie, te moze byé potrzebna optymalizacja
heurystyczna.

Koncowy program optymalizacyjny bedzie w rezultacie mial charakter modu-
lowy i bedzie sie skladal z warstw przedstawionych na rys. 4. Rozwiagzanie zadania
bedzie sie odbywala przez iteracyjng zmiane predkosci wp,...,vx_1 W warstwie
najwyzszej, co bedzie wywolywalo koniecznoéé rozwigzywania czgstkowych zadan
optymalizacyjnych na nizszych warstwach.

Uwagi dodatkowe. Pionowy profil trasy (nachylenia toré6w) beds musialy by¢
przez nas aproksymowane na podstawie danych z pomiaréw wysokosci toru. Takze
funkcja f(u) bedzie prawdopodobnie wymagala aproksymacji danych, zapewne
zapisanych w tablicach. Jezeli chodzi o tarcie, to licze na zamodelowanie tego
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Podzial drogi na odcinki

LIteracyjny dobér czaséw ti,...,tx—1 ]

|Optymalny dobér predkoéei vy, . . ., vk -1 metodg programowania dynamicznego]

I

IOptymalne rozwigzanie ruchéw na odcinkach drogi dla podanych czaséw i pr(;dkoéci]

Rysunek 4: Struktura programu optymalizacji numerycznc;j.

przez Andrzeja. Na to samo licze przy okresleniu stalej oporu powietrza. Spory
klopot jest z szybko§cig wiatru i byé moze pozostawimy te kwestie na pézZniejszy
etap prac. To samo dotyczy okreSlenia masy pociagu, w ktérego sktad wchodzi
tadunek lub liczba przewozonych oséb, czego do korica nie da sie ustalié.

Jak z tego widaé, zarysowane powyzej zadanie jest piewszym etapem calosci
zagadnienia. Przede wszystkim, bedzie potrzebna pewnie analiza wrazliwoéci roz-
wigzania wzgledem parametréow i ewentualne wyciagniecie z tego wnioskéw. Po
drugie, mozliwe sg pomiary polozenia pociggu w czasie jazdy, co umozliwia ko-
rekte rozwigzania, gdy polozenia nie zgadzaja si¢ z wyliczonymi teoretycznie (dla
matych odchyleii). Dalszy problem, to rozwigzanie przypadkéw duzych opédznieri
spowodowanych niespodziewanymi klopotami technicznymi lub innymi. Nie jest
wykluczone, ze pojawig sie tez inne wyzwania.

Jezeli chodzi o harmonogram prac, to powinni§my rozwigzaé¢ podstawowe zada-
nie mniej wiecej do korica czerwea — poczatku lipca, tak aby przeprowadzié¢ prébe
jazdy w terenie w lipcu. Zleceniodawcy bardzo zalezy na uzyskaniu wstepnych
wynikéw w lipcu, ze wzgledu na pewne rozliczenia z jego strony w koicu lipca.
Harmonogram dalszych prac ustalimy po uzyskaniu wtepnych wynikéw.

12



A Zalacznik

A.1 Rozwigzanie nieliniowego rownania ruchu dla zakresu
stalej mocy

Mnozac obie strony przez v otrzymujemy

v(t) d,l;(tt) = % - %02(0 + Ryp—1v(t) (133)

Podstawiajac mowa zmienng

w(t) = v(t)etrt

a nastepnie

p
=t
T M
doprowadzamy do réwnania
MRy
w(T)dw(T) = £e2T +w(r)—=2=LeT (134)
dr P

Jest to pewna forma réwnania Abela drugiego rodzaju, ktérg mozna sprowadzié
do réwnania liniowego ze zmiennymi wspétczynnikami po podstawieniach

7=1In¢ w = ué
Mamy bowiem
dw d(uf) du d§¢  du dfdu  du d¢
dr — dr dT€+udT N dT£+ududT B dT(£+udu
Poniewaz jednak
drdrds 1de
du dédu Edu
wiec
m L&
T EE
W rezultacie, po podstawieniu do (134) otrzymujemy
€ g, 1
skad dochodzimy do koricowego réwnania liniowego
MRy,
(—u? 4ot L 6 e (135)
p du
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Poniewaz jest to rownanie o zmiennych rozdzielonych, wiec rozwigzanie uzyskamy
obliczajgc ponizsze catki

/d§ 7/ udu
'q —u2+uﬂ—/f%+%

Calka po lewej stronie jest réwna

%:lnf

Trudniejsza catke po prawej stronie mozemy sprowadzi¢ do sumy dwoch catek

MRy,
/ udu 1 / (“2u+— l)du+MRk_1 du
2 MRy . ¢ o) _. o MRy_, | ¢ 9 MRy_1 | ¢
u? +y—2=t & W pymel 4 2p it L=
Pierwsza catke po prawej stronie tatwo obliczymy po podstawieniu nowej zmiennej
réwnej mianownikowi wyrazenia podcatkowego uzyskujac

¢
= —=In(—u®+ +2)
Mo p 40 2 ( p p

1 / (—2u+2N)dy MRy,
5 u Uy—-

Au2 +u
Aby obliczy¢ drugg catke po prawej stronie obliczymy wyznacznik mianownika
M?R? M?R?_. + 4
2k—1 +4£ - k—; ¢ >0
p p p

Po rozktadzie na utamki proste dochodzimy do rozwigzania

/- du P " 2pu — M Ry_1 + 4/ Msz—l + 4p¢

A =

MRy -
~w? +ump =L MRR2 L pApC 2pu— MRy, — /M2R2_ + 4pC
W rezultacie pierwotna catka po prawej stronie jest rowna
MRy _

- 3122
9pu — MRy + /M2RE_| 1 dp¢ V" -+ .. MRy, ¢
/ —u“ + ’LLT + = )

In(C
( 2pu — MRy — y/ M?R}_| + 4pC p

gdzie C jest stalta catkowania, skad otrzymujemy koricowe rozwigzanie ogolne

MRy _,

2 p2 pC
9 — MBy_y + /M2RE_| + 4p¢ V"7 He-1* \/ L. MR, ¢
filap gt e b

opu — MRy, — \/ M2R2_| + 4pC p
(136)

¢=C
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ktore daje nam zalezno$é £(u). Do wyznaczenia stalej C jest potrzebny dodatkowy
warunek. Uzyskamy go z warunku poczatkowego poczatkowego rownania. Otoéz
§ledzac kolejne podstawienia dostajemy

2.
wltn) = v(tn)e 1y~ b,
skad dostajemy
ty
Ew = e™mu1 — e%t”l Uy, = w(‘r 11) - v(t‘/l)
=

Podstawiajac te wielkosci do rozwiazania (136) dochodzimy do zaleznosci
MRy _;

\/2;;”(1,,1)71\112“,1 +/MZRE_| +4pC \/MZEE_ +4nC
2pv(ty, ) —M Ry _1—+/M2R2_ +4p
e?\ﬁlt"’l c (tuy \/ k-1

\/_Uz(tm) Jrv(tm)% + %

z ktorej wyznaczamy C

R R

C= MR;_1
\/2pv(t,,l)7MR,<,1+\/M2R£,1+4PC /MERE_ Hawc

o
e Mt"l

2pu(tuy )~ MRi_1—\/MZRL_ +4pC

Po podstawieniu C' do réwnania (136) dostajemy rozwigzanie szczegblne naszego

réwnania

MRy
e e A e =i %
| 2po(tn) - MBi_1+/MPRE,4pC —u?u—rL £ Et,
g = qu—MRk_l*W / _Uz(tul) +’U(tul)MF;’°*1 +% [
2pu(tyy ) =MRg—1—/M? R} _ | +4p( 5
(137)

Aby powrécei¢ do poczatkowych zmiennych, z zaleznosei
7 =1n¢(u)
powinni§émy wyznaczy¢ funkcje odwrotng u(7), co nastepnie pozwolitoby znalezé
w(r) = u(7)é(1) = u(r)e”
aby dojsé do koricowego wzoru

o(t) = w(%t)e*ﬁt = u(%t)
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Jednak klopot polega na wyznaczeniu funkcji odwrotnej u(€), potrzebnej do
uzyskania u(7). Do tego celu przyjmiemy pewng aproksymacje. Otoz zauwazmy,
ze po rozwazeniu zakresu warto$ci parametrow mozemy przyjaé

4
K

1+ ——~=~
" PRE,

Wtedy zaleznosé &(u) we wzorze (137) upraszcza sie do

MR

ay (=02 () +0(lny) =5 el 4 8 24,

= MR MR em
W?Zfl)_lukRkl—l(_u Tu pk ; +§)

co doprowadza do rownania

u—v2(t.,1)+u(t,1) Rie— —=t 4
€= v(tv,) 2%t
(pu—MRy ;) (—u?+u k=L 4 &)
pu(ty)—M Ry 1

czyli po przeksztatceniach do
MR, MRy

pud — 2MRy_yu® + (=P = Qut — =2 =0

gdzie
_ (potn) = MR 1) (—0*(bn) + v(t, )=t + 4) 2 ty)
v(ty,) )

Jest to rownanie algebraiczne trzeciego stopnia, ktore w zasadzie mozna rozwiazac

analitycznie.
Po standardowych podstawieniach sprowadzamy je do réwnania kanonicznego

y M?R? MR 2M?R?
3_ %1 _ D\a2 k—1 k-1 | p)
u p( 3 +¢ f)u 32 ( o +C+2[) 0

i obliczamy wyr6znik
1 /M2R: | 3  MZ?R: | /2M*RZ_, 2
(- P) =L+ ¢ +2P)
27p? ( 3p ¢ 12p4 9p ¢
Typ rozwigzania i odpowiednie wzory na pierwiastki zaleza od znaku wyrdznika.
Jednak nie wyglada na to, aby mozna byto tatwo ustali¢ ten znak. Dla dodatniego
znaku jedyne rozwiazanie rzeczywiste wyraza sie wzorem

u\a/ M B 1(2M Ry rc+2P)+\/_+

6p? 9p
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o MRy, 2M2R2_|
67 ( o +C+2P)+\/_

i na to, aby byto ono dodatnie, musiatoby zachodzié 2MZIZZ‘1 + (4 2P < 0. Nato-
miast dla ujemnego wyréznika dostajemy trzy pierwiastki rzeczywiste, z ktoérych
trzeba wybraé pierwiastek dodatni. Jezeli jest tylko jeden pierwiastek, to jest to
rozwigzanie naszego zadania. Jezeli pierwiastkéw dodatnich jest wiecej, to po-
trzeba dodatkowe kryterium wyboru rozwiazania wlasciwego. Te trzy pierwiastki

wyrazaja sie wzorami
1 s M2R?
U1:2 ,_(K—H—i_C_P)(‘OS,Q
3p 3p 3

|1 /MR:_| ¢+ 2m
1;2—2\/%(——?4—(—]3) cos —

M2R?_, 6+ 4
”3_2\/31)("”3?— C_P)COS 3

gdzie

MRy, [ 2M?*R?_ ;
— 251( 9kl+C+2P)

\/3;)<MRAl te— P)

Jak widaé, zaleznosé u, czyli w od czasu t jest skomplikowana. Od czasu t zalezy
wyktadniczo warto$¢ P, ktora z kolei wchodzi bardzo nieliniowo do koricowego
rozwigzania, niezaleznie od tego, ktére z rozwigzan jest wlasciwe.

cos ¢ =
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A.2 Model z uwzglednieniem jazdy po tuku

Dla przypomnienia, réwnania ruchu dla zakresu stalej mocy ma nastepujaca postaé

dv(t) (1 _p
— = =—— —(t _ 1
by e B vAlOR (158]
z warunkiem poczatkowym
v(ty,) = v

Réwnanie to teoretycznie mozna rozwigzaé analitycznie. Jednak prowadzi to do
bardzo skomplikowanych wzoréw. Ich wyprowadzenie przedstawiono w zalaczniku.

Powr6cimy teraz do modelu (1), jednak przyjmiemy w wyprowadzeniu oporé6w
czeSciowo inne zatozenia. Ot6z przyjmiemy, ze zalezno§é oporu od powietrza od
predkosci jest kwadratowa, natomiast zatozymy, ze nie ma wiatru. Dodatkowo, roz-
patrzymy opory przy jezdzie pociagu po tuku toru. Zaczniemy od wyprowadzenia
tej zaleznosci.

Rysunek 22: Sity w jezdzie po tuku.

Obliczymy na poczatek sily dzialajace na pociag jadacy po tuku. Przyjmiemy,
ze pociag jest jedng bryla, co jest pewnym przyblizeniem, szczegélnie dla skia-
déw wielowagonowych. Sila powodujaca skret pociggu jest tu wynikiem reakcji
ko6t z torami, przez co na tor dziala sila (sila odsrodkowa) réwna F, = Ma,, gdzie
a, = v?/ R jest przyspieszeniem dosrodkowym, v jest predkoscia pociagu, a R pro-
mieniem skretu. Jednak tory sg czesto budowane na zakretach z nachyleniem w
kierunku skretu. Powoduje to, ze sita odérodkowa nie jest réwnolegta do plaszezy-
zny toréw, gdyz jest pozioma — réwnolegla do plaszczyzny ziemi, patrz rys. 22.
Po rozlozeniu tej sity na sktadows réwnolegly do poziomu toréw FP i skladows
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prostopadta do plaszczyzny toréw F' otrzymamy zaleznoSci
F? = F,cosp F}' = F,sin

Jednak na skutek pochylenia toréw, pionows sila ciezkosci F, = Mg mozemy
rozlozy¢ takze na dwie sktadowe dzialajace w tych samych kierunkach, co sktadowe

sity odsrodkowej
F? = F,sinp = F.cosf3

Poniewaz sktadowe réwnolegle do poziomu toréw majg przeciwne zwroty, koficowe
wypadkowe skladowe, po wstawieniu wzoréw na sile odérodkows i site ciezkosci,
wygladaja nastepujaco

o2 o
F,=F - FF = Mg(—Rcosﬁ —sing) F*=F'4+F!= Mg(—Rsinﬂ—l—cos,B)

g g

(139)

Po pomnozeniu przez wspotczynnik tarcia zwigzany z ruchem po tuku pg otrzy-
mamy zwigzang z tym ruchem sile tarcia

2

v .
Tr = prE, = pRMg(g—R cos  — sin f8) (140)

Sita prostopadla do plaszezyzny toréw jest zas zwiazana z sila tarcia tocznego

,U2

B sin 8 + cos §) (141)

Tr = prMg(
ktére bedzie jeszcze zalezalo od nachylenia toréw w kierunku jazdy (bedzie po-

mnozone przez cos ).
W rezultacie réwnanie ruchu pociagu (po zaniechanin wiatru) bedzie wygladato

nastepujaco

du(t)
M =
dt
v? v?
= —pv?(t)+h(t)+gM sin oz—uTMg(g—R sin B+cos f5) cos a—uRMg(g—R cos f—sin )
(142)
Réwnanie to mozna zapisaé¢ nastepujaco
t
gy —Av(t)+C (143)
dt
gdzie
p  prsinBcosa+ pugcosf
A==
v R
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h(t)

C= YA + gsina — ppg cos S cosa + prgsin B
Jest to réwnanie rézniczkowe Riccatiego.

Jezeli w podziale trasy przejazdu na odcinki uwzglednimy tuki zalozymy, jak
poprzednio, ze sterowanie u jest na kazdym odcinku stale, to na kazdym odcinku
parametry A i C sg stale. Mozna w takim przypadku tatwo zauwazy¢, ze ma ono
wtedy rozwiazanie szczegélne state na odcinku

W0(t) = \/%- (144)

Istnieje wzér pozwalajacy wyznaczyé rozwiazanie ogblne réwnania Riccatiego,
gdy jest znane jego rozwiagzanie szczegélne, patrz np. [28]. Jezeli zapiszemy powyz-
szy typ réwnania w sposéb ogélniejszy

du(t

W _ ey (®) + A00() + 50 (1)

i znamy pewne rozwigzanie szczegolne tego réwnania v°(f) = ¢(t), to wzér na
réwnanie og6lne ma postaé

o)
u(t) =v°(¢) + 146
0= 0t s Tew R (146)
B(t) = e RROY @+

gdzie D jest dowolng stalag. W naszym przypadku wspotezynniki f; oraz rozwiagza-
nie szczegdlne v0(t) s stale i przyjmujs wartosci

wobec czego

B(t) = e—sz\/gdt — 6—2\//T5t

i rozwiazanie og6lne réwnania (143) przyjmuje nastepujaceg postaé

\/5 e—zmt
v(t) =4/—+ 147
®) A D— _21_ \/—g e—2VACt (147)

Na odcinku k—1 stala D wyznaczymy z warunku poczatkowego v(ty—1) = vg_1-
Dla podkreglenia, ze rozpatrujemy rozwigzanie na tym odcinku, wszystkim stalym
dodamy wskaznik k£ — 1. Tak wiec mamy

Ck 1 6—2\/Ak 1Ck—1tk—1
Vg—1=
\/Alc —1 -—-2\/Ak 1Cr—1tk—1

Cr—1

84



D= (l Ap1 + 1 )6_2\/Ak—lck—1tlc—1 —
C—1 Gkt

Vg—1 — Ak:l

Ck-1
Vp—1+ /57—

l s Ar-1 e—szk—lclc—1tlc—1
2V Cr1 Ck—1
Vg—1 — A1

Po podstawieniu wyznaczonej stalej do rozwigzania ogblnego, otrzymamy rozwia-
zanie szczegblne spelniajace warunek poczatkowy

C._ 2e 2/ Ak-1Ck—1(t—tk-1)
o (t) :1/A’“ 1(1+ ¢ = ) (148)
k- ol —1 — =2/ Ar—1Ck—1(t=tk—1)
Cr_1

Ve—1— A1

co mozna tez zapisaé w bardziej symetrycznej formie

Cr—1y,—2 Ap_1Cr_1(t—t)—1)
Cpq U1t L+ (ve— 1—\/—~)e
) =4 i — = (149)
R R e O A
Ze wzrostem czasu rozwiazanie zbiega do rozwiazania szczegolnego stalego (144).
Jezeli ta zbieznosé jest szybka, to rozwiazanie takie jest dosyé wygodne w prak-
tycznej implementacji, gdyz po prostu mozna podaé¢ maszynidcie, jakg predkos§é

ma utrzymywaé na danym odcinku i ewentualnie po jakim czasie przejéciowym.
Na koncu przedziatu, dla ¢ = #;, zachodzi

, V-1t Ak - (1 — \/i::i)e_z As—1C—1(te—tr—1) (150
Vg =
Ak 1y 4 Ck ('Uk—l . \/i::i)6"2\/Ak—-lck—-1(tk—tk—l)

W powyzszych wzorach

e sin fBr_1 cos gy + pr cos Pr_1
M Ry,

Apa=2L

Cr—1 = hg_1 +gsinog_1 — prg cos fr_1cos a1 + prgsin fr_1
Jezeli odcinek jest prosty, to Rx_1 = co i B = 0. Wtedy wzory na wspétczynniki
Ag_1 1 Cy_1 przyjmujg postaé

Apr = % Cr1=hy_1 +gsinog_y — prgcosag_;
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Jak widaé¢, wprowadzenie zaleznosci opor6w od kwadratu predkosci znacznie
komplikuje rozwigzanie od strony technicznej, gdyz prowadzi do bardziej skompli-
kowanych wzoréw. Niemniej jednak idea sprowadzenia calego zadania do nielinio-
wej optymalizacji statycznej, w ktérej nalezy wyznaczyé wartosci hx_q 1 N1 =
ty —tr—1 dla k =1,..., K, pozostaje aktualna.

A.3 Réwnanie zalezne od drogi

Pochodna predkosci po czasie mozemy latwo zamienié na pochodng od drogi s
korzystajac z zaleznosci

dt ds dt

Zamieniajgc zmienne w réwnaniu (143) i podstawiajac powyzej wyprowadzona
zalezno$é otrzymujemy

dv(t)  dv(s)ds _ d'u(s)v(s)

o(s) dz(;) = —Av(s)+ C (151)
Roéwnanie to mozemy zapisaé¢ nastepujaco
1dv?(s)
= = —Av? c
2 ds vis) +
skad po podstawieniu v?(s) = z(s) otrzymujemy réwnanie liniowe
1dz(s)
- ——A
2 0 2(s)+C

Réwnanie to ma rozwiagzanie ogélne
C
=D —24s | ¥
2(s) e +7

Z warunku poczatkowego 2(sg-1) = vi_; uzyskujemy

C
Lk e EZAsk_l('U:q - Z)

oraz rozwigzanie szczegblne spelniajace ten warunek

zk‘l(s) — U:_le“ZAk—l(s'sk—l) + Ck“ (1 —ZA/:—1(8—S/¢—1))

a po uwzglednieniu podstawienia

ok l(s) ‘/vk 16“2‘4” 1{s—sk-1) 4 i‘k e (1 - e—2Ak—1(a—sk_1)) (152)
k-1
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Na konicu odcinka réwnanie to przyjmuje wartos§é

vk—l(Sk) = \/:L)I%_le—zx‘lk—l(sk—v!b—l) + %(1 — e_zAk—l(Bk‘sk—l))
k—1

Moze troche nieoczekiwanie, r6wnania te maja troche prostszg forme niz w po-
przednim punkcie, a nieliniowo$é typu funkeji wymiernej jest zamieniona na nieli-
niowo$é typu pierwiastkowego.

A.4 Dodatkowy staty wiatr.

Przy wyprowadzeniu w poprzednim punkcie przyjeto jednak, ze nie ma wiatru,
co jest sporym uproszczeniem. Podstawowe rozumowanie mozna jednak rozszerzy¢
na przypadek, gdy wieje staly wiatr z predkoscia w. Podobnie jak w réwnaniu
liniowym, przyjmiemy, ze kierunki ruchu pociggu i wiatru maja ten sam zwrot,
wobec czego réwnanie ruchu pociggu przyjmuje postaé

t
Mdv—() = —p(v — w)*(t)+
dt
o2 v?
+h(t)+gM sina~;LTMg(g—R sin B+ cos ) cos a—uRMg(g—R cos B—sin ) (153)

Po rozwinieciu wyrazu kwadratowego uzyskamy teraz réwnanie

dzg)=:—Aﬂ%n-+Bv@)+r7 (154)
gdzie '
A= %+ MTsm,Bcos}ozz-l—uRcosﬂ
2

2
C= %(/;—)+gsina—;LTgcosﬂcosa+uRgsinﬂ—p%

Wspoélezynnik A jest tu dokladnie taki sam, jak poprzednio, natomiast w C poja-
wil sie dodatkowy (ostatni) sktadnik. Pozostawimy jednak te samg litere, aby nie

mnozyé oznaczen.
Podobnie jek poprzednio, réwnanie (154) ma rozwiazanie szczeg6lne stale, ktore

spelnia réwnanie kwadratowe
—Av*(t) + Bu(t) + C =0
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Z dwoéch mozliwych rozwigzan tego réwnania

B / AC B AC
ﬂ(1— 1+4§2— ﬂ(1+ 1+4ﬁ)

wybierzemy dodatnie (po prawej stronie), czyli nasze rozwiazanie szczegolne wy-

raza sie wzorem

B AC
= ﬂ(1 +4/1+4%;) (155)

() =
We wzorze (146) przyjmujemy teraz wielkosci

B =-A  AO=B  HO=C 0= (l+1/1+455)

i otrzymujemy

®(t) = e—B‘/1+4%g-t

oraz rozwigzanie ogélne
AC) . e‘B,/1+4%§t
B2 D_ A e—B\/l+4%§-t

B;7l+4£;-5-
Podstawiajac warunek poczgtkowy vg_y dla Ty_; obliczamy stala D

D= é( 1 + 1 )e—B,/1+4%‘.;;tk_1

BAM1+44S 4y — 11 +4/1+449)

Po podstawieniu tak wyliczonej stalej do rozwiazania ogblnego otrzymujemy roz-
wigzanie szczegblne spelniajgce warunek poczatkowy v(tr_1) = ve_1

==
B;_
'Uk_l(t) _ Bk 1( B, +

Ag—1 2

~Bi-1, /1+4—,—“‘“,;; ZE=L (1-t1)
€ =1 )

B
v(t):ﬂ(l-i- 1+4

+ A
By, [14alk=1kty
A 3 — 4 Al i (1—6 k1\/+'Bk’_1 ( Icl))
ﬁ'ﬁu,c_l—%<1+\/1+4%%:_—l) \/1+4L;ﬁ
(156)
przy czym ]
P, prsinfy_jcosog_1 + prcos By
Ap1 =57+
M Ry
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2

2

(1 . .
Cr1= —]ET) + gsinog_1 — pirg cos By_1 cos ag_1 + prgsin 1 — ptﬁu

Jezeli w = 0, to rozwigzanie to sprowadza si¢ do rozwigzania (148).
Na koticu odcinka predkosé jest réwna

Ag-1Ck—1
Bk—1(1+ V Lod Bi

Vg = +
Ap, 2
—Bj_1 /1+4—~—-2'—‘—':(k;'tﬁ,:—1Ak—l
e »
+ Ak—1Ck—1 )
" " -Bk_l\ﬁ+4—B,—-Ak_1
Ak—1 1 Ar—1Ck—1 + Ag—1Ck—1 (1 - kot )
B vk—1—5 (1+, [1+4—=—==) IHd—sp—=
k—1 Bi_, Bi—1

(157)
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