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INTERPRETACJA OCEN ZMIENNYCH
PARAMETROW ESTYMOWANYCH JAKO
PARAMETRY STALE
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Estimation of constant parameters in the homogeneous differential equa-
tion models of systems with time varying but bounded parameters is
considered. In this case the parameter estimates can take any value
within bounds. In the first order models the estimates converge to the
mean values or to the weighted mean values, depending on the method-
ology of estimation. In the higher order models this problem may be
more complicated.

For the periodically varying parameters a good policy to estimate the
mean value is to observe the system with the constant period of para-
meters’ variation. Other observation schema may conduce not only to
biased estimates of the parameters but also to to biased estimate of the
system order when it is estimated statistically.

Examples of modelling problems connected with the varying parameters
encountered in real systems are presented.

Keywords: parameter estimation, time varying parameters, periodically
varying parameters

1 Wprowadzenie

Do estymacji parametréw zmieniajacych si¢ w nieznany sposéb w cza-
sie stosuje si¢ kilka metod: (1) estymacje stalych parametréw w od-
cinkach o skoriczonej dlugosci, (2) metody rekurencyjne, (3) metody
z rozwinigciami w szereg funkcji opisujacej zmiany parametréw, (4)
metody wielokrotnych danych. Jednak modelujac rzeczywisty system
czgsto przyjmujemy, Ze ma on stale parametry, jezeli tylko nie mamy
dostatecznych danych o ich zmiennoéci w czasie. Bedzie sie to zdarzalo



przede wszystkim wtedy, gdy zmiany parametréw w rozpatrywanym za-
kresie czasu sa wolne lub zmieniaja si¢ w ograniczonym zakresie. Takie
sytuacje moga si¢ pojawié w zlozonych systemach, ktérych szczegélowe
dzialanie nie jest do korica znane, jak na przyklad w zywych orga-
nizmach, zlozonych ukladach §rodowiska naturalnego, systemach spo-
lecznych czy ekonomicznych. Zalozenie o staloéci parametréw jest tam
czesto watpliwe, a czasami nawet przyjmowane z premedytacja dla up-
roszczenia modelu, choé wiadomo, Ze rzeczywiste parametry na pewno
stale nie sa. Przyklad nieoczekiwanego wykrycia dobowej zmiennosci
parametru od lat uwazanego za staly mozna znalezé w pracach [11] i
[12].

Modele kinetyczne (kompartmentowe) stosowane sa do opisu trans-
portu i metabolizmu lekéw (farmakokinetyka) oraz innych substancji
w organizmie. Badania przeprowadza si¢ poprzez podanie, zwykle im-
pulsowe, znaczonej substancji i nastepnie obserwacje¢ zaniku stezenia
tej substancji w latwo dostepnym plynie ustrojowym (kompartmencie),
zwykle krwi. Do krzywej zaniku steZenia jest dopasowywany model w
postaci sumy funkcji wykladniczych. Dopasowanie to najczesciej polega
na stosowaniu metody, w ktdrej jest minimalizowany blad §redniokwa-
dratowy miedzy funkcja dopasowujaca a pomiarami i estymowane sa
parametry, w zalozeniu stale. W celu uzyskania najlepszej dokladnosci
czasy pobierania prébek do pomiaréw dobiera si¢ tak, aby uzyskaé czeste
pomiary w okresie szybkich zmian wielkoci mierzonej [4].

Zachodzi pytanie, co si¢ dzieje, gdy estymujemy stale parametry za-
miast zmiennych i jak interpretowaé uzyskane oceny parametréw, przyj-
mowanych za stale, gdy w rzeczywisto$ci zmieniajg si¢ one w czasie.
Zagadnienie to rozwazymy w tej pracy.

2 Model pierwszego rzedu

Rozwazmy uklad opisany réwnaniem skalarnym

YO — ) w0 =w 1)
Jego rozwigzaniem jest funkcja
y(t) = yoe~ Jo 9 )]

Zapiszemy ja w postaci

y(t) = e Ho 4 — gy omaten
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gdzie kreska nad wspétczynnikiem a oznaczono jego wartosé érednig w
przedziale [0, t]

a(t) = % /0 " als)ite

Jezeli jednak przyjmiemy, Ze uklad jest opisany réwnaniem ze stalym
parametrem
dy(t)

=-ayt), y(0)=
to rozwiazaniem bedzie funkc_]a
y(t) = yoe™* 3)

Dla ustalonego ¢ estymowany parametr staly a odpowiada wartosci
§redniej a(t) wspdlczynnika w okresie obserwacgi. Jezeli tylko warto§é
érednia zbiega do wartosci stalej (lub niewiele si¢ zmienia), to przyjecie
dla wigkszych wartosci ¢ stalego parametru wydaje si¢ w tym przy-
padku uzasadnione, a uzyskany estymator ma intuicyjnie spodziewang
interpretacje. Do takiej zbieznosci wystarczy, aby poczatkowy parametr
zmienial si¢ w ograniczonym zakresie.

PRZYKLAD. Ocena zuzycia energii przez organizm. W wyniku badai nad
rozchodzeniem si¢ tlenu w organizmie [6] opr ano metodg szacowania zuzycia
energii z zastosowaniem izotopéw trwalych (stabilnych), zwana metoda podwdjnie
znaczonej wody, patrz np. [9]. Moze ona sluzyé na przyklad do mierzenia wydatku
energii zwierzat, ktére sa chwytane co pewien czas do badania, a potem mogg byé
wypuszczane na wolnoéé, gdzie zachowuja naturalng aktywnosé.

W metodzie tej wprowadza si¢ do organi wode ze zawartoscia czas-
teczek zlozonych z deuteru i izotopu tlenu *20, czyli wody o skladzie D2'®0. Czgsé
tych atoméw jest wydalana z organizmu w postaci wody, ale czgéé atoméw lzot.opu
180 jest takze wydalana z dwutlenkiem wegla. Ilosé produk 8O Przez ¢
dwutlenku wegla jest za$ écisle zwiazana z wydat.hem energii.

Jezeli w jednostce czasu ulamek liczby wydalonych z organizmu atoméw tlenu 20
wyniesie ko, a ulamek liczby wydalonych atoméw deuteru wyniesie kq, to, zakladajac
Jjednokompart towy model przemian, liczba czasteczek powstalego w tym czasie
dwutlenku wegla, oznaczona ponizej przez rco,, wyniesie

4
TCO, = ENw(ka — ka)

gdzie N, jest liczba wszystkich czasteczek wody w kompartmencie zwigzanym z
rozprzestrzenianiem si¢ wody w organizmie, a wspdlczynnik % wynika z faktu, ze do
uzyskania jednej czasteczki CO2 sa potrzebne dwie czasteczki wody H20. Poniewaz
wydatek energii w wigkszoéci organizméw zywych jest w sposéb oczywisty zmienny
w czasie, wigc przyjmujac, ze liczba N, jest stala w czasie, musza byé zmienne
wspdlezynniki ko(t) i ka(t). Wydatek dwutlenku wegla w okresie czasu [0, 1] jest
wigc zadany calkg

/o Voot N /o ko(r)dr A ka(r)dr) @
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Liczbe czasteczek wody N, mozna obliczyé mierzac (po wymieszaniu) poczatkowe
stezenie (to znaczy stosunek liczby czasteczek wody z izotopem do liczby wszystkich
czasteczek wody w pewnej objetosci) — ponad poziomem naturalnym — dla atoméw
deuteru lub izotopu tlenu w plazmie. Oznaczymy je powiedzmy przez co. Przy znanej
wprowadzonej liczbie atoméw izotopu Ip, wynika to ze wzoru

No=1
Co

Aby obliczyé wydatek tlenu musimy wigc wyznaczyé obie calki po prawej stronie
réwnania (4). Mozna to zrobié¢ mierzac po pewnym czasie od wprowadzenia podwéjnie

lazmie i wy jac dla kazdego z izotopéw

znaczonej wody stezenia izotopéw w
wspdlczynnik zanikania ze wzoru (3) i skorzystaé z jego odpowiednioéci z catka we
wzorze (2). Zauwazmy, ze przy stalej liczbie N,, wspélczynniki ko i k4 nie zaleza od
tego, czy mierzy si¢ liczbe wszystkich atoméw izotopu, czy tylko ich stezenia.

Przesledzimy teraz na przykladach, jak moze zmieniaé si¢ estymowa-
na warto$¢ wspélczynnika a ze wzrostem dlugoéci przedzialu obserwacji.
PRZYKLAD. Przyjmujac przykladowo a(t) = a + Bsinwt dostajemy
s)=a-L(oswt-1) >0, a0)=a

idlat> -2%12 warto$¢ a(t) rézni sie nie wigcej niz o 1% od a, patrzrys. 1dlaa =1,
f=02iw=2m.

a(t)

T 7T T 1 T T T T [ T T T T

—
0 5 10 15 b
Rysunek 1: Zmiana wartosci éredniej parametru ze wzrostem dlugoéci obserwacji

Oczywiscie to, ze wartoéé érednia znajduje si¢ tylko po jednej stronie stalej a,
jest zwiazane z faza sinusoidy. Przyjmujac bowiem a(t) = a + ff coswt dostajemy

_e B .
at)=a+ o sinwt
Krzywa te, dla a =1, § = 0,7 i w = 2w, wykredlono na rys. 2.

Przejscie od modelu ze zmiennymi parametrami do modelu o stalych
parametrach dla ustalonego ¢ mozna oprzeé tez na innym wyprowadze-
niu. Calkujac réwnanie (1) otrzymamy, dla t = g

tx
wtx) —w=— [ aryu(ryar
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a(t)
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Rysunek 2: Wykres wartoéci éredniej parametru przy zmianie fazy sinusoidy

Poniewaz rozwiazanie (2) jest zawsze dodatnie lub zawsze ujemne, w
zaleznodci od znaku yp, wiec z twierdzenia o wartoéci éredniej zachodzi

(i) o = ~a(e) [~ ulr)ir ©

gdzie 0 < £ < tx. Oznaczmy a(€) = &, a dla podkreélenia zaleznoéci
wyboru £ od przedziahu [0, tx] uwzglednimy to bezpoérednio w notacji
piszac @ = a(tk). Z definicji zachodzi

fé" a(7)y(r)dr ©)
Je y(r)dr
Zauwazmy, ze & jest réwne wartodci éredniej @, gdy y(7) = 1. Takze

dla stalej wartoéci a obie érednie sg sobie réwne. Natomiast w ogélnym
przypadku a # a.

&(tK) =

PRZYKLAD. Przyjmijmy a(t) = a + Bsinwt. Rozwiazaniem réwnania (1) jest
wtedy
~(at-£(conwt-1)

y(t) = voe
Wobec tego
a(t) = Jy a(y(r)dr NG +ﬂsinm)c—(ar_5(w.w_l)) .
f y(r)dr e [(erT—
f‘ sinwrc'("‘"g("“w—l))dr

_ o
seth j: e_("‘"é("““"‘))dr

wykres tej zaleznoéci, obliczony numerycznie dla tych samych wartoéci parametréw,
co w poprzednim przykladzie, przedstawiono na rys. 3. Widaé z niej, ze wartoéé
érednia @ rézni si¢ od @, a w szczegblnosci nie zbiega do a = 1, ale do wartoéci nieco
wiekszej (dokladniej réwnej 1.154). Jest to zwiazane z tym, ze funkcja podcalkowa w
liczniku nie jest symetryczna w okresie 2, ze wzgledu na wystepujaca w niej malejaca
funkcje wykladnicza.
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Rysunek 3: Zmi wartoéci éredniej parametru &(t) ze wzrostem dlugoéci ob-
serwacji. Linia przerywana wykreslono wartosci a(t).

Réznica miedzy a(t) i @(t) wynika gléwnie z tego, ze do wyznaczenia
a(t) uzywa sie tylko jednego pomiaru y(t) — przyjmujac, ze yo jest wyz-
naczone z pomiaru w chwili £ = 0. Natomiast do wyznaczenia a(t) uzywa
sie calego przebiegu y(7) dla 0 < 7 < t, z ktérego jest obliczana calka.
Przyjecie wigkszej liczby pomiaréw do wyznaczenia wspélczynnika a
w zaleznoéci (3) wplyneloby na zwigkszenie wartoéci @ w powyzszym
przykladzie, w szczeg6lnoéci dla nieduzych wartoéci t.

Powyzsze dwa przypadki reprezentuja dwie gléwne grupy metod
estymacji parametréw dla réwnai rézniczkowych: (1) korzystajacych
bezpodrednio z réwnaii rézniczkowych lub ich rozwiazan albo (2) ko-
rzystajacych z przeksztalcenia réwniania rézniczkowego do réwnania
catkowego. Pomijajac szczegbly poszczegélnych metod, czasami zwia-
zane 7 aproksymacjami i przyblizeniami, interpretacja tych metod dla
parametréw zmiennych w czasie nie bedzie si¢ zasadniczo réznila od
przedstawionych powyzej.

Podsumowujac, jezeli mierzymy dokladnie wartoéci y(t), to do wyz-
naczenia dwéch stalych parametréw yo i @ w wyrazeniu (3) wystarcza
dwa pomiary. Na przyklad z pomiaru w ¢ = (0 mozna wyznaczy¢ yo, a z
dowolnego pomiaru y(t) dla ¢ > 0 z réwnania (3) wartoéé a. Dla zmien-
nych parametréw ta ostatnia wartoé¢ bedzie odpowiadala a(t). Jednak
w celu estymacji parametréw na ogét dysponujemy wigksza liczba po-
miaréw niz dwa, a najczesciej staramy sie ich uzyskaé jak najwiecej, co
jest zwiazane z zastosowaniem metody regresji do estymacji parametréw.
Jezeli nie zamierzamy uchwyci¢ zmiennosci parametréw, a zalezy nam
tylko na wyznaczeniu wartosci éredniej, lub a z przykladu, to jak widaé
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z wykreséw, przydatnosé pomiaréw we wstepnej czeéci przedzialu po-
miarowego bedzie raczej watpliwa. Dla malych wartosci ¢ niewielka
zmiana t prowadzi do znacznej zmiany wartoSci éredniej. Bedzie si¢
to objawialo duzg niestalodcig ocen parametréw przy zmianie diugoéci
obserwacji. Natomiast dla duzych wartoéci ¢ zjawisko to zanika i nawet
przy zmianie ¢ nie zaobserwuje si¢ zmian ocen estymowanego stalego
parametru a. Z tego wzgledu, w celu zmniejszenia wplywu bledéw
pomiarowych na ocen¢ parametréw uzyskanych z estymacji nalezaloby
preferowaé wielokrotne pomiary w chwili 0 oraz na koricu przedziatu
obserwacji, albo przynajmniej po uplywie pewnego czasu, gdy wartosé
§rednia niewiele si¢ zmienia. Trudno podaé tu &cisle zalecenia, gdyz w
duzej mierze bedzie to zalezalo od struktury systemu i bledéw pomiaro-
wych.

Pewnym wyjatkiem sa parametry zmieniajace si¢ okresowo, na przy-
klad z okresem 7. Mozna je zapisaé w postaci

a(t) =a+p(t)
gdzie @ = X [T a(r)dr, & 77 p(r)dr = 0 dla dowolnego n = 1,2, ...
ip(t+T) = p(t). Wobec tego dla dowolnego ¢ = nT' dla rozwigzania
réwnania zachodzi
y(nT) = yoe™

W tym przypadku pomiary wykonywane co okres T' odpowiadaja mo-
delowi ze stalym parametrem réwnym wartosci sredniej za okres zmian.

PR2YKLAD. Dla ilustracji rozwazai popatrzmy na poréwnanie wykreséw rozwia-
zan dla stalego parametru a(t) = a i zmiennego a(t) = a + Bsinwt, a =1, §=0,1,
w = 27 na rys. 4. Widaé, ze r6znig si¢ one przede wszystkim na poczatku wykresu.
Jezeli wiemy, ze parametry zmieniajg si¢ okresowo, to najlepiej wykonywaé pomiary z
okresem jego zmian, czyli w tym przypadku dla calkowitych wartoéci t. Jezeli wiemy
tylko, ze sa to parametry zmienne, to bezpiecznie jest wykonaé pomiary dla t = 0
oraz po pewnym czasie, na przyklad w tym przypadku po ¢t = 3.

Czeste pomiary dla malych czaséw, co jest powszechng praktyka,
mogg prowadzié¢ do bigdnych wnioskéw, gdy nie przypuszczamy, Ze para-
metr si¢ zmienia. Przy dyskretnych rzadkich pomiarach mozna przyjaé
kilka pomiaréw na poczatku, réznigcych si¢ od reszty, za wartoéci od-
dalone spowodowane bledami pomiaru. Nie zawsze jednak jest to oczy-
wiste, a jezeli si¢ ich nie pominie, to oprécz gorszych ocen parametréw,
préba dopasowania modelu z doborem jego rzedu latwo moze sie skon-
czyé wyborem zbyt wysokiego rzedu, w powyzszych rozwazaniach dru-
giego zamiast pierwszego, a w ponizszym przykladzie trzeciego zamiast
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drugiego. Taka sytuacja moze doprowadzié nie tylko do grubych bledéw
w wartoéciach parametréw, ale takze do blednej interpretacji procesu,
polegajacej na przyklad na przyjeciu dodatkowych obszaréw dystrybucji
wprowadzonej substancji.

y(t)

————— a(t)=1
a(t) = 1 +0.1sin2nt

0 1 2 3 4 5 t

Rysunek 4: Poréwnanie rozwiazan réwnai ze zmiennym i ze stalym parametrem

PRZYKLAD. Model katabolizmu lipoprotein malej gestodci. Analiza kine-
tyczna transportu i metabolizmu lipoprotein jest szeroko znana metods wyznacza-
nia wspSlczynnikéw charakteryzujacych metabolizm substancjl. Szczegdlnie intere-
sujaca jest ocena wspSlczynnikéw metabolizmu lipoprotein malej gestoéci (LDL),
ktdére stanowig podstawowe Zrédlo cholesterolu we krwi. Nadmiar LDL, to Y

dmierne zwiek ie ich stezenia we krwi, moze spowodowaé odkladanie si¢ zlogéw
cholesterolu w tetnicach ukladu krazenia.

Znajdujace si¢ w osoczu krwi czasteczki LDL przenikajg przez écianki naczyn
wloskowatych do przestrzeni nuedzykomérkawej 'I}ansport. do wnetrza komérek
odbywa si¢ natomiast gléwnie za p a wyspecjali: ych receptoréw i zalezy od
wolnego cholesterolu atrz komérek. Transport receptorowy LDL jest
modyfikowany przez dodatkowe czynniki (hormony). Gléwna czgéé LDL (okolo 70%)
metabolizowanego w organizmie czlowieka pobiera watroba. Jest ona jednoczesnie
#rédlem, z ktérego zsyntetyzowane lipoproteiny o bardzo malej gestoéci (VLDL) sa
dostarczane do krwi. Po oddaniu tréjglicerydéw VLDL zmniejszaja wymiary i staja
sie czasteczkami LDL.

Z powyzszego, skrétowego opisu wylania si¢ model kompart towy transportu
i metabolizmu LDL przedstawiony na rys. 5. Obejmuje on dwa k t ty: cen-
tralny (osocze krwi) i peryferyjny (plyn nuedzykomorkowy), miedzy kuiryxm nastepu-
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je transport LDL okreslony wspélczynnikami wymiany migdzykompartmentowej k12 i
k21. Do centralnego kompartmentu wplywa nowo powstaly strumieri LDL, oznaczony
przez Ra, i wyplywa strumiefi metabolizowanego LDL (pobieranego gléwnie droga
receptorows do komérek). Strumieri wyplywajacy z kompartmentu centralnego jest
réwny FCR - m,, gdzie FCR jest ulamkowym wspdlczynnikiem katabolizmu, a m;
masg LDL w kompartmencie centralnym.

Uklad dwukompartmentowy z rys. 5 opisuje si¢ ré iami rézniczkowymi
“’"‘d_’t(‘) =~ (FCR+ k) (t) + krama(t) + Ra(?) ™
dma(t
”:t( ) = kaymy (t) — kiama (l) (8)
gdzie m; (t) jest masg substancji w pierwszym kompartmencie (osoczu krwi) w chwili
t, a ma(t) masg substancji w drugim kompart ie (plynie miedzykomérkowym)

w chwili t. Wspélczynniki wymiany migdzykompartmentowej k12 i k21 sa zwiazane
z transportem substancji przez $cianki naczyni krwionosnych. Substancja jest synte-
zowana w organizmie z szybkoscig Ra(t) i usuwana z ukladu krwionoénego (katabo-
lizowana) proporcjonalnie do jej masy w osoczu, ze wspdlczynnikiem FCR.

Rysunek 5: Model kompartmentowy transportu i metabolizmu LDL

Estymacji wspélczynnikéw F'CR, ki2 i k21 mozna dokonaé droga eksperymentu,
w ktérym LDL znaczone radioaktywnym jodem sa wstrzykiwane do krwiobiegu pa-
cjenta, a nastepnie z prébek pobieranych w ciagu kilkunastu dni wyznacza si¢ krzywg
zaniku radioaktywnoséci. Przyjmuje si¢ powszechnie zalozenie, ze wspSlczynniki FCR,
k12 i k21 sa stale, a wobec tego krzywe zaniku radioaktywnosci mozna opisaé funkcja-
mi dwuwykladniczymi o stalych wspélczynnikach. W ten sposéb proces katabolizmu
LDL sprowadza si¢ do modelu (7)-(8). W celu uzyskania mozliwie jednolitej réznicy
miedzy warto$ciami kolejno pobieranych prébek, w trakcie dwu kolejnych dni po
wstrzyknigciu znakowanego LDL, kiedy zanik radioaktywnosci jest szybki, prébki sa
zwykle pobierane czesto (w odstepach kilku godzin), a nastgpnie, w kolejnych péz-
niejszych dniach, tylko raz dziennie.

Do modelowania uzyto pomiaréw z 45 oséb przebadanych w ciagu kilku lat w
ramach rutynowych badan’. Zawieraly one od 12 do 20 pomiaréw w chwilach i, ¢2,
... tn, gdzie N jest liczba pomiaréw, przy czym cykl badania zaczynano zawsze o

'Badania te przeprowadzono w Huddinge University Hospital w Szwecji. Auto-
rzy chcieliby podzigkowaé drom L. Berglundowi, B. Angelinowi i M. Erikssonowi za
udostepnienie wynikéw badani.



godz. 8 rano. Ze wzgledu na szybki spadek funkgji mj(t), bezposrednio po impul-
sowym podaniu znakowanego LDL pomiary odbywaly sie na ogét przez pierwsze pét
doby co 2 godz., a dalej byly one wykonywane zazwyczaj raz na dob¢ o godz. 8 rano.
W ustalonym schemacie pomiaréw w wielu przypadkach brakowalo pomiaréw, stad
duzy rozrzut liczby pomiaréw N dla poszczegSlnych osSb.

Z ijmy od przyp ia, ze wspSlczynnik FCR jest staly. Przy tym zaloze-
niu do estymacji parametréw w rozwiazaniu réwnan (7)-(8) uzyto regresji nieliniowej
z minimalizacja sumy odchyleri kwadratowych bledéw

Z[cl(‘n) f1e”'t — fre? ‘]2

21 .m.h »f2

Przeprowadzono dobér rzedu modelu dopasowujac modele o jednym skladniku (pier-
wszego rzedu, jednokompartmentowe), o dwéch skladnikach (drugiego rzedu, dwu-
kompartmentowe) oraz o trzech skladnikach (trzeciego rzedu, tréjkompartmentowe).
W wielu przypadkach przeprowadzone testy statystyczne (test F, testy AIC i FPE
Akaike’go) wyraZnie wskazywaly na istotnoéé modelu o trzech skladnikach. Przyklad
dopasowania modeli o réznej liczbie skladnikéw przedstawiono na rys. 6, a w tabl. 1
podano wyniki testéw doboru liczby skladnikéw dla tego przypadku. Jak widaé,
zaréwno wykresy dopasowania jak i testy sugeruja w tym przypadku wybér modelu
o trzech skladnikach. Tymczasem interpretacja fizjologiczna takich modeli nie jest
znana.

Tablica 1: Wyniki testéw statystycznych doboru rzgdu dla przypadku przedstawio-
nego na rys. 6

rzad modelu | reszt. suma kw. | AIC | FPE F
1 11,63 38,35 | 15,51
2 3,32 24,79 | 6,00 35,09
3 1,22 14,74 | 3,04 24,18

1. Dla testéw AIC i FPE wybiera si¢ model o najnizszej wartoéci statystyki.
2. Wartoéé krytyczna testu F przy poziomie istotnoéci 0,05 okolo 4.

Badania proceséw metabolicznych wykazaly, ze czesto podlegaja one rytmom
dobowym. Poniewaz na transport receptorowy, a wigc na wartoéé FCR, ma wplyw
wiele czynnikéw regulujacych (hormony, czasy positkéw), mozna przypuszczaé, ze
rozpatrywany tu wspdlczynnik FCR moze takze podlegaé rytmom. Nie powinno to
natomiast dotyczyé wspélczynnikéw ki2 i k21 zwiazanych z transportem przez ciany
miedzykomdrkowe.

Jezeli jednak w procesie katabolizmu LDL wystepuja rytmy dobowe, to powinno
sie¢ uniknaé ich wplywu przyjmujac tylko pommry wykonywa.ne co 24 godziny, w
tym przypadku o godz 8 rano, zgodnie z Jszymi ro: i. Aby sie
o tym przekonaé, 1 J raz ystkie przypadki po pominigciu po-
miaréw wykonanych wewnatrz jednodniowego odstepu migdzy nimi. Dopasowanie
modeli jedno- i dwukompartmentowych do pomiaréw wykonanych raz dziennie dla
rozpatrywanego poprzednio przypadku przedstawiono na rys. 7. W takich przypad-
kach préby dopasowania modelu o trzech skladnikach konczyly si¢ niepowodzeniami
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Rysunek 6: Przykladowe dopasowanie modeli 1-go, 2-go i 3-go rzedu do wszystkich
pomiaréw
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wskazujacymi na nadmiarowo$é parametréw, takimi jak osobliwoéci macierzy, czy
zatrzymywanie si¢ algorytmu w ewidentnie nieprawidlowych punktach. Kéleczkami
zaznaczono na rysunku pominiete pomiary, znacznie odbiegajace od wyznaczonych
tu krzywych, a stanowiace dosyé procent ystkich pomiaréw. Pomiary
te “Sciagaja“ wyznaczana krzywa prowadzac do wystepowania trzeciego skladnika w
modelu.

Rys. 8 przedstawia unormowany i uéredniony wykres wszystkich 45 pomiaréw na
tle modelu obliczonego na podstawie pomiaréw wykonanych raz dziennie. Widaé na
nim, Ze w okresie czgstych pomiaréw w pierwszej polowie pierwszej doby (czyli w ciagu
dnia) nastepuje szybki spadek krzywej radioaktywnoéci, szybszy od wynikajacego z
modelu dla pomiaréw wykonywanych raz dziennie, sugerujacy zwiekszona wartoéé
FCR w tym okresie. Dalej krzywa wraca po 24 godzinach do poziomu wyznaczonego
przez model, aby ponownie obnizyé si¢ w polowie drugiej doby pomiaréw, o godz. 20
(jest to jedyny dodatkowy pomiar wykonywany poza godz. 8 rano innego dnia, niz
pierwszy) i powrécié z powrotem do podstawowej krzywej po jej zakoriczeniu. Wykres
ten silnie sugeruje istnienie cyklicznych dobowych zmian FCR.

Pominigcie pomiaréw wewnatrz przedzialu jednodniowego nie wplywalo znacznie
na estymowang warto$¢ F'CR, natomiast w zdecydowanej wigkszosci przypadkéw is-
totnie zmienialo oceny R121i k1. Zestawienie obliczen dla modeli pierwszego i drugiego
rzedu przedstawiono w tabl. 2. Przedstawiono w niej takze wartoéci érednie i od-

chylenia standardowe obliczone z wynikéw uzysk h dla wszystkich pomiaréw oraz
z wynikéw dla pomiaréw raz dziennie. Widac lsf.otne réznice w wartoscmx:h érednich
ocen kig i ko polaczone ze ym i ich odchylen standardowych

dla pomiaréw raz dziennie. W wynikach uzyskanych dla modelu jednokompartmen-
towego nie ma wspdlczynnikéw wymiany miedzykompartmentowej, a wartosci érednie
dla ocen FCR ze wszystkich pomiaréw i pomiaréw raz dziennie sa jednakowe, lecz
w stosunku do modelu dwukompartmentowego nieco zawyzone (obciazone). Jed-
noczeénie obliczone dla nich odchylenia standardowe sa nieco wigksze niz dla modeli
dwukompartmentowych. O mozliwych zmianach ocen k12 i k21 po odrzuceniu po-
miaréw wewnatrz okresu jednodobowego mozna si¢ przekonaé przegladajac wyniki w
tabl. 2.

3 Modele wyzszych rzedéw

W przypadku réwnania wyzszego rzedu, ktére mozemy zapisaé w postaci
réwnania wektorowego

HO_ay)  v0=v ©)

mozna przeprowadzié podobne rozumowanie o réwnoéci statych para-
metréw i wartodci dredniej, jezeli rozwiazanie daje si¢ przedstawié w
t

postaci y(t) = e Jo AT, Wymaga to, aby macierz A(t) i jej calka
byly przemienne, por np. [2], to znaczy aby zachodzilo

A@KA@&:KAM&MQ
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Rysunek 7: Dopasowanie modeli pierwszego i drugiego rzedu do pomiaréw wykony-
wanych raz dzienie. Kélkami oznaczono pomiary z pierwszego dnia.
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Rysunek 8: Uérednione i unormalizowane krzywe zaniku radioaktywnoéci
¢i(t)/ci(0) i ich odchylenia standardowe z préby. Pomiary polaczone liniami
przerywanymi. Linia ciagla jest wykresem funkcji cf(t)/cf(0) = A;exp(—ait) +
Az exp(—ast), ktérej parametry estymowano z unormalizowanych danych wyko-
nanych raz dziennie. W gérnej prawej czesci powickszenie wykresu dla pierwszych
dwéch dni z onymi odchyleniami standardowymi.
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Tablica 2: Wartoéci wspélezynnikéw estymowane na podstawie pomiaréw raz dzien-
nie i wszystkich dla modeli jedno- i dwukompartmentowych

Jeden kompartment Dwa kompartmenty
Subject z dzienmie | Wszystkie Raz dziennie Wazystkie
FCR1 FCR2 | FCRI | Ki2 | K21 | FCR2 | K12 [ K21

1 0.396 0.393 0.358 | 0.298 | 0.16 0.383 1.381 0.333
2 0.355 0.367 0.325 | 0.210 | 0.087 | 0.353 | 0.831 | 0.175
3 0.310 0.284 0.276 | 0.127 | 0.105 | 0.320 9.570 | 2.298
4 0.408 0.405 0.383 | 0.520 | 0.221 | 0.385 0.727 | 0.265
5 0.284 0.275 0.271 | 0.262 | 0.075 | 0.291 2274 | 0.421
6 0.431 0.437 0.399 | 0.385 | 0.166 | 0.418 | 1.164 | 0.318
7 0.428 0.422 0.402 | 0.516 | 0.201 | 0.429 2.240 | 0.608
8 0.412 0.411 0.351 | 0.27 | 0.166 | 0.365 | 0.824 | 0.279
9 0.331 0.334 0.319 | 0.355 | 0.100 | 0.314 | 0.279 | 0.087
10 0.309 0.311 0.297 | 0.614 | 0.217 | 0.298 0.773 | 0.255
11 0.435 0.459 0.329 | 0.298 | 0.324 | 0.328 0.298 | 0.328
12 0.281 0.272 0.286 | 1.001 | 0.289 | 0.303 6.571 1.740
13 0.309 0.318 0.286 | 0.221 | 0.111 | 0.294 | 0316 | 0.123
14 0.344 0.362 0.293 | 0.118 | 0.105 | 0.313 0.155 | 0.111
15 0.298 0.276 0.203 | 0.587 | 0.179 brak zbieznoéci
16 0.761 0.794 0.648 | 1.078 | 0.860 | 0.619 | 0.537 | 0.469
17 0.389 0.393 0.333 | 0.238 | 0.128 | 0.338 | 0.294 | 0.142
18 0.368 0.365 0.340 | 0.262 | 0.109 | 0.328 | 0.205 | 0.099
19 0.233 0.242 0.230 | 0.483 | 0.092 | 0.238 0.783 | 0.151
20 0.376 0.395 0.369 | 0.574 | 0.190 | 0.376 | 0.998 | 0.296
21 0.302 0.309 0.258 | 0.135 | 0.103 | 0.285 | 0.377 | 0.119
22 0.416 0.447 0.331 | 0.126 | 0.156 | 0.356 | 0.170 | 0.170
23 0.363 0.373 0.330 | 0.218 | 0.124 | 0.329 | 0.227 | 0.120
24 0.329 0.319 0.313 | 0.339 | 0.152 | 0.345 | 5576 | 1.146
25 0.353 0.347 0.320 | 0.234 | 0.109 | 0.326 0.333 | 0.108
26 0.336 0.308 brak zbieznodci 0.318 | 25.588 | 1.303
27 0.345 0.349 0.325 | 0.284 | 0.093 | 0.328 0.347 | 0.100
28 0.301 0.301 0.271 | 0.215 | 0.102 | 0.267 0.207 | 0.096
29 0.272 0.263 0.262 | 0.447 | 0.105 | 0.256 0.562 | 0.092
30 0.283 0.272 brak zbieznosci
31 0.326 0.328 0.229 | 0.236 | 0.234 | 0.247 | 0.353 | 0.251
32 0.263 0.267 0.238 | 0.264 | 0.140 | 0.247 | 0.414 | 0.172
33 0.269 0.277 0.206 | 0.074 | 0.107 | 0.172 | 0.048 | 0.143
34 0.286 0.286 0.261 | 0.209 | 0.105 | 0.273 | 0.469 | 0.143
35 0.508 0.470 0.397 | 0.187 | 0.217 | 0.378 | 0.201 | 0.176
36 0.287 0.278 0.269 | 0.277 | 0.084 | 0.258 | 0.232 | 0.066
37 0.483 0.499 0.458 | 1.366 | 0.636 | 0.459 1.421 | 0.646
38 0.287 0.284 0.268 | 0.194 | 0.071 | 0.263 | 0.190 | 0.065
39 0.287 0.283 0.271 | 0.251 | 0.096 | 0.296 | 3.663 | 0.485
40 0.328 0.343 0.287 | 0.198 | 0.111 | 0.321 | 0.543 | 0.164
41 0.504 0.508 0.433 | 0.236 | 0.174 | 0.448 0.357 | 0.198
42 0.257 0.244 0.256 | 0.627 | 0.175 | 0.230 | 0.314 | 0.083
43 0.420 0.404 0.373 | 0.312 | 0.166 | 0.373 0538 | 0.197
44 0.325 0.324 0.307 | 0.395 | 0.156 | 0.334 | 1.916 | 0.515
45 0.340 0.318 0.313 | 0.234 | 0.108 | 0.350 7.072 1.500

érednia 0.354 0.354 0.321 | 0.354 | 0.172 | 0.329 | 1.327 | 0.363

odch.st. 0.091 0.096 0.077 | 0.263 | 0.144 | 0.076 | 2.104 | 0.472
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Jednym z takich specjalnych przypadkéw, ktére moga czesdciej wystapié
w praktyce i kiedy przemienno$é zachodzi, jest macierz A(t) o postaci

A(t) = AL()

gdzie A jest macierza stala, za§ £(t) jest skalarna funkcja. W takim
przypadku mamy

y(0) = Ao iy, — Afry,

gdzie £(t) = % fg &(7)dr. I tu estymowany parametr staly jest wartosciq
Sredniq z okresu obserwacji. Przyjmujac £(t) = 1 widaé, ze przemiennosé
dotyczy takze macierzy stalych.

Mozemy jednak postapi¢ podobnie, jak w przypadku skalarnym, sto-
sujac metode przeksztalcenia calkowego. Scatkujmy obic strony réwna-
nia (9) w przedziale [0, tk] otrzymujac

y(t) ¥ = [ A)yr)ar (10

Calka z wektora A(7)y(7) po prawej stronie réwnania jest réwna wek-
torowi z calek z elementéw tego wektora.

Korzystajac z liniowosci operatora catkowania mamy po prawej stro-
nie tej réwnosci do czynienia z caltkami typu

[ esurrar
0

Zalozymy, ze sygnal y;(7) jest nieujemny (lub niedodatni). Jest to
czesto spotykany przypadek w praktycznych zastosowaniach, gdy sygnat
opisuje zmiany masy lub stezen substancji. Korzystajac z twierdzenia o
wartoéci fredniej mozemy powyzszg calke zapisaé w postaci

" ety = asteste) [ ws(rrar

gdzie 0 < &;j(tk) < tk. Oznaczmy przez @;j(tx) = aij(&ij(tk)) wartosé

srednia wazona z zakresu zmiennosci parametru a;;j(t) w przedziale [0, t ]

zdefiniowang nastepujaco
a;;(tk) = MMM_T

Y o* vis()dr

Zauwazmy, ze dla y;(1) = 1 zachodzi &;;(tx) = % é" a;j(T)dr =

aij(tk), czyli wtedy érednia wazona jest réwna zwyklej éredniej.
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Mozemy teraz zapisaé réwnanie (10) jako
- tx -
¥(tx) =vo+ Alt) [“y(hir  Atx) =AEW0) ()

gdzie E(tx) = {&j(tx)}ij=1,.,m jest macierza wspéiczynnikéw o wy-
miarze M x M. Wyznaczenie macierzy A(tx) jest teraz mozliwe tylko
wtedy, gdy zawiera ona nie wigcej niz M niezaleznych parametréw.

Aby przejéé do dalszych rozwazain przypomnimy, jak wyglada rozwia-
zanie ukladu réwnan rézniczkowych ze zmiennymi parametrami. Roz-
wazymy uklad (9) opisany jednorodnym réwnaniem rézniczkowym ma-
cierzowo-wektorowym o zmiennych wspélczynnikach, gdzie A(t) jest ma-
cierza M X M. Zalozymy, ze wspdlczynniki sa funkcjami ciaglymi. Jego
rozwigzanie ma postaé

y(t) = ®(t)yo (12)
gdzie ®(t) jest macierza tranzycyjna spelniajaca réwnanie
%ft) —AWBW)  B(0)=I (13)

Przyjmijmy teraz, ze parametry réwnania zmieniaja si¢ cyklicznie w
czasie, czyli ze zachodzi
A+T)=A() (14)
gdzie T jest (zasadniczo najmniejszym) okresem zmiennoéci wspdtczyn-
nikéw. Rozwiazanie réwnania (9) ma postaé (12), gdzie $(t) spelnia
réwnanie (13).
Ze wzgledu na (14) mamy

di’(fi:'_T) = A(t+T)®(+T) = A()B(t +T)

skad ®(t + T') jest takze rozwiazaniem réwnania (13), z warunkiem po-
czatkowym ®(T'). Z wlasciwosci macierzy tranzycyjnej wiemy, ze ®(T')
jest nieosobliwa i wobec tego istnieje jej odwrotno$é. Zauwazmy, ze
macierz W(t) = ®(t + T)®1(T) spelnia réwnanie (13) z warunkiem
poczatkowym ¥(0) = I. Ze wzgledu na jednoznacznoéé rozwiazania
réwnania (13) musi zachodzié ¥(t) = ®(t), skad

®(t+T)=3(t)®(T) (15)
a po przedluzeniu rozumowania

B(t +nT) = ()" (T) (16)
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oraz
y(t +nT) = 2(t)2"(T)yo 7
Jak widaé, rozwiazanie réwnania (9) jest iloczynem macierzy ®(t) pow-
tarzajacej si¢ periodycznie oraz pewnej potegi macierzy stalej &(T"). Do
jego wyznaczenia wystarczy znaé¢ macierz tranzycyjna ®(t) na odcinku
0<t<T.
Dla t = nT mamy
y(nT) = "(T)yo
Z poprzednich rozwazaii wiemy, ze istnieje pewna stala macierz A, dla
ktérej zachodzi
B(T) = AT (18)
Przedstawmy macierz ®(t) w postaci
B(t) = B(t)e Alehrt = P(t)eAt
gdzie
P(t) = B(t)e At (19)
Zachodzi teraz
P(t+T) = 8t + T)e AT = $(1) B(T)e A AT =
= ®(t)erTe ATe At = B(t)eAt = P(t)
wigc macierz P(t) jest funkcja okresowa o okresie T. Zauwazmy, ze
P(0) = ®(0) = I, skad P(nT) = I. Zwréémy tez uwage, ze réwnosé
e~At=AT — ~ATg—At wynika 7 przemiennoéci macierzy AT i At.
Podstawiajac wyrazenie dla ®(t) do rozwiazania (12) otrzymujemy
tak zwane rozwiqzanie Flogueta [3]

y(t) = P(t)ertyo (20)

Jest ono iloczynem macierzy okresowej o okresie T', macierzowej funkcji
wykladniczej i wektora warunkéw poczatkowych. Podobnie jak w przy-
padku jednowymiarowym dla t = nT" zachodzi

y(nT) = eAnTyo

a wigc pomiary wykonywane co okres odpowiadaja rozwigzaniu o stalych
parametrach.
PRZYKLAD. Rozwazmy réwnanie (9) z macierza wspdlczynnikéw

cost
A(t) = [ 1+ 21+_‘.m _01 ]
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Jest to macierz okresowa z okresem T' = 2w. Latwo obliczamy, ze

A@r)= o /o "A@)= [ e ]

Skorzystamy teraz z dwéch wzoréw, por. np. (2]:

1. Dla nieosobliwej macierzy S

=g .
eszs - SezS 1

(21
2. Jezeli macierz Z jest diagonalna
z1 0 0
0 2z 0
Z= .
: 0
0 0 zZM
to zachodzi
et 0 .- 0
0 €2 ... 0
= . (22)
: . . 0
0 0 ... M

Poniewaz macierz A (2r) - 2r mozna rozlozyé nastepujaco
2r 0 _|10 2r 0 1 0
2r =2r [~ | % 1 0 27 -1
10 ] [ 1 0 ] =[ 1 o]
11 -1 01
wiec zgodnie z (21) i (22)
0 e 0 1 0]_
1 0 e -3 1|

el(?v)-?f - [
ad 0
%(eﬁt — e—h) e—h-

Z drugiej strony, réwnanie (9) z powyzsza macierza A (t) daje si¢ rozwiazaé, gdyz
mozna je rozdzielié na dwa réwnania skalarne, przy czym w pierwszym z nich nie
wystepuje druga zmienna

i zachodzi

O -

dyi(t) _ cost
@ U argmpn®

Jego rozwiazanie ma postaé

¢ -sin
n(t)= C;ocf"(lh WM cloet MR HH = g6t (24 sint)
gdzie c10 = ¢jo/2 jest dowolna stala. Drugie réwnanie ma postaé
dya(t
W0 g, 0) - e
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a jego rozwigzaniem jest
-t t 2. 1
y2(t) = caoe™ + croe’ (1 + Feint—¢ cost)
Mozemy to zapisaé nastepujgco

e'(2 +sint) 0 ] [ c10 ]

y(t) = [ e(1+ Zsint— L cost) et 0

Na to, aby wystepujaca tu macierz byla macierza ®(t) musi zachodzié¢ #(0) = I
Tymczasem, oznaczajac t¢ macierz przez ¥ (t) otrzymujemy

-1
o [14] el 8][4 1]
Wstawiajac teraz ¥~ (0)¥(0) do wyrazenia dla y(t) otrzymujemy
€ (2+sint) 0 10 0
vty = [ e‘(l+§(sint—§cost) e ] [ 4 ] [ i1 ] [ 2: ] =

_ %e'(2+sint) 0 Y10
T | 3€'(1+ Esint— tcost)— Zet et Y20

L ]

gdzie Y10 = 2¢10 1 Y20 = C20+ %cm. Macierz przed wektorem wspélczynnikéw jest dla
t = 0 macierza jednostkowa, czyli jest macierza ®(t), wiec

®(2r) = [ %(ehei',-z-) o ]

Sledzac rozumowanie latwo zauwazyé, ze @(27) mozna przedstawié w postaci

®(2r) = "

1 0
A= [ 08 1 ]
Wobec tego A # A(2r) i A # A(27).

W tym przypadku w punktach okresowosci rozwiazanie daje si¢ przed-
stawié w postaci €A™, jednak macierz A nie jest réwna wartosci §red-
niej A(2mn), ani tez nie jest réwna wartosci fredniej wazonej A(2mn),
chociaz jest to spowodowane tylko nieodpowiednioécia jednego elementu
macierzy, lewego dolnego.

Jak widaé, w ogblnym przypadku modeli wyzszego rzedu estymujac
stale parametry zamiast zmiennych mozemy uzyska¢ wartosci, ktére byé
moze w jakis sposéb daja pojecie o zakresie, w jakim moga si¢ znajdowaé
prawdziwe parametry, ale nie muszg one odpowiadaé jakim$ intuicyjnie
wyobrazalnym charakterystykom, jak na przyklad wartosé érednia para-

gdzie

metru.
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4 Zakonczenie

W pracy rozwazono zagadnienie estymacji stalych parametréw modelu
w postaci réwnania rézniczkowego jednorodnego, gdy w rzeczywistosci
sg one zmienne, w ograniczonym zakresie. Wskazano na przykladach, ze
estymowane parametry moga odpowiadaé wartodciom z zakresu zmian
parametréw, bedacymi wartosciami érednimi lub érednimi wazonymi li-
czonymi od poczatku przedzialu do chwili obserwacji, ale po uplywie
pewnego czasu maja tendencje do stabilizacji. Przyklad podany dla
ukladu wielowymiarowego wskazuje, ze sytuacja w tym przypadku jest
bardziej skomplikowana i interpretacja estymowanych wartoéci statych
nie zawsze jest oczywista. To zagadnienie wymaga jeszcze dalszych ba-
dan.

Przy wiekszej liczbie pomiaréw, porniary wykonywane zbyt wczeénie
nie tylko powoduja duzg zmiennoéé uzyskiwanych ocen parametréw, lecz
mogg doprowadzi¢ do wyboru modelu o zbyt wysokich rzedach, jezeli
z powodu nieznajomo$ci rzedu jest on dobierany metodami statysty-
cznymi. Ten wynik podwaza stosowang praktyke planowania ekspery-
mentéw z duza liczbg pomiaréw w okresie szybkiej zmiennoéci wielkodci
mierzonej.

Szczegblna pozycje wéréd parametréw zmieniajacych si¢ w ograni-
czonym zakresie stanowia parametry z okresowa zmiennoécia. Do esty-
macji wartodci §rednich mozna w takich przypadkach uzywaé pomiaréw
wykonywanych co okres zmiennoSci.

W pracy przedstawiono kilka przykladéw, w tym przyklady prakty-
czne, wskazujace na istotnosé tej tematyki. Jednak potrzebne sa dalsze
badania symulacyjne, ktére moglyby by¢ inspiracja dla dalszych badan
teoretycznych. W szczegdlnosci dotyczy to modeli wielowymiarowych.
Z praktycznego punktu widzenia istotne jest tez opracowanie testéw
zmienno$ci parametréw.
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