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Zastosowanie wybranych metod
uczenia maszynowego w finansach

1 Wprowadzenie

Rozwdj systeméw informatycznych utatwit gromadzenie duzych zbioréw danych dotycza-
cych rynkéw finansowych. Wazne stato si¢ nie tylko efektywne przechowywanie takich da-
nych, ale takze ich analiza, zdolnos$¢ interpretacji i wyciagania potencjalnie uzytecznych i
zrozumiatych dla cztowicka wnioskéw. Wykorzystanie peinej informacji zawartej w tych
zbiorach oraz sformutowanie ukrytej w nich wiedzy zwykle przekracza mozliwosci percepcji
cztowieka. W zwiagzku z tym powstato zapotrzebowanie na nowe metody i narzedzia informa-
tyczne, ktére moga pomdc czlowiekowi w odkrywaniu wiedzy z danych. Duze znaczenie zy-
skaly metody uczenia maszynowego wykorzystujace informacje zawarte w dostarczonym
zbiorze przyktadéw.

Baza danych zawierajaca historyczne dane rynkéw finansowych moze by¢ wykorzysta-
na do utworzenia tzw. przyktadow danych wejsciowych oraz odpowiadajacych im danych
wyjsciowych. Para przyktadu danych {wejscia,, wyjscie,} opisuje przyktadowe zachowanice
si¢ okreslonego procesu na rynkach finansowych. Zebrane takie pary historycznych danych
opisuja dany proces rynkéw finansowych. Zaktada si¢, ze takie same lub podobne przyczyny
(dane wejsciowe) powoduja taki sam lub podobny skutek opisany przez dane wyjsciowe. Za-
sada ta daje nam podstawy do przypuszczenia, ze pojawienie si¢ takich samych lub podob-
nych danych opisujacych wejscia spowoduje takie same lub podobne wyjscie w przysztosci.

Wiele zagadnien zwiazanych z zarzadzaniem inwestycjami finansowymi moze by¢ zali-
czone do jednej z dwéch kategorii probleméw obliczeniowych:

= aproksymacji funkcji lub
= klasyfikacji zbioréw.

Zagadnienia dotyczace predykeji finansowych szeregdw czasowych nalezg do kategorii
aproksymacji funkcji. Szeregi czasowe s podstawg do scharakteryzowania obserwowanego
zlozonego zjawiska i do predykcji przysztych stanéw tego zjawiska. Poprzez obserwowane
zjawisko rozumiemy tutaj ztozony system, ktérego stan (lub stany) mogg by¢ obserwowane w
postaci szeregu czasowego (lub szeregéw czasowych). Do takich systeméw mozemy zaliczy¢
systemy ekonomiczne, a obserwowanymi stanami takiego systemu sa stopy procentowe.

Predykcja oraz ch¢¢ (albo czgsto potrzeba) zrozumienia przesztosei sktania nas do po-
szukiwania praw, ktére wyjasniajq istot¢ zachowania si¢ obserwowanego zjawiska. W przy-
padku, gdy s3 znane deterministyczne réwnania opisujace zjawisko, to rozwigzanie tych réw-
nan pozwala okresli¢ stan zjawiska na podstawie warunkéw poczatkowych. W przypadku,
gdy nie sg znane réwnania opisujace obserwowane zjawisko, a jeste$my zainteresowani w
predykcji stanéw przysztych, musimy okresli¢ zaréwno reguty rzadzace zjawiskiem (mode-
lowanie matematyczne) jak i aktualny stan. W tym rozdziale ograniczymy si¢ do przypadku
drugiego, tzn. gdy nie sa znane réwnania opisujace interesujace nas zjawisko, a poszukiwane
reguty opisujace dynamike tego zjawiska muszg by¢ uzyskane z przebiegu historii tego zjawi-
ska. Dodatkowo, teoria informacji pozwala wyjasni¢ pewne cechy charakterystyczne dla ob-
serwowanego zjawiska.

Zagadnienia np. poréwnywania akcji firm, wyboru branzy do inwestowania, czy tez
oceny wiarygodnos$ci kredytobiorcy naleza do kategorii klasyfikacji zbioréw. W problemie
klasyfikacji dysponujemy zbiorem obiektdw (lub przyktadéw) - czyli zestawem danych wej-
$ciowych, nalezacych do pewnej klasy, klasa objektu jest okreslana jako wartos¢ wyjsciowa.
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Kazdy obiekt jest opisany przez skonczong liczbe arrybutéw (cech) wraz z okreslonymi war-
tosciami tych atryburéw (wartosci cech).

Takie problemy moga by¢ rozwiazywane metodami tzw. inreligencji kompurerowej (lub
tzw. sztucznej inreligencyi). Metody sztucznej inteligenciji, takic jak sztuczne sieci neuronowe
pozwalaja na konstrukcje modelu - typu black box - symulujacego zjawisko, zas metody in-
dukcyjnego uczenia maszynowego pozwalaja na opis zjawiska w postaci skonczonej liczby
regut w postaci JEZELI ... TO .... W obu przypadkach zalezy nam na narzedziach pozwalaja-
cych wyjasni¢ obserwowane zjawisko, przy czym w przypadku regut otrzymane przestanki w
sposdb jawny opisujg zasady podejmowania decyzji.

W czesci 2 przedstawiono analize finansowych szeregéw czasowych, ktérych zréditem
s nieliniowe syslemy dynamiczne, analiza ktérych prowadzi do mozliwosci wykorzystania
elementéw chaosu deterministycznego do predykeji. Rozwazania rozpoczeto od analizy li-
niowych systeméw dynamicznych, nastgpnie przedstawiono problem rekonstrukcji przestrze-
ni stanéw dla systemdéw dynamicznych z punktu widzenia teorii informacji, rozwazono takze
zastosowanie sztucznych sieci neuronowych do predykcji standw szeregdw czasowych.

W czedci 3 ograniczono si¢ do zagadnient uczenia nadzorowanego, w ktérym tworzone
s opisy klas zawierajacych przyktady posiadajace pewne wspdlne wtasciwosci, ktére odroz-
niaja je od innych klas. Zadanie uczenia maszynowego na podstawie przyktadéw sformuto-
wano w postaci ciggu zadan czastkowych, zapisanych w postaci pewnych modyfikacji zada-
nia pokrycia. Zaproponowano metode tworzaca reguty typu JEZELI ... TO ..., prezentujace
istniejace regularnodci w przykiadach, z mozliwosécig uwzgledniania zatozenia o poprawnym
opisywaniu przez tworzone reguly ,,wigkszosci” przyktadéw uczacych.

Natomiast cz¢sé 4 poswigcono zbiorom rozmytym zaproponowanym przez Lotfi A. Za-
deha w 1965 roku jako numeryczne narzedzie do opisu niepewnosci, nieprecyzyjnosci, wielo-
znacznosci towarzyszacych nicodtacznie ludzkiej percepcji, mysleniu, méwieniu itp. W teorii
zbioréw rozmytych dowolny element moze naleze¢ do zbioru w pewnym stopniu. Stopien
przynaleznosci elementu ze zbioru U do zbioru rozmytego G jest okreslany przez funkcje
przynaleznosci o wartosciach z przedziatu [0, 1], oznaczang u;:U— [0,11. Przykladowo, poje-
cia ”mate ryzyko” i “srednie ryzyko” mogg by¢ réznie odbierane przez réznych ludzi. Kredyt
w wysokosci 55 min moze by¢ oceniany zaréwno jako maly jak tez jako $redni; moze wiec
naleze¢ zaréwno do zbioru rozmytego “maty kredyt” jak tez do zbioru rozmytego “$redni
kredyt” w réznym stopniu.

2 Elementy teorii chaosu do predykcji szeregéw czasowych

Analiza szeregéw czasowych ma trzy zasadnicze cele: prognozowanie, modelowanie oraz
analize wlasciwosci. Celem prognozowania (predykcji) jest préba doktadnego przewidywania
zmiany stanu systemu, dla krétkiego horyzontu czasowego. Modelowanie ma na celu znale-
zienie opisu zmian stanu systemu w diugim horyzoncie czasowym. Trzeci cel analizy szere-
gow czasowych stuzy do okreslenia fundamentalnych wtasciwosci, takich jak np. liczba stop-
ni swobody systemu.

Za poczatek nowoczesnych metod prognozowania mozna przyjaé prace Yulea (1927),
ktéry zaproponowat metode autoregresji do prognozowania liczby plam na storicu. W modelu
Yulea prognoza przyszlej liczby plam byta wazong suma poprzednio zaobserwowanych ilosci
plam na storicu. Przez wiele lat liniowy model Yulea, uzupetniony przez szum, byt podsta-
wowa metoda uzywang do predykcji szeregdw czasowych.

Rozwinigta metoda metody rekonstrukcji przestrzeni standw — jest to idea wykorzysta-
nia elementéw teorii systemdw (obserwowalnos¢ standéw) pozwala okresli¢ czy szereg czaso-
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wy jest opisem systemu deterministycznego czy stochastycznego (Krawczak i in. 2000;
Krawczak 2002a, 2002b; 2003a).

2.1 Liniowe modele szeregéw czasowych

Liniowe modele szeregéw czasowych sa intuicyjnie fatwe do zrozumienia oraz do zastosowa-
nia. Jednak modele liniowe zupetnie nie nadaja si¢ do opisu trochg bardziej zlozonych syste-
méw. Historycznymi pozycjami literatury dotyczacymi modeli liniowych sg prace Kotmogo-
rowa z 1941 roku i Wienera z 1947 roku, wspélczesna, ale juz klasyczna, pozycja literatury
jest ksigzka Boxa i Jenkinsa z 1976 roku.

Zatézmy, ¢ jest dany ciag zewnetrznych wejsé {e,}, kiére maja wpltyw na obserwowa-
ny szereg czasowy {x,}. Nastepnie zakladajac liniowos¢ systemu oraz obowiazywanie zasady
przyczynowosci (tzn. ze na aktualng warto$¢ x, ma wplyw zaréwno aktualna wartosé e, jak i
N poprzednich wartosci zatozonego wejscia e,.,...,e_y ) mozemy przytoczy¢ nastgpujaca
zalezno$é migdzy wejéciem i wyjsciem modelu,

N .
X, = Zb,,e,_,. =boe, the,  +-++bye,_y . 1)

n=0

Zalezno$¢ (1) zostata przedstawiona w postaci prostego liniowego systemu na Rysunku 1. W
teorii systeméw réwnanie (1) opisuje filtr, tzn. generator nowego szeregu czasowego {x,} na
podstawie szeregu {¢,} przez liniowy filtr, ktérego wspdlczynnikami sg b,,....b, . Specjalisci
od ekonometrii lub statystycy nazywaja réwnanie (1) modelem Sredniej ruchomej rzedu N,
MA(N) (Moving Average model). Fizyczne znaczenie réwnania (1) jest nastgpujace, miano-
wicie filtr uérednia kilka - kilkanascie ostatnich wartosci wejs¢.

b
:\‘ .

€N

Rysunek 1. Model $redniej ruchomej (MA)

Wsréd inzynieréw jest znane pojegcie filtru impulsowego o skoniczonej odpowiedzi (Fi-
nite Impulse Response), filtr ten charakteryzuje sig tym, ze gdy zanika wejscie po N krokach
to réwniez zanika wyjscie filtru.

Wiasnosci nowego wyjéciowego szeregu czasowego {v,} zalezg od whasnosci wejscio-
wego szeregu czasowego {e, }. Zadaniem naszym jest okreslenie takiego systemu, ktéry bylby
niezalezny od okreslonego ciggu wejsciowego. Dla systeméw liniowych odpowiedz filtru jest
niezalezna od wejscia.

Przedstawimy teraz trzy rézne, ale jednoczesnie réwnowazne, postacie modelu MA, a
mianowicie okreslone: w dziedzinie czasowej - jako impulsowa odpowiedz filtru; w dziedzi-
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nie czgstotliwose - jako gestos¢é widmowa; w kategoriach wspétczynnikéw autokorelacji. W
pierwszym przypadku zaktada si¢, ze wejscie przybiera wartosci rézne od zera dla punktu ¢,
a w pozostatych punktach wejscie jest zerowe. OdpowiedZ czasowa na wejsciowy impuls jest
dana przez wspélczynniki b, réwnania (1); tzn. dla kazdego kroku impuls wejsciowy przesu-
wa si¢, az dla =N wyjscie systemu jest réwne zeru. Ciag wspétczynnikéw b,,....h, jest
zatem odpowiedzig impulsowq systemu. Odpowiedz na konkretne wejécie moze by¢ trakto-
wana jako superpozycja odpowiedzi z odpowiednimi opéZnicniami. Funkcja przejscia modelu
doktadnie opisujc system liniowy, tzn. taki system, w ktérym obowiazuje zasada superpozycji
i wyjscie jest okreélone poprzez odpowiedZ impulsowa oraz wejscie. Czasami wygodniej jest
rozwazac filtr w dziedzinie czestotliwosci. Jezeli wejsciem modelu typu MA jest impuls, to
dyskretna transformata Fouriera wyjécia jest réwna

ib,. exp(~ z’2m1f). 2)

n=0

Gestos¢ widmowa jest dana przez kwadrat amplitudy wyrazenia:
|b0 + b2 +...+b~e‘”’”f|2. 3)

Trzecia posta¢ modelu MA, ktéra przedstawia te same informacje, jest opisywana w katego-
riach wspétczynnikéw autokorelacji, tzn. w kategoriach wartosci sredniej = E[x,| i wariancji

o = E|(x, - 1)?], W postaci

Dr = -01_—1 E[(x, - ;t)(x,_r - /‘)] - @

Wspétczynniki autokorelacji okreslaja jak bardzo dwie realizacje szeregu czasowego, oddalo-
ne od siebie o 7 krokéw, réznia si¢ od siebie w sensie wartosci $redniej. W przypadku, gdy
wejscie systemu jest procesem stochastycznym o wartosciach nieskorelowanych wzajemnie
ze sobg, tzn. Elee,]=0 dla i# j, wspélczynniki autokorelacji sa okreslone nastepujacym wy-

razeniem
N

1
——— ) b, [T1 <N
o= Z:’:gb} ; | ||11 . 5)
0H>N

Z punku widzenia teorii systeméw filtry MA pracujg zc sprz¢zeniem zwrotnym i dlate-
go sygnat wejsciowy jest przenoszony bezposrednio na wyjscic modelu. Poprzez wprowadze-
nie do modelu sprzg¢zenia zwrotnego mozna otrzymac model dynamiczny

M
=S gt ©

m=]

Taki model jest nazywany w literaturze modelem autoregresyjnym rzedu M (AR(M)) i jest
przedstawiony na Rysunku 2. W zaleznosci od zastosowan czton e, moze oznaczac albo wej-

$cie, ktdre moze by¢ w spos6b zamierzony zmieniane, lub tcz szum. W przypadku, gdy {e}
jest biatym szumcem to wspétczynniki autokorelacji szeregu wyjsciowego x, mozna wyrazié
przez wspélczynniki modelu.




[ Xt

a X1
a, + X2
Ay Xi-m

Rysunek 2. Model autoregresji

Ze wzgledu na wyprowadzenie sprz¢zenia zwrotnego kazdy wspélczynnik autokorelacji jest
rozwigzaniem odpowiedniego uktadu réwnan liniowych. Poprzez pomnozenie réwnania (6)
przez x,., a nastgpnie wyznaczenie wartoci oczekiwanej i normalizacje (Box - Jenkins,
1976), wspétczynniki autokorelacji modelu AR mozna wyznaczy¢ rozwigzujac uklad réwnan
liniowych, zwany réwnaniami Yula-Walkera:

M
Pi=Y aupPrm>0. Q)

m=l

W przeciwienstwie do modelu MA wspdlezynniki autokorelacji nie musza réwnaé sig zeru po
M krokach. Wyznaczajac transformaty Fouriera réwnania (6) mozna otrzymac nastgpujaca
zaleznosé:

wejscie (8)
1-Y" a, exp(~i2zmnf)

m=l

wyjscie =

za$ gestos¢ widmowa wyjscia jest dana jako:

! )

—i2n2f _,,,_aue—nmrr

|I —ae”V —q,e

W celu wygenerowania okre$lonej realizacji szeregu muszg by¢ okreslone warunki poczat-
kowe, ktére z reguty przyjmuje si¢ jako pierwsze M wartosci szeregu {x,}.

Nastgpnym krokiem moze by¢ polaczenie modeli AR i MA w jeden model, kt6ry jest
nazywany ARMA (M,N)

M N
X = Za,,,x,_,,. + Zb,,e,-,, . (10)

m=1 n=0

Zastosowanie przcksztalcenia z (Oppenheim-Schafer, 1989), ktére opisuje dyskretng trans-
formatg¢ Fouriera

X(2)= 3wzt (1)



pozwala uzyska¢ ciekawe wyniki. Przeksztalcenie z, na jednostkowym kole z=exp(-i27f),
ogranicza sie do dyskretnej transformaty Fouriera, natomiast na zewnatrz jednostkowego kota
przeksztatcenie z okresla stopien zbieznosci szeregu. Przeksztaicenie z wyjscia modelu AR-
MA daje nastepujace wyrazenie:

X(e)= Ax(e)+ B(o)E(:)= fff()z) £(). (12)

bez uwzgledniania warunkéw poczatkowych.

Przeksztatcenie z zastosowane do szeregu czasowego generowanego przez réwnanie
(10) moze sktadac si¢ z dwéch cztondw, pierwszy czion to funkcja rzeczywista, a drugi czton
jest zalezny od wejscia. Liczba biegundw i zer okresla liczbe stopni swobody systemu.

Uktad liniowych réwnan Yule’a-Walkera (réwnanie (7)) pozwala na wyrazenic wspot-
czynnikéw autokorelacji szeregu czasowego w Kategoriach wspéiczynnikéw modelu AR. Z
drugiej strony réwnanie (7) pozwala na estymacj¢ wspdtczynnikéw modelu AR(M) na pod-
stawie struktury obserwowanego szeregu. Estymacja wspdiczynnikéw jest wiasnie zadaniem
regresji, tzn. wyrazeniem nastepnej (przyszlej) wartodci jako funkcji M poprzednich wartosci;
tzn. wyrazenie x, jako funkeji {x_,,...,x x }.

Zadanie to mozna sformutowa¢ jako zadanie minimalizacji kwadratu biedu, tzn. para-
metry (wspétczynniki) sa okreslane w taki sposéb, Ze tworzy sie kwadraty réznicy miedzy
wyjsciem modelu i obserwowang wielkoscia i sumuje dla kazdego kroku, a nastgpnie taka
funkcje¢ biedu minimalizuje si¢ ze wzgledu na poszukiwane wspdlczynniki. Istnieja dosta-
tecznie proste metody numeryczne pozwalajace w sposéb rekurencyjny wyznaczy¢ poszuki-
wane wspétczynpiki (Box-Jenkins, 1976; Press, 1992).

Model (10) nalezy raczej traktowaé jako liniowa aproksymacije rzeczywistego systemu.
Rozwazany problem wyznaczania wspétczynnikéw modelu ARMA jest takze okreslany przez
rzad modelu (M,N). Zagadnienie doboru rzgdu modelu ARMA w ogdlnosci nie ma jedno-
znacznego rozwiyzania, zaréwno w sensie doboru wartosci wspélczynnikéw, jak réwniez
doboru liczby poszukiwanych wspétczynnikéw modelu. Istnieje kilka sposobéw doboru wia-
Sciwego rzedu modelu (Akaike, 1974), jednak giéwnym ich zalozeniem jest liniowos¢ mode-
lu oraz szczeg6lny rozktad szumu.

Rozwazane trzy rézne reprezentacje modelu ARMA, tzn. poprzez wspétczynniki, ge-
stos¢ widmowa i wspdtczynniki autokorelacji przechowuja doktadnie te same informacje do-
tyczace systemu liniowego z nieskorelowanym bialym szumem. Przy zatozeniu, ze gesto$¢
widmowa dobrze charakteryzuje cechy szeregu czasowego, to model typu ARMA jest oczy-
wiscie dobrg reprezentacja; jednak wystgpowanie prostej nieliniowosci w systemie moze do-
prowadzi¢ do bardzo zlozonej gestosci widmowej. Dwa rézne szercgi czasowe mogg mieé
bardzo zblizong szeroko$¢ pasma widma, ale te szeregi czasowe moga charakteryzowac sig
zupetnie odmiennymi cechami. Dzieje si¢ tak np. gdy poréwnujemy jeden szereg czasowy
opisujacy liniowy system zaktécony szumem i drugi nieliniowy system deterministyczny (bez
szumu) o matej liczbie stopni swobody — sa to wiasnie przyktady, do ktérych nie moga by¢
stosowane operatory liniowe.

2.2 Nieliniowe uktady dynamiczne
Rozwazmy teraz dwa nieliniowe przykiady:

» pierwszy przyklad zostat przytoczony podany w 1947 r. przez Ulama i von Neumanna
(1947). W tym przyktadzie model jest nastgpujacy, mianowicie warto$¢ nastepna w szere-



gu czasowym jest okreslana z wartosci biezacej wykorzystujac prostg aproksymacje kwa-
dratowa

X, =,1x,_,(l—x,_.). (13)

Ten model zostat spopularyzowany jako model rozwoju populacji, czesto w literaturze
wspominany jako “prosty model charakteryzujacy ztozong dynamike systemu”.

Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze nawet takie proste réwnanie dynamiki systemu generuje
bardzo ztozony szereg czasowy, na Rysunku 3 dla 500 punktéw, przyjmujac A=4.

wartosé szeregu
czasowego

Rysunek 3. Szereg czasowy generowany przez réwnanie (13)

Kwadratowe réwnanie (13) opisuje dynamike wielu systeméw, np. dynamikg przeptywu
cieczy, dynamik¢ w reaktorach chemicznych czy tez dynamike rynkéw finansowych.
Réwnanie to jest nazywane odwzorowaniem logistycznym lub tez odwzorowaniem kwadra-
towym.

12
1 —
08 I T
0 - —— ——
Sost T~
04 i 2
02} e a—— T
0 e N .
0 02 04 06 08 1 1,2
x(t-1)

Rysunek 4. Dziwny atraktor réwnania (13) dla 4=4.0

Warto zauwazy¢, ze stosunkowo proste réwnanie (13) generuje zlozony szereg czasowy.
Dla rozpatrywanego szeregu czasowego mozna okresli¢ dziwny atraktor (Peitgen i in.
1996) w nast¢pujacy sposéb, mianowicie jest wykres zaleznosei wartosci modelu x, w
chwili ¢ od poprzedniej wartosci modelu x,, w chwili ¢-1. Dziwny atraktor odworowania
logistycznego przedstawiony jest na Rysunku 4.

Warto$¢ szeregu w modelu x, w chwili 7 w sposéb deterministyczny zalezy od wartosci
poprzedniej «x, ,: parametr A jest odpowiedzialny za jakosciowe aspekty modelu (np. pa-
rametr ten wptywa na “rozwarcie” paraboli). Powyzsze zagadnienie opisuje tzw. chaos de-
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terministyczny, ktéry jest $ciSle zwiazany z wartoscia parametru A. Przyktadowo, dla
A=4, jedna wartos¢ x,, okresla dwie rézne wartodci x,, te dwie rézne wartosci sa row-
nowazne, Warto zauwazy¢, Ze jezeli znane jest potozenie punktu x_ z doktadnoscia do
pewnej wartosci parametru £, to znajomos¢ x, jest okrcslona z doktadnoscia 2¢. Taka
wyktadnicza zmiana doktadno$ci okreslenia wartosci x, zwiazana z kazda iteracjq i klasy-
fikuje zachowanie modelu jako dererministyczny chaos (Schuster, 1995).

drugi przyktad jest réwnie prosty, rozwazmy teraz szereg czasowy generowany przez réw-
nanie Mackey’a-Glassa (1977):

_ =)
X(’+l)_b):(t)+al+xr(t—:)' (14)
1,6
144
1.2 1

wartosci szertegu czasowego

Rysunek 5. Pierwsze 500 punktéw réwnania Mackey’a-Glassa

Dla przyktadowych parametrow: a=02, 6=0.9, c =10, s=18 oraz warunkéw poczatko-
wych x(0)=x(1)=...=x(18)=0.7 przebieg czasowy szeregu przedstawiony jest na Rysuku
5.

Dziwny atraktor réwnania Mackey’a-Glassa przedstawiony jest na Rysunku 6.

1,6
14}
12
1 -
o
-
Sos S5
-
06
04
02
4] + + + + + | +
0 02 04 06 08 1 12 14 16

x(t-1)

Rysunek 6. Dziwny atraktor réwnania Mackeya-Glassa



Oba przedstawione modele systemdw sa catkowicie deterministyczne, tzn. rozwdj tych
systeméw jest catkowicie okreslony przez warunki poczatkowe x, (odpowiada to szerokopa-

smowej gestosci widmowej). W przypadku modelu ARMA wystgpowanie szerokopasmowe-
go sktadnika ggstosci widmowej musi pochodzi¢ od zewngtrznego szumu oddziatywujacego
na wejscia systemu, jednak w rozpatrywanych tutaj dwéch przypadkach jednowymiarowych
system6éw odpowiada to paraboli, w pierwszym przypadku, i elipsie w drugim przypadku. W
systemach deterministycznych wiasnie nieliniowosci charakteryzuja dynamike systemow i w
takich przypadkach rozpatrywanie modeli liniowych moze by¢ bardzo ograniczone.

W literaturze dotyczacej teorii system6éw rozwazane sa dwa rodzaje systemow, pierw-
szy rodzaj to uktad kilku réwnan z niewielka liczba parametréw opisujacych obserwowane
zjawisko z pewnym “nadmiarem”; w modelach drugiego rodzaju wystgpuje bardzo mato za-
fozen, a brak wiedzy o obserwowanym zjawisku jest kompensowany wprowadzaniem duzej
liczby parametréw, ktérych znaczenie trudno jest okreslic.

2.3 Rekonstrukcja przestrzeni stanéw

Idea Yula dotyczaca predykcji w szeregach czasowych polega na tym, ze przyszia wartosé
szeregu jest okreslona przez wartodci szeregu bezpodrednio ja poprzedzajace. Model ARMA
opisany réwnaniem (10) mozna przedstawi¢ w nastg¢pujacej postaci

X=a-x. +be, (15)
gdzie

X, =[x,,x,,1,...,x,(,,41)]’ i x=[a,,a2,...,ad]/.

W przedstawionych rozwazaniach notacja jest trochg zmieniona, tzn. poprzednio uzy-
wane bylo oznaczenie M jako rzad modelu typu AR, a teraz oznaczyliSmy rzad tego modelu
przez d i jest on rozwazany jako opéznienie. W teorii informacji znany jest wptyw opéznienia
na dynamikg systemu, wptyw ten zostal zasygnalizowany przez Ruella (1980), a sam fakt
zostal udowodniony przez Takensa (1981), a nastgpnie usdci$lony przez Sauera, Yorka i
Casdagliego (1991). Idea stosowania wektoréw opdézZnien o odpowiedniej dlugosci nie jest
sposobem opisu jedynie systeméw liniowych, ale jest réwniez uzyteczna do wyeksponowania
petniejszej geometrycznej struktury systemu nieliniowego. Analizujac szeregi czasowe chcie-
libySmy wyciagna¢ mozliwie jak najwigcej informacji o obserwowanym systemie, ale bez
uprzednich zalozen o postaci réwnan. Mozemy bowiem zatozy¢, ze dane generowane sa przez
system dynamiczny, ktérego dynamikg moze opisywa¢ uktad nieznanych réwnan rézniczko-
wych.

W analizie i predykcji szeregéw czasowych rozwaza sig cztery rézne przestrzenie:

1. przestrzen stanu - jest to przestrzef uktadu réwnan opisujacych system; przestrzen ta pre-
cyzuje maksymalng liczbg stopni swobody systemu,

2. przestrzen rozwiqzan - jest to z reguty podprzestrzen przestrzeni stanu; ze wzgledu na fakt,
ze czgsto nie wszystkie stopnie swobody sa uaktywnione lub pewne stopnie swobody sa
skorelowane, wymiar przestrzeni rozwigzan moze by¢ znacznie mniejszy niz wymiar prze-
strzeni stanu; wymiar przestrzeni rozwigzan oznacza liczbg parametréw, ktére jednoznacz-
nie okreslaja system; czesto zdarza sig, ze dynamike systemu opisuje uktad réwnan ré6z-
niczkowych czastkowych, ktéry moze by¢ zastapiony uktadem réwnan rézniczkowych
zwyczajnych (Lorenz, 1963); redukcja wymiarowosci systemu jest bardzo charaktery-
styczna dla systeméw dyssypatywnych (rozproszonych): rozproszenie systemu cz¢sto mo-
ze by¢ zmniejszone do podprzestrzeni przestrzeni stanu,
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3. przestrzer obserwacji - jest to przestrzen z reguly ograniczona do jednego wymiaru; zdarza
si¢ czesto, ze jesteSmy w stanie obserwowac pewien system jako skalarng funkcje zmien-
nych okreslajacych przestrzen stanu; przyktadowo to moze by¢ wlasnie obserwowana sto-
pa procentowa, poziom bezrobocia czy tez inflacja,

4. przestrzen zrekonstruowana - jest to przestrzen otrzymana ze skalarnej obserwacji syste-
mu po uwzglednieniu obserwacji historycznych (opéznienia).

Analizujac finansowe szeregi czasowe, przy braku innych informacji mogacych mie¢
wplyw na przebieg tego szeregu finansowego, naszym zadaniem jest okreslenie jakie infor-
macje mozna uzyskac o systemie i jego dynamice na podstawie jedynie obserwacji tego sze-
regu.

Zalézmy, ze y jest wektorem stanu w przestrzeni rozwiazan, niech réwnanie
dy/dt = f(y) okre$la dynamike systemu, a obserwowana wielko$¢ szeregu czasowego bedzie
okreslona jako x, = x{y({t)). Nastgpnie oznaczmy opéZnienie przez 7, wymiar przez d , zas
wektor opéznien mozemy zdefiniowac w nastgpujacy sposéb
wektor opdznien:

X, =[x,,x,_,,...,x,_(,,_,),]l. (16)

Zalezno$¢ migdzy x i y jest nazywana zanurzeniem (embedding) przestrzeni obserwacji w
przestrzeni stanu. Zanurzenie oznacza, z¢ x zalezy przynajmniej od kilku wspétrzednych
wektora y, za§ pozostate wspdtrzgdne wektora y sa sprzgzone i jako cato$¢ maja wpltyw na
x.

Problem wykorzystania opéznien i zanurzania jest stosunkowo nowym podejsciem do
analizy szeregéw czasowych. Podejscie to gwarantuje uzyskanie doktadnej informacji o za-
chowaniu si¢ nieobserwowalnych aktualnie stopni swobody systemu, pozwala zapomnie¢ o
$cistych zatoZenia stochastycznych oraz pozwala rozwazac tylko te wielkosci, ktére sg istotne
(czyli niezmiennicze).

Analiza wlasciwosci szeregéw czasowych opiera si¢ na rozwazaniach dotyczacych
uzywanych w teorii informacji miar redundancji i entropii systemu, ktdrych podstawa jest
opis liczby bitéw, jakie nowy pomiar daje o systemie. Poczatkowe rozwazania dotycza same-
go szeregu czasowego, w oderwaniu od obserwowanego systemu, za§ w nastgpnym etapie
nalezy przeprowadzi¢ rozwazania dotyczace prognozowania i oszacowania biedu.

Ztozone szeregi czasowe (o skomplikowanym przebiegu) moga by¢ generowane za-
réwno przez stosunkowo proste (jak bylo pokazane wczesniej), jak i bardzo ztozone systemy.
Rozwazymy metody analizy wlasciwosci szeregéw czasowych, ktére moga by¢ uzywane do
okreslenia istotnych cech systemu (cech poza obserwowanymi wielkosciami) przydatnych do
analizy, modelowania i do prognoz. Postuzymy si¢ elementami teorii informacji w celu
wprowadzenia podstawowej miary predykeji dla szeregéw czasowych. Poczatki metod anali-
zy szeregéw czasowych si¢gaja prac Schustra z 1898 roku. W przypadku prostych liniowych
systemdw tradycyjna analiza spektralna jest przydatnym i dostatecznym narzedziem, ale jed-
noczes$nie inne systemy nieliniowe moga mie¢ bardzo podobne pasma gestosci widmowej.

Zwiazki migdzy teorig informacji i twierdzeniem o ergodycznosci s dos¢ dobrze znane,
ale Shaw (1981) polaczyt dynamike systeméw dyssypatywnych z teorig informacji, za$§ Fraser
(1989) uzywajac teorii informacji podat sposéb wyznaczania optymalnej wielko$ci opdznie-
nia.

Zatézmy, ze szereg czasowy x(t) zostat zdyskretyzowany na N réwnych czesci. Jezeli

n, oznacza liczbg obserwowanych punktéw i poszczegdlne wartosci szeregu powtarzaja sig
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n, tazy, to prawdopodobienstwo estymacii tej wartosci wynosi p;(x)=n,/n; (indeks 1 ozna-
cza rozwazanie jednowymiarowego rozktadu). Entropia takiego rozkladu jest okreslona przy
pomaocy tego prawdopodobiefistwa w nast¢pujacy sposéb:

N

H:(N)=_ZP1(X)10gzP1(X)- (17)

x=1

Rozwazmy zatem dwa skrajne przypadki. W pierwszym zakladamy, ze istnieje tylko
pojedyncza warto$¢ x i prawdopodobienstwo p wystepowania tej wartosci jest réwne 1,
log, p,(x) = 0. O pozostatych warto$ciach zaktadamy, ze wystepuja z prawdopodobienstwem
réownym 0. W tym przypadku nastgpny stan jest okreslony z prawdopodobienstwem 1
i nazywany jest on przypadkiem najwigkszego uporzqdkowania. W drugim przypadku roz-
wazmy wszystkie N wartodci tak samo prawdopodobnych. W tym przypadku entropia przyj-
muje maksymalng warto$¢ réwng H (N)=log, N i jest on nazywany przypadkiem najwick-
szego nieporzqdku - poniewaz kazdy stan jest tak samo prawdopodobny. Oczywiscie wszyst-
kie pozostate przypadki znajdujq si¢ pomigdzy tymi dwoma ekstremalnymi. Rozwazmy teraz
przypadek, w ktérym M stanéw szeregu czasowego jest tak samo prawdepodobnych. Ze
wzrostem N wartos$¢ entropii najpierw rosnie odpowiednio do log, N (pojawienie si¢ wszyst-
kich wartosci jest jednakowo prawdopodobne) az do asymptotycznego osiagnigcia wartosci
fog, M. W przypadku bardziej zlozonego rozkiadu prawdopodobienstwa warto$é¢ entropii
bedzie rosta do wartosci D, log, N, gdzie D <1. Wspélczynnik D, nazywany jest wymiarem
informacji (Hentschel i Procaccia, 1983).

Prawdopodobienstwo konkretnego wektora opéznieii w przestrzeni d-wymiarowej
x =[x,,x,4,...,x,_(,,_,),]' jest szacowane w podobny sposéb p, (x) =D | Catkowita entropia jest

nr
okreslana nastgpujacym wyrazeniem

N N
H(z, N):—Z--- Z~~-p,,(x,,xHV..x,_(,,_,),)logg p,,(x,,x,_,,...x,_(d_,),). (18)
&=t Eefg-gr=l

Wyrazenie (18) okresla $rednig liczbg bitéw potrzebnych do opisu szeregu czasowego.
Innym terminem znanym w teorii informacji, ktéry znajduje zastosowanie w analizie
szeregéw czasowych, jest informacja wzajemna okreslana mi¢dzy dwiema prébkami:

N

1. N)=-3 s Yloga pi(x)— 3 piseloga pr(ecs)

=l Xpp =1

X0, % e )oga pu(x, i) . (19)

Jezeli probki sa statystycznie niezalezne
P2 (X: » Xjer ) =D (X: )Pl (X:—r )
to informacja wzajemna staje si¢ réwna zeru (oznacza to, ze nie mozna wyciagnac zadnej

informacji o drugiej prébce znajac pierwsza). Jednak, gdy pierwsza prébka okreéla catkowicie
drugg prébke, tzn. H,=H,, wéwczas wspdlna informacja jest réwna entropii skalarnej
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1, = H,. Dla pozostatych przypadkéw informacja wzajemna wyznacza w bitach stopieni okre-
$lenia jednej zmiennej poprzez znajomos¢ drugiej.

Informacja wzajemna moze by¢ uogélniona na przypadek wielowymiarowy przez :
= potaczong informacj¢ wzajemna

I.l(va)=dH1(T’N)—Hd(f’N) (20)
* lub przez nadmiarowa informacj¢ wzajemna
Ri(z,N)=H,\(z,N)+ H,y(z,N)- H,(z,N). ¥3)

Nadmiarowosé okresla srednia liczbg bitdw obserwacji, ktéra moze by¢ okreslona na podsta-
wie d-1 poprzednich obserwacji. Zaleznos¢ pomigdzy potaczona informacja wzajemna i nad-
miarowoscia okresla nastgpujacy wzdér R, =1, -1,_,.

W przypadku systeméw opisywanych uktadem réwnan rézniczkowych stany przeszie
jednoznacznie okreélaja stany przyszie systemu. Jezeli liczba d jest duzo mniejsza od mini-
malnego wymiaru zanurzenia, to liczba d-1 okreslajaca poprzednie obserwacje nie jest w sta-
nie okresli¢ nastgpnej obserwacji i w takim przypadku warto$¢ nadmiarowosci dazy do zera:

Pd (xnxl—n---»xl—(d—l)r) = pl(xf )pd—l (X,-,,...,X,-(d—l)r). (22)
>H;,=H +H; > R; =0

W przypadku zas, gdy d jest duzo wigksze niz wymagany wymiar zanurzania, to nowa ob-
serwacja staje si¢ nadmiarowa, wrgcz zbedna:

Pd (xz sXpryeeey Xe-(a-1)r ) = Paa (X:-n- . ~»x:—(d—|)r) (23)
=>H,=H,, >R, =H,

Mozna pokaza¢, ze minimalna wartos¢ nadmiarowosci jest réwna minimalnemu wymiarowi
zanurzania, tzn. takiej najmniejszej wymiarowosci przestrzeni euklidesowej, w ktérej rozwia~
zania systemu (trajektorie) nic przecinaja sig.

2.4 Analiza wlasciwosci systemu

Z16dio entropii, zwanej tez entropia Kotmogorowa-Sinaia, oznaczane jest przez h(r,N) i jest
zdefiniowane jako asymptotyczny wskaznik wzrostu informacji:

h(r,N)=lim lim H, (z.N)- Ha(z,N). 24)

Pojecie zrédia entropii odnosi si¢ do dodatnich wykladnikéw Lapunowa (Ruelle, Eckmann,
1985) okre$lanymi w nastgpujacy sposéb:

II(T)z‘n'z(l)=TZ&+ 25)

Wyktadniki Lapunowa /4, sa wartosciami wlasnymi lokalnej linearyzacji modelu dynamiki
systemu, okreslaja one sredni wskaznik odchylenia osi gtdwnej od pobliskiej trajektorii. Wy-
ktadniki Lapunowa mozna wyznaczy¢ z jakobianu, badZz analizujac trajektori¢ systemu
(Brown, Bryant, Abarbanel, 1991), lub tez stosujac sztuczne sieci neuronowe.
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W przypadku, gdy wymiar zanurzania d jest dostatecznie duzy, to nadmiarowos¢ moze
by¢ okreslana jako réznica entropii skalarnej i estymowanego zrédta informacji:

R,(t,N)=H,(z,N)-h{z,N), (26)
przy czym dla matych op6znien otrzymujemy
Hq.u(0,N)=H,(z,N)= R, (0,N)=H,(N) @7
zas$ dla duzych op6znien nadmiarowos¢ dazy do zera

lim H ., (z,N)=dH,(z,N)=> Ry(=,N)=0. (28)

Warto$¢ parametru z, dla ktérego nadmiarowos¢ znika okresla granicg przewidywalnosci
zachowania si¢ systemu, tzn. horyzont przewidywalnosci systemu. Horyzont ten jest bardzo
krétki, jesli d jest mniejsze niz minimalny wymiar zanurzania. Jednak, gdy warto$¢ parametru
d jest wigksza niz wymiar zanurzania, woéwczas nadmiarowos¢ bedzie si¢ zmniejszaé znacz-
nie wolniej, a nachylenie dla matych 7 bedzie zrédlem entropii:

R(z.N)=H,(N)-(1). 29)

Zgodnie z Bonnlanderem i Weigendem (1994) réwnania (18) i (21) pozwalaja na oszacowa-
nie rozwigzania systemu oraz nastgpujacych parametréw:

® minimalnego wymiaru zanurzania,

= zrdédta entropii,

= horyzontu prognozowania,

= liczby stopni swobody,

= wskaznika zapominania warunkéw poczatkowych przez system.

2.5 Modelowanie sieciami neuronowymi

Obserwacja systemu dynamicznego opisanego uktadem deterministycznych réwnan réznicz-
kowych pozwala, na podstawie obserwowanych wielkosci, tak dobra¢ wielkos¢ opéznienia
zZwigzanego z zanurzeniem, aby odtworzy¢ liczbg stopni swobody systemu. Wartosci odtwo-
rzonych zmiennych pozwalaja uzyska¢ doktadne prognozy. Przedstawimy teraz procedure
uzyskiwania doktadnych prognoz w szeregach czasowych generowanych przez determini-
styczny system.

Prawdopodobnie najprostszym rozwigzaniem zagadnicnia prognozo-wania jest utwo-
rzenie bazy danych z historycznych ciagéw {x,,....x_,} o dtugoéci d - ciagi te tworzaq wzorce
wejsciowe i odpowiadajace tym ciagom stany nastgpne {X,}’ czyli wyjscia. Analiza nowego
ciagu o dlugosci d polega na przeszukaniu bazy danych i znalezieniu takiego wzorca, kt6ry
jest “najblizszy” rozpatrywanemu, po czym przyjmuje si¢ jako prognoz¢ odpowiedni stan
nastepny wystgpujacy po tym wzorcu. Znalezienie najblizszego wzorca wymaga przechowy-
wania wszystkich zarejestrowanych wzorcéw w pamigci. W przypadku sztucznych sieci neu-
ronowych wiedza o systemie przechowywana jest w wagach polaczen migdzy neuronami,
a poszczegdlne wzorce moga by¢ odtworzone dopiero po procesie uczenia sieci.

W przypadku wystgpowania danych z szumem, zadanie poprawiania jakosci prognozy
mozna uzyska¢ usredniajac po sasiednich punktach. Wystepuje tutaj jednak tzw. dylemat od-
chylenia wariancji (Geman, Bienenstock, Doursat, 1992) polegajacy na uwzglednianiu matej

15



liczby sasiadujacych punktéw do usredniania — w wyniku prognoza jest ciagle obarczona
szumem (duza wariancja, mate odchylenie standardowe). Natomiast uwzglg¢dnienie zbyt duzej
liczby punktéw sasiadujacych do usredniania pozwala uzyska¢ prognoz¢ zbyt stabilng (wa-
riancja moze dazy¢ do zera, a odchylenie standardowe staje si¢ duze).

W liniowym modelu Farmera i Sidorowicha (1987) do predykcji szeregéw czasowych
wystepuja dwa zasadnicze parametry, mianowicie parametr okreslajacy liczbg sasiadéw k
oraz liczbg opdznien d. Prognozowanie w oparciu o modele liniowe czg¢sto daje poprawne
rezultaty - wyjasnieniem tego faktu moze by¢ lokalna liniowos¢ kazdej podprzestrzeni. W
takich modelach, zwanych takze lokalnymi, wszystkie obserwowane wielkosci szeregdéw cza-
sowych musza by¢ przechowywane w pamigci (komputera), gdyz wielkosci te stuza do pro-
gnozowania, a dodatkowo do tworzenia nowych modeli w kazdym nastgpnym kroku.

Rozwazymy teraz modele, w ktérych tylko raz jest konstruowana (modelowana) po-
wierzchnia zanurzona w przestrzeni opéznien. W pracach Yule’a (1927) zaproponowano, aby
ta powierzchnia bylta zwykla hiperptaszcyzna. W koncu lat siedemdziesiatych zostaty zapro-
ponowane pierwsze prace ostabiajace takie zatozenie dla modeli typu AR, mianowicie Gran-
ger i Anderson (1980) wprowadzili iteracje drugiego rz¢du migdzy mierzonymi wejsciami
x,x; (model bilinearny), zas Tong i Lim (1980) rozdzielili przestrzen wej$¢ na dwie podprze-
strzenie i rozwazali dwa modele typu AR — tzw. modele autoregresyjne (Threshold AutoRe-
gressive models). W ostatnich latach popularne sa takze inne modele np.: MARS (Multivaria-
te Adaptive Regression Splines} wprowadzone przez Friedmana (1991). Zupetnie inne moz-
liwosci daja sztuczne sieci neuronowe.

Sieci neuronowe sa czgsto uzywane do klasyfikacji, tzn. dany jest zbidr wzorcéw
wprowadzanych jako wejscia do sieci, a zadanie polega na przyporzadkowaniu kazdego wej-
scia do odpowiedniej klasy. Inne bardzo wazne zastosowanie sieci neuronowych to regresja
nieliniowa, w tym zastosowaniu zadanie polega na znalezieniu gtadkiej interpolacji pomigdzy
punktami. W zastosowaniu sieci neuronowych do szeregéw czasowych informacja o obra-
zach (wzorcach) i historii tych obrazéw jest podawana cyklicznie. Poczatki wykorzystania
sieci neuronowych do prognoz w szeregach czasowych si¢gaja poczatkowych lat rozwoju
sztucznych sieci neuronowych. W 1964 roku Hu (1964) wykorzystat rezultaty prac Widrowa,
a mianowicie jego liniowa adaptacyjna sie¢ do prognozy pogody. Nastgpna era w sztucznych
sieciach neuronowych jest to okres rozwoju gradientowego algorytmu uczenia sieci, zwanego
algorytmem wstecznej propagacji bledu uczenia (backpropagation). Lapades i Farber (1987)
zastosowali taka siec i tego typu algorytm do uczenia sieci opisujacej zalezno$¢ pomigdzy
wyjsciem sieci (nastgpny punkt w szeregu czasowym) a wejsciem sieci (czyli sekwencja po-
przednich punktéw szeregu czasowego). Do eksperymentu uzyli oni szereg czasowy genero-
wany przez generator komputerowy. Nastgpnie Weigend, Huberman i Rumelhart (1990)
okredlili pewne warunki, ktére powinna spetnia¢ sie¢ do prognoz rzeczywistych szeregéw
czasowych.

Podobnie jak w modelach stochastycznych (ARMA), tukze sie¢ neuronowa musi “znac”
histori¢ calego szeregu czasowego. Najprostszym sposobem wprowadzenia historii szeregu
czasowego do sieci neuronowej jest wprowadzanie ciagdw dunych (o odpowiednie dlugosci -
opdZnienie) na wejscie sieci neuronowej. Warto wspomnied, ze sie¢ neuronowa bez ukrytej
warstwy neurondéw jest réwnowazna modelowi AR. Znane sq sieci, w ktérych wprowadzono
opéznienie (Lang, Waibel, Hinton, 1990) oraz inne modyfikacje sieci, ktérych celem jest
wprowadzenie ztozonych wag (potaczen migdzy neuronami) w celu zawarcia jak najwigcej
informacji w potaczeniach migdzy neuronami.

Algorytm uczenia wielowarstwowych sieci neuronowych - algorytm wstecznej propa-
gacji jest algorytmem gradientowym i wyznacza jedynie lokaine minima blgdu uczenia. W
zaleznosci od zainicjowanych wartosci wag polfaczen sieci otrzymuje si¢ rézne rozwigzania.
W pracach Krawczaka (1994, 1998, 1999a, 2000a, 2002a, 2002b, 2003a) przedstawiono no-
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wy algorytm uczenia tej klasy sieci neuronowych. W najwigkszym skrécie idea nowego algo-
rytmu polega na potraktowaniu procesu uczenia sieci jako szczegélny przypadek zagadnienia
sterowania optymalnego. W tych pracach wykorzystano ide¢ programowania dynamicznego i
aproksymacji funkcji zwrotnej (poprzez zastosowanie metody kontynuacji). W nastgpnych
pracach Krawczaka (2001a, 2002a, 2002b, 2003a) opracowano nowy algorytm uczenia sieci
neuronowych nazwany heurystyczinym algorytmem programowania dynamicznego. Algorytm
ten daje okoto 70 % pewnosci, Ze otrzymane rozwigzanie jest rozwigzaniem globalnym ucze-
nia sieci neuronowych.

2.6 Obserwowalno$é stanéw systemu dynamicznego

W ciagu ostatnich kilku lat obserwujemy zainteresowanie teorig chaosu deterministycznego
do analizy i predykcji finansowych szeregéw czasowych. Jednoczesnie analizowane sg moz-
liwosci obliczeniowe sztucznych sieci neuronowych.

Jak juz przedstawiano wczesniej, stan systemu dynamicznego y(k) mozna przedstawié

jako funkcj¢ stanéw poprzednich y(k—1),y(k-2), ..,y(k-~) okreslonych w chwilach w
chwilach k -1,k -2,.., k=N, zalezno$¢ ta moze by¢ przedstawiona w nast¢pujacej formie:

(k)= NN (y(k ~1), ylk =2),.., y(k ~N)) (30)

gdzie NN przedstawia funkcj¢ nieliniowg, kiéra moze by¢ zrealizowana np. przez wielowar-
stwowag sztuczng sie¢ neuronowa.

Zadanie wyznaczenia liczby N okreslajacej jak wiele historycznych danych jest wyma-
ganych do wyznaczenia wartosci stanu systemu y(k).

Rozwazmy zagadnienie obserwowalnosci stanéw syslemu dynamicznego. System li-
niowy mozna opisaé nastgpujacymi réwnaniami:

()= Ax(e)+bulr) [€3))
Y1) =ex(t)+dv(e) (32)

gdzie x okredla stan a y jest obserwowanym wyjsciem systemu, zas u i v 0znaczajg stero-
wania. Macierz A oraz wektory b, ¢ i d oznaczajg parametry systemu. W rozwazanym przy-
padku nalezy zatozyé, ze wejscie systemu nie jest znane, wigc niech b=0. Dyskretna wersja
systemu (31)-(32) moze by¢ przedstawiona nastgpujaco:

x(k +1)=Ox(k) (33)
yk)=exlk) (34)
gdzie k =ndr i @=exp(A4t). Zadanie obserwowalnosci stanéw systemu polega na odpowie-
dzeniu na pytanie: czy znajomo$¢ obserwowanego wyjscia systemu y(k) pozwala okresli¢

stan systemu x(k). Dla systemdéw liniowych mozna okresli¢ macierz obserwowalnosci
¥(h, 8), ki6ra okresla obserwowany wektor wyjsé

yk)=¥(10)x(k) 35)
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i ktéra pozwala okredli¢ wyjscia na podstawie wartosci poprzednio obserwowanych wyjsé
systemu

yk)=rO" ¥ [y(k = N),- yk = 1) (36)
przy zalozeniu, ze macierz ta jest odwracalna, a N jest wymiarem systemu.
Zadanie obserwowalnosci moze by¢ takze okreslone dla systemdw nieliniowych, roz-
wazmy nast¢pujaca dyskretng posta¢ systemu dynamicznego:
x(k +1)= F(x(k)) 37
y(k)=clxk)) (38)

gdzie F jest nieliniowa funkcja opisujaca dynamik¢ systemu, natomiast ¢ okresla funkcjg
wyjéciowa. Zgodnie z twierdzeniem Takensa (1981) okre$lamy wektor stanéw historycznych

[k =1).y(k=2), -,y =T (39)
ktéry pozwala okre$li¢ wektor stanu systemu w chwili &
x(k)=Plyk -1), y(k=2),--, vk ~T)] (40)
i w rezultacie

(k)= NN (F, e, [y =1), y(k =2), -, y(k - T)T ) (1)

gdzie NN jest modelem szeregu czasowego w postaci sieci neuronowej. Réwnania (36) i (41)
maja podobna strukturg, przy czym réwnanie (41) nie mozna wyrazi¢ z postaci analitycznej.
Liczba T okresla wymiarowos¢ problemu zanurzonego w problemie oryginalnym. Zgodnie z
twierdzeniem Takensa (1981) (takze Peters, 1994) liczba T spetnia nastgpujacy warunek:

T>2D+1 42)

gdzie D jest wymiarem fraktalnym szeregu czasowego (Schuster, 1995).

Twierdzenie Takensa nie podaje jaka posta¢ ma mie¢ zaleznos¢ (41), zatem mozna wy-
korzystaé wielowarstwowe sieci neuronowe posiadajace whasnosci aproksymowania funkcji
nicliniowych (Hornik, Stinchcombe, White, 1989).

Rozwazmy wektor wejsciowy x(k)=[x(k—1),x(k ~2), x(k~T)[ sieci neuronowej NN
dajacy nstgpujace wyjscie

#(k)= NN (. %(k)) @3)
gdzie przez w okreslone sq wagi polaczen migdzy neuronami. Proces uczenia sieci neurono-

wej polega na wyznaczeniu wartodci tych wag w taki sposéb, aby nasigpujacy wskaznik
uczenia sicci osiggal warto$¢ minimalng:

min -3 (+0) - NN (. 50) (44)



Jak pokazalismy wielowarstwowe sieci neuronowe mozna stosowac do rozwigzywania
zagadnien zwiazanych z predykcja stanéw systeméw nieliniowych. Jak juz pokazalismy w
sekcji 2.2, wiele nieliniowych réwnan rézniczkowych (lub réznicowych) moze generowaé
chaotyczne szeregi czasowe (np. Schuster, 1995).

Mozemy zatem zatozyc, ze zlozone przebiegi szeregéw czasowych (zwlaszcza finanso-
wych szeregéw czasowych) moga by¢ generowane przez dynamiczne systemy nieliniowe,
ktérych analityczna forma nie jest nam znana. Przyjmujac takie zalozenie mozemy wykorzy-
sta¢ elementy teorii chaosu do analizy systeméw dynamicznych na podstawie obserwowa-
nych szeregéw czasowych (Krawczak, 2000, 2001, 2002a, 2002b, 2003a). Dzi¢ki pracom
Ruella (1981) i Takensa (1981) istnieje metoda do analizy szeregéw czasowych zwana meto-
dq zanurzania szeregéw czasowych. Metode t¢ mozna zilustrowaé rozwazajac wykresy par
x(k) i x(k+1) rozwazanego szeregu czasowego. W przypadku rozwazanego wczeéniej réw-
nania logistycznego (réwnanie 13) wykres takich par przedstawiony jest na Rysunku 4. Za$
w przypadku réwnania Mackeya-Glassa (14) wykres takich par jest przedstawiony na Rysun-
ku 6.

Takie zanurzone wykresy nazywane sa dziwnymi atrakiorami. Jeszcze raz warto zauwa-
zy¢, ze chociaz wykresy odpowiednich szeregéw czasowych sg bardzo ztozone, to wykresy
odpowiednich dziwnych atraktoréw nie sa skomplikowane. Gtéwna idea polega na tym, ze
znajac punkt x{k) atraktora mozemy w prosty sposéb znalezé dobra estymacje nastepnego
punku x{k+1) lezacego na atraktorze, chociazby przez zwykla interpolacj¢. Podobna zasadg
mozna takze stosowaé dla wielowymiarowych atraktoréw.

Gtéwna cechg systeméw dynamicznych okreslanych jako systemy chaotyczne jest duza
wrazliwosé rozwiazan ze wzgledu na warunki poczatkowe. Wyznaczenie wyktadnikéw Lapu-
nowa pozwala oceni¢ stan systemu dynamicznego, to znaczy wykladniki Lapunowa okreslaja
czy nastepny punkt dziwnego atraktora jest punktem zbieznym czy rozbieznym (Wolff, Swift,
Swinney, 1985).

W tym celu nalezy wyznaczy¢ tzw. gééwny lub dominujgcy Sredni wyktadnik Lapunowa
zdefiniowany jak nastgpuje:

ln+l

L= log, 2L 5)

n—

gdzie n oznacza numer prébki, a I jest odlegtoscia euklidesowa migdzy dwoma sasiadujacy-
mi trajektoriami atraktora. Jezeli wyktadniki Lapunowa sg dodatnie to rozwazany system ma
charakter systemu chaotycznego, w przypadku gdy wyktadniki Lapunowa sa ujemne - to sys-
tem jest stabilny, zas w przypadku gdy wyk}adniki te sa réwne zero - to zachowanie systemu
charakteryzuje cyklicznos¢.

Nastepny parametr okre$la miar¢ przewidywalnosci stanéw systemu dynamicznego (lub
tez przewidywalnoséci nastgpnych wartosci w szeregach czasowych). Parametr ten nazywany
jest wykladnikiem Hursta (Peitgen, Jurgens, Saupe, 1996; 1970). Wyktadni Hursta mozna
wyznaczyé w nastepujacy sposéb: dla szeregu czasowego (1), x(2),..., (k — 1), x(k) reprezen-
towanego przez k punktéw, wybierana jest liczba p spelniajaca nastgpujacy warunek
10 < p <k/2; nastgpnie rozwazany szereg czasowy jest podzielony na k/p czesci. W nastep-
nym kroku wyznaczany jest maksymalny zakres wartosci kazdej czesdci, jak réwniez wyzna-
czane jest odchylenie standardowe calego szeregu czasowego w celu wyznaczenia nastgpuja-
cych wartosci dla kazdej czgsci



. = (largest_value—smalles(_value) 46)
! standard_deviation ’

Nastepnie wyznaczany jest $redni wspétczynnik rs dla wszystkich czgsci

p
rs = ins,- . a7
P iz

Nastepujaca réwnanie okre§la zaleznoé¢ $redniej wartosci wspétczynnika rs 1 wyktad-
nika Hursta H :

rs=(p/2)". “48)

Wyktadnik Hursta przyjmuje wartosci migdzy 0.0 i 1.0. Rozrézniamy dwa gléwne za-
kresy wartodci wyktadnika Hursta: jezeli 0.5< H <1 to zachowanie systemu okreslamy jako
zachowanie state — w takim przypadku stany systemu dynamicznego sa przewidywalne; jezeli
0<H <0.5 to rozwazany system ma charakter probabilistyczny. W przypadku, gdy H =0 to
kazda warto$¢ szeregu czasowego bedacego wyjsciem systemu dynamicznego zmienia kieru-
nek, natomiast dla H =0.5 wartosci szegu czasowego sa zupelnie przypadkowe; jezeli za$
H =1 to stany systemu dynamicznego sq catkowicie deterministyczne.

Znana jest zaleznos$¢ migdzy wymiarem fraktalnym szeregu czasowego i wykladnikiem
Hursta, zaleznos¢ t¢ przedstawia nastgpujace proste réwnanie:

D=2-H. (49)

Dzigki tej zaleznosci mozna wyznaczy¢ wymiar wejs¢ sieci neuronowej, czy tez wymiar
podprzestrzeni zanurzenia, okreslony przez (42)

T>2D+1.

W celu wyznaczcenia przedstawionych powyzej parametréw szeregu czasowego nalezy
zkonstruowa¢ model dziwnego atraktora, np. w postaci wiclowarstwowej sieci neuronowe;j.
W przypadku znajomoéci wymiaru fraktalnego atraktora mozemy wyznaczy¢ powyzsze pa-
rametry w oparciu o twierdzenie Takensa okre$lajace gérne ograniczenie wymiarowosci prze-
strzeni zanurzone;j.

Wydaje sig, ze moze by¢ bardzo interesujaca analiza szeregéw czasowych ze wzgledu
na wartosci, jak i znaki gtéwnego wyktadnika Lapunowa, bowiem znak tego parametru okre-
§la character zachowania si¢ systemu dynamicznego.

W tej sekcji przedstawiono wyniki dotyczace analizy i predykcji szeregéw czasowych,
szczegdlng uwage zwrécono na wykorzystanie elementéw teorii informacji, zastosowanie
wielowarstwowych sieci neuronowych, wykorzystanie elementéw teorii chaosu dctermini-
stycznego do rekonstrukcji lokalnych wartosci rozwiazania (jeéli rozwazamy system dyna-
miczny jest wolny od szumu). Rozwazono jedynie wielowarstwowe sieci jednokierunkowe,
znane sa jednak wyniki dotyczace rekurencyjnych sieci neuronowych pozwalajacych wyzna-
czanie stanu systemu dynamicznego w obecnosci szumu (Mozer, 1994). W pracy Krawczaka
(2003a) przedstawiono nowy algorytm uczenia wiclowarstwowych rekurencyjnych sieci neu-
ronowych pozwalajacy wyznaczac ,,prawie” globalne wartosci minimum bigdu uczenia (teu-
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rystyczny algorytm programowania dynamicznego). Wydaje sig, ze algorytm ten moze znale-
z¢ zastosowanie przy predykcji finansowych szeregéw czasowych.

3 Indukcyjne uczenie na podstawie przykladow

3.1 Wprowadzenie

W tej czgsel ograniczono si¢ do zagadnien uczenia nadzorowanego, w ktérym tworzone sg
opisy klas zawierajacych przyktady posiadajace pewne wspélne wiasciwosci, ktére odrézniajg
je od innych klas. Zadanie uczenia maszynowego na podstawie przyktadéw rozumiane jest w
pracy w sposob przedstawiony ponizej.

Przyjmijmy, ze dysponujemy duzym zbiorem danych, np. dotyczacych klientéw ban-
kéw i udzielonych im kredytéw. Dane w nich zawarte dotyczg parametréw klientéw, ktérym
udzielono kredytéw oraz historii sptacania przez nich kredytéw. Kazdego klienta mozna opi-
sa¢ przy pomocy wybranego zbioru cech, takich jak np. ,,aktywa”, ,,debety na koncie”, ,,rocz-
ny przyrost dochodéw”, ,,branza kredytobiorcy”, ,,wysokos¢ kredytu”, ,,okres sptaty” itp. Wa-
runek zwigzany z dang cecha mozna zapisa¢ w postaci (,,cecha” = ,warto$¢ cechy”), np.
(.,zdolno$¢ kredytowa” = ,,dobra”). Przykiadem nazywa si¢ koniunkcj¢ warunkéw zwigza-
nych ze wszystkimi cechami okreslonymi dla danego klienta.

Cechy opisujgce przyktady mogg by¢ réznego typu. Najczesciej stosuje si¢ cechy typu:

= liczbowego, ktérych dziedziny stanowig liczby, np. cecha ,,wielko$¢ kredytu” moze
przyjmowaé wartoéci: 10, 20, 50 mln. zt.

= nominalnego nieuporzqdkowanego, ktérych dziedziny sa zbiorami nieuporzadkowany-
mi, tzn. mozemy jedynie okresli¢ dla wartosci cech relacj¢ réwnosci lub réznosci; np.
cecha "branza kredytobiorcy” moze przyjmowaé nieuporzadkowane wartosci: ,,metalo-
wa”, tekstylna”, ,,informatyczna”,

= nominalnego uporzgqdkowanego, ktérych dziedziny sg zbiorami uporzadkowanymi, tzn.
mozemy okresli¢ dla wartosci cech relacj¢ réwnosci, réznosci oraz mniejszosci lub
wigkszosci; np. cecha “roczny przyrost dochodéw” moze przyjmowaé uporzadkowane
wartosci: ,,maty”, ,.sredni”, ,,duzy”.

Zbior takich przyktadéw, ze wzgledu na wartosci wybranej cechy (zwanej cecha decy-
zyjna) mozna podzieli¢ na roztaczne klasy. Zakiada si¢, ze liczba i rodzaj wszystkich cech
wybranych do opisu przyktadéw wystarczaja do dokonania takiego podziatu. Przez klasg ro-
zumie si¢ zbidr przyktadéw majacych t¢ sama wartos¢ cechy decyzyjnej. Np. cecha decyzyjna
.»zdolnosé kredytowa™ z wartosciami ,,dobra”, ,,zta” okreéla dwie klasy. Pierwsza klase¢ sta-
nowig kredytobiorcy, ktérych zdolno$¢ kredytowa jest dobra, drugg tacy kredytobiorcy, kté-
rych ta zdolnos¢ jest zta.

Na podstawie zbioru tak opisanych przyktadéw (zwanego zbiorem uczqcym) metody
uczenia maszynowego tworza opisy rozpatrywanych klas. Opis klasy wyrazany jest na ogét w
postaci regul majacych postaé wyrazen logicznych typu:

"JEZELI  spetnione sq okreslone warnnki wiqzane z cechami

TO zachodzi przynaleznosé do danej klasy™;

drzew decyzyjnych;
lub tez w postaci odpowiednio dobranych wag potaczef w sieciach neuronowych i ich struk-
tury.
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Niektére z metod uczenia maszynowego przystosowane sg do analizy danych liczbo-
wych, przyktadowo metody oparte na sieciach neuronowych, metody statystyczne takie jak
analiza regresji i metody grupowania, czy tez metody oparte na analizie wzorcéw. Przed za-
stosowaniem tych metod w przypadku, gdy dysponujemy danymi nominalnymi, nalezy doko-
na¢ skalowania nominainych danych. Moze to prowadzi¢ do niepozadanych wynikéw, po-
niewaz metody te interpretuja odlegtosci i zaleznosdci pomigdzy warto$ciami, ktére nie maja
zadnego znaczenia przy numerycznej reprezentacji symboli. Metody tworzace drzewa decy-
zyjne (Quinlan 1993), sieci Bayesowskie (Kruse i inni 1991), (Pearl 1988) lub tez podejscia
bazujace na logice pracujg dobrze zaréwno z symbolicznymi danymi jak tez z majacymi dys-
kretny, skoficzony zbiér wartosci. W przypadku danych ciaglych, wymagane jest wigc okre-
Slenie dla nich skoniczonej liczby przedzialéw zmiennoéci.

Reprezentacja opisu klasy w postaci regut uznawana jest za bardziej czytelng dla czto-
wieka niz inne reprezentacje. Czes¢ warunkowa reguty bedzie okreslana w postaci koniunkcji
warunkéw okreslonych dla wybranego podzbioru cech opisujacych przyktady, a czes¢ decy-
zyjna bedzie okreslata przynalezno$¢ przyktadu spetniajacego te warunki do danej klasy.
Przyklad takiej reguty przedstawiono ponizej:

JEZELI (,aktywa” = ,,wigksze od 1 000 000$”) A (,,debety na koncie” =,,brak”) TO
(,»zdolnos¢ kredytowa” = ,,duza”)

Tworzone reguty powinny spetnia¢ pewne dodatkowe wymagania. Mozna np. wyma-
ga¢, aby poprawnie opisywaty wszystkie przyktady ze zbioru uczacego nalezace do danej
klasy i nie opisywaty zadnego przyktadu do tej klasy nie nalezacego.

Ze wzgledu na fakt, ze w rzeczywistych zbiorach danych pozyskanych w wyniku osza-
cowania, testéw, wywiadéw z ekspertami itp. moga istnie¢ bledy, nie zawsze nalezy wyma-
gac, aby reguty byty doktadnie dopasowane do przyktadéw uczacych, ale mozna przyjac, ze
powinny poprawnie opisywac ,,wigkszos¢” przykladéw nalezacych do rozpatrywanej klasy i
nie opisywac ,,prawie wszystkich” przyktadéw do tej klasy nie nalezacych. Powinny réwniez
mie¢ minimalng dtugos$¢, np. w sensie liczby warunkéw tworzacych regulg lub tez tacznej
waznosci warunkéw wystepujacych w regule (z punktu widzenia przyjetego kryterium).

Istnienie nieprecyzyjnych, nierozréznialnych przyktadéw w rzeczywistych zbiorach
danych jest istotnym utrudnieniem w procesie uczenia, W takim przypadku mozna poddaé
dane obrébce wstgpnej, prébujac poprawia¢ w nich bledy, modyfikujac cechy stosowane do
opisu przyktadéw, usuwajac przyktady sprzeczne, itp. Mozna réwniez rozpoznawac¢ bledy juz
w trakcie procesu uczenia i nastgpnie prébowac je usuwac.

Reguly, o ktérych byta mowa wyzej, mozna tworzy¢ stosujac rézne metody uczenia
maszynowego. Wiele znanych algorytméw uczenia maszynowego przystosowanych jest do
analizy wytacznie niesprzecznych przyktadéw. Istnicjace tradycyjne procedury tworzenia
regut decyzyjnych z przyktadéw klasyfikacji stosuja nastgpujace strategie dziatania:

®  tworza minimalny zbidr regul, opisujacy wszystkie przykitady uczace, tzn. spetniajacy
warunek spéjnosci,

= tworza wyczerpujqcy zhior regul, ztozony ze wszystkich mozliwych regut,

*  tworzg zbidr "najsilniejszych” regut, ktére nie musza opisywac wszystkich przykladéw

uczacych.

W innych systemach uczacych si¢ stosowane sa specjalne techniki postepowania, np.
przedwczesne zatrzymanie procesu uczenia zanim zostanie znaleziony kompletny opis klasy
(to znaczy poprawnie opisujacy wszystkie przykiady uczace), redukcji drzew, odrzucania z
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wygenerowanych regut sktadnikéw odnoszacych si¢ do zbyt malej liczby przykiadéw, prefe-
rowanie w procesie uczenia pewnych skiadnikéw (np. cech, przyktadéw), analiz¢ wyjatkéw,
upraszczanie utworzonego opisu itd.

Powstaty tez zupelnie nowe podejécia, kiére szczegdlnie sprawdzaja si¢ w przypadku
niepetnych i niepewnych danych. Sa one oparte m.in. na logikach nie monotonicznych, ra-
chunku prawdopodobienstwa, teorii zbiordw rozmytych wprowadzonych przez Zadeha, czy
tez teorii zbioréw przyblizonych Pawlaka.

W teorii zbioréw rozmytych (Zadeh 1981) dowolny element moze naleze¢ do zbioru w
pewnym stopniu. Trzeba pamigta¢, ze rozmytos¢ nie oznacza przypadkowosci. Przypadko-
wos¢ mozna utozsamia¢ z niepewnoscia, czy element nalezy czy tez nie nalezy do zbioru, a
wigc z brakiem wiedzy. Natomiast rozmyto$¢ dotyczy samego stopnia przynaleznosci ele-
mentu do zbioru, polega na braku jednoznacznie zdefiniowanych granic zbioréw rozmytych,
ktére mogg si¢ czgsciowo pokrywalé. Rozmyto$é polega na tym, ze ten sam element moze
naleze¢ réwnoczesnie do kilku zbioréw rozmytych, z réznym stopniem przynaleznosci. Zbio-
ry rozmyte sg stosunkowo wszechstronng technika inteligentnego przetwarzania informacji.
Ich podstawowa funkcija jest przetwarzanie informacji podanej w formie jakosciowej, w tym
pojg¢ leksykalnych.

W teorii zbioréw przyblizonych (Pawlak 1991) przyklady nierozréznialne za pomoca
zbioru wybranych cech tworzg tzw. zbiory elementarne. Poniewaz nie zawsze jest mozliwe
dokladne zdefiniowanie danego zbioru przyktadéw nalezacych do wybranej kiasy decyzyjnej
za pomocg elementarnych zbioréw nierozréznialnych, wprowadzono pojgcie zbioru przybli-
zonego. Zbior przyblizony jest reprezentowany w postaci pary poj¢é, zwanych dolnym
i gérnym przyblizeniem tego zbioru. Dolne przyblizenie jest suma wszystkich zbioréw ele-
mentamych zawartych w danym zbiorze przykladéw, a gérne przyblizenie jest sumg tych
zbioréw elementarnych, ktére maja elementy wspélne z danym zbiorem przyktadéw. Réznica
pomigdzy gémym i dolnym przyblizeniem tworzy tzw. brzeg danego zbioru i zawiera przy-
ktady, ktére nie moga by¢ jednoznacznie zaklasyfikowane. Zastosowanie podejécia opartego
na teorii zbioréw przyblizonych pozwala na uzyskanie w procesie uczenia dwéch typéw regut
elementarnych: dokladnych i przyblizonych. Reguty dokladne wiazg z dang koniunkcjg wa-
runkéw zwigzanych z cechami dokladnie jedna klasg, natomiast reguty przyblizone wskazujg
na wiele mozliwych klas. Podejécie to wzbudzito duze zainteresowanie na $wiecie, znalazto
wiele interesujacych zastosowan.

Mozemy wyrézni¢ kilka rodzajéw zastosowan zbioréw regut decyzyjnych, uzyskanych
na podstawie danego zbioru przyktadéw. Moga by¢ one uzyte do klasyfikacji nowych przy-
ktadéw, nie nalezacych do zbioru uczacego, dla ktérych nie jest znana przynalezno$¢ do kla-
sy. Prognoza taka jest realizowana w wyniku sprawdzania spelniania warunkéw w czgsciach
warunkowych wszystkich regut, a w przypadku sytuacji nie jednoznacznych, (gdy jest spet-
nionych kilka regul Jub tez nie jest spetniona zadna z nich) uwzglgdniany jest np. stopien do-
pasowania do klasy. W tym przypadku reguty stang si¢ czg¢écia systemu klasyfikujacego. Pre-
ferowany jest wigc kompletny zbidr regut opisujacych wszystkie przykiady uczace, a kryte-
rium oceny takich regul staje sig jak najwyzsza doktadnos¢ klasyfikacji nowych przykiadéw.

Reguty moga by¢ réwniez uzyte do uzyskania nie znanych wcze$niej w sposéb jawny
informacji o istniejacych w zbiorze danych zaleznosciach. Moga poméc zrozumie¢ i wyjasnié
istniejace zaleznodci pomigdzy cechami czy tez definicjami klas decyzyjnych. W tym przy-
padku kazda reguta jest rozpatrywana indywidualnie jako mozliwa reprezentacja interesujg-
cego wzorca, czy lez jakiejs istniejacej zaleznosci pomigdzy cechami. Kryteria ocen takich
regut moga by¢ wielorakie i rozwazanie ich razem nie jest prostym zadaniem.
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W rozdz. 3.2. zadanie uczenia maszynowego na podstawie przykladéw sformutowano
w postaci ciagu zadan czastkowych, zapisanych w postaci pewnych modyfikacji zadania po-
krycia (Szkatula 1995). Zaproponowano metodg tworzacg reguly typu JEZEL! ... TO ..., pre-
zentujgce istniejace regularnosci w przyktadach, z mozliwoscia uwzgledniania zatozenia
0 poprawnym opisywaniu przez tworzone reguly ,wigkszo$ci” przykladéw uczacych. Prze-
prowadzone eksperymenty obliczeniowe pokazaty, ze przedstawiona metoda z powodzeniem
moze by¢ zastosowana w zagadnieniach praktycznych.

3.2 Opis zastosowanego podejscia

W tej czesci zatozono, ze cechy stosowane do opisu przykladéw nie sa tak samo wazne i
mozna wprowadzi¢ wspétczynniki waznosci dla kazdej cechy i dla kazdej wartodci, ktéra
moze dana cecha przyjmowac. Wigksze/mniejsze wartosci wspélczynnikéw beda wiedy od-
powiednio korzystne/niekorzystne z punktu widzenia rozpatrywanego kryterium. Wspdtczyn-
niki te bedg okreslaty pewng preferencje cech, ktéra begdzie uwzgledniana przy tworzeniu re-
gut. Reguty, zawierajace wigcej warunkéw zwigzanych z cechami preferowanymi, powinny
lepiej opisywac zbidr przyktadéw, z punktu widzenia rozpatrywanego kryterium.

Mozna uwzglednia¢ rézne kryteria, przyktadowo wigksza wiarygodnos¢ czy tez istot-
nos¢ danych danego przypadku i przy wspdlpracy z ekspertami zastosowa¢ dla okre$lenia
wspétczynnikéw waznosci np. podejscie AHP (Analytical Hierarchy Process) (Saaty 1980).
Przyktadowo, bardziej wiarygodna bedzie reguta zawierajaca warunki zwiazane z cechami
mniej podatnymi na btgdne okreslenie ich warto$ci i wygodniej bedzie stosowaé w praktyce
regulg, w ktérej wystgpuje tatwa do okreslenia wartos¢ cechy, niz niepewny wynik finansowy
w przysztosci (Szkatuta 1995).

Wspétczynniki mozna réwniez tworzy¢ w oparciu o analiz¢ calego zbioru przyktadéw
uczacych, w celu preferowania w procesie uczenia tych wartosci cech, ktére sa bardziej . ty-
powe” dla rozpatrywanej klasy. Utworzone reguly zawierajace preferowane wartosci cech
powinny zawiera¢ mniejsza liczb¢ warunkéw i lepiej opisywaé zbiory danych (Szkatuta
1995), (Kacprzyk, Szkatuta 1998, 1999).

Wprowadzono pojecie diugosci wazonej reguty (uwzgledniajacej wspétczynniki waz-
nosci), ktérej minimalizacja jest zgodna z naszymi oczekiwaniami znalezienia reguty krétkiej,
zawierajacej matq liczbe mniej preferowanych cech. Zadanie tworzenia regut dla danej klasy,
przedstawiono w postaci ciggu zadan czastkowych, sformutowanych w postaci pewnych mo-
dyfikacji zadania pokrycia. Zaproponowano metode heurystyczna tworzaca reguly o mini-
malnej dlugosci wazonej typu JEZELI ...TO ..., prezentujace istniejace regulamosci w przy-
ktadach, z mozliwosécig uwzgledniania zatozenia o poprawnym opisywaniu przez nie ,,wigk-
szosci” przyktadéw uczacych.

Sformulowanie problemu

Niech U bedzie niepustym, skoniczonym zbiorem przykiadéw, A={a,,.,ax} nicpustym,
skonczonym zbiorem cech. V, ={v, ,...,v].j), V., # @, jest zbiorem wartosci cechy a;, dla
j=1L.,K oraz V= ,IUA V,,. Funkcja f:UxA—V taka, ze VeelU, Va,eA zachodzi
fle.a; eV, okresla juka wartos¢ w przykiadzie ¢ przyjmuje cecha a;. Niech g(v,,)e (0))
oznacza wspéltczynnik waznodci dla cechy a;, j=1...K iwartosci v, €V, ktéra dana ce-

cha przyjmuje. Indeks r(j) okresla, jaka warto$¢ przyjmuje j-ta cecha, 1(j)€ {ji,- f;}-
Warunkiem elementarnym dla cechy a,, j=1..,K, i przyktadu e €U nazywamy wyra-

zenie postaci (a; =v,,: ¢(viy)), gdzie v, €V, , v, = fleq;), glv,,)e©)). Kazdy przy-
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ktad eeUU mozna opisa¢ w postaci koniunkcji K warunkéw elementarnych w sposéb nastepu-
jacy

X
e: j/;((lj =V,05058 Vi N 50

dlageA, v € V,,I , 8(v ) EQ]).

Uwaga:
W dalszej czgdci pracy, w podawanych przyktadach ilustrujacych omawiane pojgcia, dla
uproszczenia zapisu bgda pomijane wspétczynniki waznosci cech.

Przykiad 1.

Zgodnie z (50), klienta banku mozemy opisaé¢ np. w sposéb przedstawiony ponizej, z zasto-
sowaniem cech: @, = ,aktywa”, a,=,debety na koncie”, a,= ,roczny przyrost dochodéw”, ...,
a,,= ,status konta”, a, = ,stan konta”, a,, = ,,stan zdrowia”, a,, = ,,ryzyko wniosku kredy-

towego”.

e (a;=,brak”) A (a,=,cz¢ste”) A (a;=1%) A ... A (ay,=,kredyt sptacony”) A
(a2, ="10000 z1.”) A (a,=,2y") A (a,;=,duze”). O

Koniunkcje | warunkéw elementarnych, < X', dla wszystkich cech nalezacych do pew-
nego podzbioru cech P ¢ A, P={aj..,a;} mozna zapisa¢ w sposéb nastgpujacy

C'=,Ql(“i = V:(j)ig("zu))) (31)

gdzie I ={ji i} C{ln KY, card()=1, v, €V, g(;,)E O]
Moéwimy, ze przyklad e€U jest opisany przez koniunkcje C' jezeli Vjel zachodzi
warunek f(C',a;)= f(e,a;).

Przyklad 2.
Wré¢my do przyktadu ilustracyjnego 1. Powiemy, ze koniunkcja (a, =,,czgste”) opisuje przy-
ktad e,, za$ koniunkcja (a,=,czgste”) A (a,=,dobry”) nie opisuje przykiadu e,.

Niech przyklad ¢ bedzie opisany w postaci koniunkcji K warunkéw elementarnych
(a; = v,y 8V DA enlay = Vi 8(Vixy))» wzér (50), z ktérej wybrano [ - warunkéw,
1<K, tworzac koniunkcj¢ postaci C' = (a; = Vi BV DA @y, = v, 80 y)) , wzlr
(51), odpowiadajacq zbiorowi indekséw I ={ji,.., i} c(l,....K}.

Méwimy, ze koniunkcja C' jest réwnowazna wektorowi zero-jedynkowemu xz[x,- I,
j=L...K, takiemu, ze x; =1 jezeli warunek (a; =v,,;g(v,;)) z przyktadu ¢ wystgpuje w
koniunkcji €', a x; =0 w przeciwnym przypadku.



Przyktad 3.

Dany jest przyktad e: (a,= ,,0broty wysokie”) a («, = ,dtugi okres splaty”) A (a;= ,kredyt
wysoki”™). Wektor [0,1,1]" jest réwnowazny koniunkcji (a, = ,dlugi okres sptaty”) A (a;=
kredyt wysoki”); a koniunkcja (@ = ,obroty wysokie”) jest réwnowazna wektorowi

[1,0,0]". (|

Jezeli ze zbioru cech A wybierzemy jedna cechg a,, to mozemy ze wzgledu na warto-
$ci, ktére ona przyjmuje dokona¢ podziatu zbioru przyktadéw na roztaczne klasy. Elementy
zbioru A\{a,) nazywamy cechami warunkowymi, a ceche a, nazywamy cechq decyzyjnq.

Podziatem zbioru przyktadow U ze wzgledu na ceche decyzyjnq a, € A majaca dziedzi-
ne V,, ={v,».v,} nazywamy niepuste podzbiory przyktadéw {Uvﬂ U, U, }, gdzie

YV € Ve,

UV.m) ={ec U fle,as) =V ) (52)
oraz U, U.VU, =U, U, U, =@ daizj.

Tak wigc cecha decyzyjna dzieli zbiér przyktadéw na niepuste, rozlaczne i w sumie
tworzace caty zbiér podzbiory, ktére nazywamy klasami i ktérych opisy w postaci regut be-
dziemy tworzyé. Kazda klasa zawiera przyklady nierozréznialne migdzy soba za pomoca ce-
chy decyzyjnej, to znaczy przyktady majace taka sama warto$¢ cechy a, .

Przyktad 4.

Wrécémy do przyktadu ilustracyjnego 1. Jezeli za ceche decyzyjna przyjmiemy cechg a, =
Iyzyko wniosku kredytowego” z wartodciami, ktére moze ona przyjmowac: ,mate”, ,,$red-
nie”, ,,duze”, to okresli ona trzy klasy: klasa U.,,. bedzie zawierata klientéw, dla ktérych
ryzyko jest mate, U.,,,. begdzie zawierata klientéw, dla ktérych ryzyko jest srednie a klasa
U4 bedzie zawierata klientéw, dla ktérych ryzyko jest duze. 0

Przyktady ec U nalezace do klasy U, , nazywamy pozytywnymi dla tej klasy i ozna-
czamy

POS,(U, ) ={eeUsf(e.a) =v,q } (53)

a pozostate przyktady nie nalezace do tej klasy, dla ktérych nie istnieje w zbiorze przyktadéw
pozytywnych przyktad o takich samych wartodciach wszystkich cech ze zbioru A\{d,}, na-
zywamy przyktadami negatywnymi dla tej klasy i oznaczamy

NEGA(U, )={e€ U :f(e.a,)# v, i Ve€ POS,WU, )
da, € A—{aq}, fle,a;) # f(e,a;)}. (54)

Nalezy zauwazyé, ze zachodzgq nastgpujace  zaleznosci POSAWU, )#D,

NEGA(U‘,W):#@, POS\(U, ) mNEG,‘(U‘,(M):Q.
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Zbiory tak okreslonych przyktadéw uczacych (z ich podziatem na klasy) sa punktem
wyjscia w procesie uczenia maszynowego, w wyniku ktérego, uzyskuje si¢ opisy rozpatrywa-
nych klas u, w postaci regut.

Regulg elementarng dia rozpatrywanej klasy nazywamy wyrazenie logiczne postaci JE-
ZELI spetnione sq okreslone warunki TO zachodzi przynaleznosé do danej klasy; w ktérym
poprzednik reguty zawiera koniunkcje warunkéw zwiazanych z podzbiorem cech wybranych
do opisu przyktadéw. Regute elementarng dla klasy U, mozemy zapisal w postaci

rul( C'v,ay): JEZELL C' TO (a4=v,0y) (55)
gdzie koniunkcje C! okresla wzér (51).

Przyktad 5.
Wréémy do przykiadu ilustracyjnego 4. Prosta regule dla tego przypadku przedstawiono po-
nizej

JEZELI (a,=,niewielkie”) A («,=,czgste”) TO (ay=,duze”). O

Reguta dla klasy U, »oznaczana RULW, ), jest zbiorem regut elementarnych typu

(55) do tej klasy. Mozna ja réwniez zapisaC w postaci dysjunkcji (oznaczanej “U") regut ele-
mentarnych do tej klasy

JEZELI C"0..C" TO (a;=v,4) (56)

I c{l.,K},l=1...L, C" =4 (@; =8 ) s Viginy € Ve, -
i

Indeks #(j.) okresla warto$¢, jakg przyjmuje cecha a; w koniunkcji /.

Tworzone reguty powinny spetnia¢ warunek spdjnosci, tzn. rozréznia¢ przyktady nale-
zace, od nie nalezacych, do danej klasy oraz by¢ minimalne, tzn. usuni¢cie dowolnego warun-
ku z czgsci warunkowej reguty, spowodowatoby nie spetnienie warunku spéjnosci. Zbidr re-
gut elementarnych bedziemy nazywali kompletnym, jezeli jest niepusty i skoficzony oraz dla
kazdego przykladu ze zbioru uczacego istnieje, co najmniej jedna reguta, ktéra go opisuje.
Minimalnym zbiorem regut nazywamy taki zbidr regul, ktéry jest kompletny i zawiera mini-
malng liczbg regut.

Utworzone reguty moga by¢ uzyte do klasyfikowania nowych przyktadéw, dla ktérych
nie jest znana przynalezno$¢ do okreslonej klasy. Przyktadowo, mozemy okreslaé ryzyko po-
jedynczego wniosku kredytowego, na podstawie znajomosci pewnych cech opisujacych kre-
dytobiorcg.

Mozna zauwazyé, ze dla koniunkcji C' utworzonej 2z [ <K warunkéw wybranych z
przyktadu ee U, réwnowazny jej K-eclementowy wektor x ma elementy x; =1, Vje/,adla
Jje{L2,..,K}\I zachodzi warunek x, =0.

Dhugos¢ wazong keniunkeji C'= Ala; =v); 8(vqp)) mozna zdefiniowa¢ w sposéb na-
j€
stepujacy

d(Cy=Y (=g, x+ > (=g, x, =

el JEIL2 KN
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(T=g () x; (57

M=

“
T

Dlugos¢ wazong regufly, ktérej cze$¢ warunkowa zlozona jest z L koniunkcji,
R =C" u..uC" zgodnie ze wzorem (56), mozna okresli¢ jako najwigksza dtugos¢ wazona

tworzacych ja koniunkcji:

do(Ch U uC™) =,r=rlla}l(_zl(C") (58)

Zadanie uczenia maszynowego mozna sformutowac nastgpujgco: na podstawie zbioru
przyktadéw pozytywnych i negatywnych dla danej klasy nalezy utworzy¢ regute¢ o minimal-
nej dtugosci wazonej

lmil]] dp(Ch u.uC™) (59)

ktéra opisuje ,,prawie wszystkie” przyktady pozytywne oraz nie opisuje ,,prawie wszystkich”
przyktadéw negatywnych dla rozpatrywanej klasy. Powyzsza minimalizacj¢ nalezy rozumiec
jako zadanie znalezienia cech, ktére wystgpuja we wszystkich koniunkcjach i okre$lenie war-
todci, ktére te cechy przyjmuja. Zadanic (59) mozna uproscic¢ do ciagu zadan czastkowych:

mind(C"), ..., mind(C") (60)

gdzie minimalizacja w kazdym zadaniu czastkowym jest rozumiana jako zadanie znalezienia
cech, ktére wystepuja w danej koniunkcji i okreslenie wartosci, ktére te cechy przyjmuja.

Opis zastosowanej metody

Reasumujac, przyjelisSmy, ze mamy niepusty, skoriczony zbiér przyktadéw U i niepusty,
skoniczony zbi6r cech A={a...ax}la,). V, ={y, ,...,vj/}, V,, #@, jest zbiorem wartosci

cechy a,, j=1..,K oraz V= U V,. Cecha decyzyjna a, ze zbiorem wartosci
jelK

Vau = (Vg -y, } dzieli zbiér U na rozlaczne klasy {Uvd ’Uvd ""’Uu }. Nalezy utworzy¢ reguty
klasyfikacji dla kazdej klasy U, — tak, aby poprawnie opisywaty "wigkszo$¢” przyktadéw

uczacych.
Przyjmijmy, ze mamy P przykladéw pozytywnych dla klasy U,. wz6r (53), zapisa-

.
(54), w postaci e" :,-2\.(”’ =V,imi 8V s n=1..,N. Indeks 1(j,p) okresla wartos¢, jaka
przyjmuje cecha «; w przykiadzie ¢”, analogicznie indeks 1(j,n).

Dla danego przyktadu e” i wszystkich przykladéw negatywnych e” tworzymy macierz
zero-jedynkowq Z . :[z,,,,], n=L.N, j=1,.,K,
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2= {1 _]:C?di Vi # Vg ©1)
0 ezl v, =vig.n

Wiersze tak okreslonej macierzy Zy.. odpowiadajg przykiadom negatywnym e, n=1,.,N,
a kolumny cechom a;,..,ax . Zachodzi warunek z, =1 jezeli cecha a; przyjmuje w przykla-
dzie pozytywnym ¢” i w przyktadzie negatywnym e" rézne wartosci; z,, =0 jezeli wartosci
te sq sobie réwne. W maucierzy nie wyst¢pujg wiersze zerowe, poniewaz dla kazdego przykla-
du pozytywnego i kazdego negatywnego zawsze istnieje, co najmniej jedna cecha przyjmuja-
ca r6zne wartosci w obu przyktadach, zgodnie z (53) i (54).

Rozwazmy przyktad e?. Kazdy zero-jedynkowy i K-elementowy wektor x okresla ko-
niunkcj¢ C', I c{l,.,K}, ztozong z wybranych warunkéw z przykladu e* w sposéb opisany
poprzednio.

Niech wektor zero-jedynkowy x =[x,,..., x4 J7 okreslajacy koniunkcje¢ C' speinia dodat-
kowo nastgpujace ograniczenia

K
Zzuj-sz}/n , n=1..,N (62)
=

gdzie ¥ =[y...¥w]" jest wektorem jednostkowym. Wtedy Vn istnieje, co najmniej jedno
jel dla kiérego z,x,21. Wnioskujac, mozemy stwierdzi¢, ze koniunkcja okreslona przez
taki wektor x nie opisuje wszystkich przyktadéw negatywnych (poniewaz zawiera co naj-
mniej jeden warunek ktéry rézni ja od kazdego przykladu negatywnego). Oczywiscie, zawsze
opisuje ona, co najmniej jeden przyktad pozytywny (na pewno opisuje przyklad e*).

Niech wektor zero-jedynkowy x =[x,,...,xx]" okreslajacy koniunkcj¢ C’ spetnia ograni-
czenia (62) gdzie ¥ = [¥i,...¥~]" jest tym razem wektorem zero-jedynkowym. Analogicznie
rozumujgc mozna stwierdzi¢, Ze koniunkcja C’ na pewno nie opisuje tych przyktadéw nega-
tywnych e, dla ktérych y, =1; moze natomiast opisywac te przyktady negatywne, dla kt6-
rych y, =0, poniewaz Vje I moze by¢ spelniony warunek z,,x;=0.

Minimalizacj¢ w zadaniu czastkowym, wzér (7,60), mozna zapisa¢

min Z(l“g(vl(j,p)))‘xl (63)
=t

xyZazd

gdzie minimalizacja w sensie szukania zbioréw indekséw 1, ...,7,, wzor (60), zostata zasty-
piona minimalizacjg ze wzglgdu na wektor x i wektor y . Znaleziony zero-jedynkowy wektor
x* minimalizujacy zadanie (63) okresla koniunkcj¢ o najmniejszej dtugosci wazonej, wzér
(57), a wektor y* okredla, ktére przyklady mogg nie by¢ opisywane przez koniunkcje, tzn.
L - N ) . .
koniunkcja nie opisuje co najmniej (%Zy,,)% przyktadéw negatywnych, wzor (62).
n={

Dlatego tez zadanie szukania reguly o minimalnej dtugosci wazonej, wzér (60), mozna

teraz zapisaé w postaci ciggu zadan czgstkowych

min d(C"), ..., . rl;?'i_f]m, d(C") 64)
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z ktérych kazde mozna zapisac jako pewna modyfikacj¢ zadania pokrycia

K
min D cix; (65)
Xy ]Tl
X
Z 25 X2V, =L, N (66)

.

M=

Y. 2N —rel 67)

gdzie c¢; =1-g(v,;,,). z€ {01}, x;e{0l}, j=1,.,K, y,e{0l}, rel 20. Parametr rel

narzuca warunek, aby tworzona koniunkcja nie opisywala, co najmniej (%(N—rel))% przy-

ktadéw negatywnych dla rozpatrywancj klasy. Przyjecie rel =0 gwarantuje, ze utworzona
koniunkcja nie bgdzie opisywata wszystkich przykladéw negatywnych (warunek spéjnosci),
przyjecie rel >0 dopuszcza, ze nie wszystkie przyktady musza by¢ nie opisane (warunek czg-
Sciowej spéjnosci).

Zadanie pokrycia jest dobrze znanym NP-trudnym zadaniem kombinatorycznym (Ga-
rey, Johnson 1979). Nicch I={l,..,N} bedzie danym zbiorem i niech P begdzie rodzing ,,ak-
ceptowalnych” podzbioréw /. Z kazdym elementem P, rodziny P, j=1..,K jest zwigzany
koszt c;.

Zagadnienie pokrycia zbioru I polega na wyborze takich elementéw rodziny P, P'c P,
dla ktérych taczny koszt jest minimalny i spetniony jest warunek, aby kazdy nel byl zawar-
ty, w co najmniej jednym elemencie rodziny P.

Zadanie okreslone przez (65), (60), (67) tym si¢ rézni si¢ od klasycznego zadania po-
krycia, ze okre$lana jest w nim dodatkowo prawa strona ograniczen (66), co odpowiada spel-
nieniu wymagania, aby ,,wi¢kszos¢” elementéw ne/ byla zawarta, w co najmniej jednym
elemencie rodziny P (a nie wszystkie clementy). Zadanie polega na pokryciu, co najmniej
N —rel wierszy macierzy Z o wymiarach Nx K podzbiorem kolumn o minimalnym koszcie.
Kazdej kolumnie 1 < j < K jest przyporzadkowany koszt c; =1-g(v,;,,). Okredlamy x; =1
jesli j-ta kolumna (z kosztem ¢;>0) nalezy do rozwigzania oraz x; =0 gdy nie nalezy. Spet-
nicnie ograniczenia (07) gwarantuje, zc ,,wigkszo$¢” wierszy (co najmniej N —rel wierszy)
bedzie opisana przez co nujmniej jedng kolumne. Ze wzgledu na sposéb konstrukcji macierzy
Z i wymaganej roziacznosci zbioréw przykladéw pozytywnych i negatywnych zadanie po-
wyZsze ma zawsze rozwiazanie dopuszczalne, jest nim wektor jednostkowy o K elementach.

W zadaniu (65), (60), (67) szukamy zero-jedynkowego wektora x* o minimalnym
koszcie oraz zero-jedynkowego wektora »* ktéry okresla opisane wiersze macierzy Z; y, =1
jezeli n-ty wiersz jest opisany przez rozwiazanie x" i y, =0 jezeli n-ty wiersz moze nie by¢
opisany. Z zatozenia, co najmniej N-rel wierszy (ktdérych liczba jest zadana przez parametr
rel 20) musi byc opisanych przez rozwigzanic x".

Przy tworzeniu regut o minimalncj dtugodci wazonej kolejno dla kazdej klasy U, ,, ,
YV € (V4 s Ve, }, mMozna zastosowaC metode /P, tworzaca reguly poprawnie opisujace
»Wigkszo$¢” przyktadéw uczacych (Szkatuta 1995).

W skrdcie, kolcjne kroki metody /7 przedstawiono ponizej.
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Chcemy utworzy¢ regute do klasy U, - Dany jest zbiér NEG,(U, ) oraz zbiér
§=POS,WU, ). Poczatkowy zbidr regut elementarnych do tej klasy, RULWU, ), jest zbio-

rem pustym, iteracja z=0, parametr rel 20.

Krok 1.
Iteracja z = z + |. Wyznaucza si¢ wspélczynniki waznosci przy wspétpracy z ekspertami lub
dodatkowo modyfikuje je analizujac zbiér przyktadéw uczacych.

Krok 2.
Znajduje si¢ najbardziej ,typowy” przyktad e* € S dla danej klasy. Okresla si¢ z-te zadanie
pokrycia, zgodnie z wzorami (65), (66), (67).

Krok 3.
Wyznacza si¢ koniunkcjg cr', tworzaca regulg elementarng rul( C,v,,, ), rozwiazujac z-te
zadanie pokrycia.

Krok 4.
Utworzong w Kroku 3 koniunkcje dotacza si¢ do zbioru, RUL(UV(”):= RULU, v

rul( C* v, ). Ze zbioru S usuwa si¢ przyktady juz opisane.

Krok 5.
Jezeli doktadno$¢ klasyfikacji przykladéow z zastosowaniem utworzonej reguty nie jest jesz-
cze wystarczajgca, powtarza si¢ Krok 1.

Kazda utworzona reguta elementarna moze by¢ charakteryzowana przez wspétczynniki,
zalezne od liczby przyktadéw opisywanych przez ta regul¢. Doktadnosciq reguty elementar-
nej bedziemy nazywati wspéiczynnik

card({e:e€ C' i fle,as)=vya)) 68)
card({e: ee C'})

HrullC! vy =

Jezeli wspétezynnik doktadnosci reguty u(rul{C!,v,4)) jest téwny 1, to reguta jest pew-
na; jesli jest mniejszy od 1, to méwimy, ze reguta jest przyblizona.
Site reguty bedziemy okreslali poprzez dwa wspélczynniki, w spos6b nast¢pujacy

Al van) = e :citfdf{lei' f(ee;;)) el 69)
s(rd(C vy)) = card({e: e€ C' i fle,a;)=v)) (70)

card({e: f(e,a,) =v))

Picrwszy wspdlczynnik jest ilorazem liczby przyktadéw prawidtowo zaklasyfikowa-
nych i kacznej liczby przyktadéw uczacych; drugi jest ilorazem liczby przyktadéw prawidto-
wo zaklasyfikowanych i liczby przyktadéw uczacych nalezacych do rozpatrywanej klasy.
Oczywiscie zachodza warunki O< ¢(rul(C',v,,y)) <1 oraz 0< s(rul(C!,v,))) < 1. Im wigcej przy-
ktadéw opisuje reguta, tym wspétczynniki maja wigksza wartosc.
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Aby zilustrowa¢ zastosowane podejécie, rozwazmy prosty przyklad przedstawiony po-
nizej.
Przyktad 6.
Mamy zbiér dziewieciu przyktadéw nalezacych do danej klasy v, (na Rysunku 7 oznaczo-

nych znakiem @) oraz zbidr dziewieciu przyktadéw nie nalezacych do tej klasy (oznaczo-
nych znakiem @). Szukamy zbioru regut elementarnych postaci (55) do rozpatrywanej klasy,
ktére poprawnie opisujg zbior przyktadéw nalezacych do klasy i nie opisuja przyktadéw, kt6-
re do tej klasy nie nalczg. Przyktadowy zbiér takich regut, ozn. rul( C%,v,y, ), z=1,...,4, przed-
stawiono na Rysunku

Zbidr regut elementarnych dla danej klasy tworzony jest iteracyjnie. W kazdym z-tym
kroku algorytmu okreslanc jest nowe zadanie pokrycia. Rozwiazaniem z-tego zadania pokry-

cia jest kolejna reguta elementarna rul(C* WViay)» Z=1,...,4, ktdra jest dotaczana do tworzone-

go zbioru rcgut.

rul(C"',v,(,,)) rul(cl;vvl(d))
e
2
2
@

rul( C"‘ Vi) )
rd(CH vy )

Rysunek 7. Zbiér przyktadéw uczacych i regut elementarnych do klasy U,
O

W literaturze zamieszczono wicle optymalnych i heurystycznych algorytméw rozwigzu-
jacych zadania pokrycia. Pierwszymi praktycznymi algorytmami byty heurystyki typu za-
chtannego (Johnson 1974), (Lovasz 1975), (Chvatal 1979). Obiecujace wyniki uzyskano sto-
sujac metody oparte na algorytmach genetycznych (Beasley 1996), jak réwniez oparte na sie-
ciach neuronowych (Croall, Mason 1991). Cickawe poréwnanie dziewigciu przyblizonych
algorytméw zawarto w pracy (Grossman, Wool 1995).

Do rozwiazania zadania pokrycia w kroku 3 zaproponowanej metody mozna zastoso-
wac rézne algorytmy. Mozna zastosowaé np. algorytm przyblizony oparty na algorytmie za-
proponowanym przcz Chvatala (1997), ktéry buduje pokrycie w sposdb sekwencyjny (Szka-
tuta 1995); lub tez algorytm genctyczny (Kacprzyk, Szkatuta 2002).

Reguty klasyfikujace mogg by¢ okreslane bezposrednio przez ekspertéw na podstawie
ich wiedzy i dodwiadczen, jak réwnicz moga by¢ tworzone z zastosowaniem metod uczenia
maszynowcgo (jak pokazano w pracy), na podstawie zbioréw zgromadzonych przyktadéw,
danych zawicrajacych informacjc o podjetych w przesztosci, w okreslonych okolicznoéciach
decyzjach oraz ich skutkach i kosztach.

Reguty takic mogg by¢ uzyte m.in. w eksperckich systemach doradczych, tzw. syste-
mach wspomagania decyzji z bazy wiedzy. Eksperckie systemy doradcze ze wzgledu na za-
kres ich zastosowan, mozna podzicli¢ na systemy diagnostyczne i systemy prognostyczne.
Systemy diagnostyczne sy narz¢dziem poznawczym do oceny juz zaistnialych proceséw i
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zjawisk ekonomicznych, moga stuzy¢, np. do oceny obecnej kondycji ekonomicznej przed-
sighiorstwa na podstawie dostgpnych i zweryfikowanych sprawozdan finansowych z minio-
nych okreséw. Systemy prognostyczne stuzg jako narz¢dzie decyzyjne pomocne przy sporza-
dzaniu planéw, sa przystosowane do przetwarzania informacji ekonomicznej podanej np. w
postaci charakterystyk czasowych. Systemy te moga by¢, zatem przydatne w badaniu dyna-
miki i tendencji rozwojowych pewnych czynnikéw ekonomiczno finansowych.
W praktycznych zastosowaniach eksperckie systemy doradcze okazaty si¢ skutecznym narze-
dziem i znajduja coraz wigksze zastosowanie w bankowosci i finansach.

4 Elementy teorii zbioréw rozmytych w uczeniu maszynowym
4.1 Wprowadzenie

Zbiory rozmyte zostaty zaproponowane przez Lotfi A. Zadeha w 1965 roku jako numeryczne
narzg¢dzie do opisu niepewnosci, nieprecyzyjnosci, wieloznacznosci towarzyszacych nieod-
facznie ludzkiej percepcji, mySleniu, méwieniu itp. Przykladem jest lingwistyczna niepew-
nos¢ jezyka naturalnego (Zadeh 1973), ktéry zawiera pojgcia nieprecyzyjne i wieloznaczne.

W teorii zbior6w rozmytych dowolny element moze naleze¢ do zbioru w pewnym stop-
niu. Stopieni przynaleznosci elementu ze zbioru U do zbioru rozmytego G jest okreslany
przez funkcj¢ przynaleznosci o wartosciach z przedziatu [0, 1], oznaczang u;U—[0,1}. Zbiér
rozmyty jest utozsamiany z funkcjg przynaleznosci do tego zbioru, ktéra okredla, w jakim
stopniu jeste$my sklonni uzna¢, ze dany element nalezy do tego zbioru. Uzycie skali liczbo-
wej umozliwia wygodne odwzorowanie stopnia przynaleznosci elementu do zbioru rozmyte-
go; poczynajac od liczby 1 oznaczajacej catkowity przynaleznos¢, do liczby O oznaczajacej
nie przynalezno$¢ do zbioru. Literatura dotyczaca zbioréw rozmytych jest bardzo liczna, se-
mantyke¢ zbior6w rozmytych opisano migdzy innymi w pracy (Dubois i Prade 1997).

Przyktadowo, poj¢cia ,,mate ryzyko” i ,$rednie ryzyko” moga by¢ réznie odbierane
przez réznych ludzi. Kredyt w wysokosci 55 min moze by¢ oceniany zaréwno jako maty jak
tez jako $redni; moze wigc naleze¢ zaréwno do zbioru rozmytego ,,maty kredyt” jak tez do
zbioru rozmytego ,.$redni kredyt” w réZnym stopniu.

Wybrane, podstwowe pojecia teorii zbioréw rozmytych przedstawiono w czg¢sci 4.2. W
czesei 4.3 krétko oméwiono zastosowanie teorii zbioréw rozmytych w zadaniu uczenia ma-
szynowego na podstawie przykiadéw, przy tworzeniu regul rozmytych.

4.2 Podstawowe pojecia teorii zbioréw rozmytych

Zbi6r rozmyty

Zbiér rozmyty jest definiowany jako zbiér elementéw z funkcjg przynaleznosci do tego zbio-
ru rozmytego, begdaca liczba rzeczywista z przedziatu od zera (catkowite nie nalezenie do
zbioru) do jeden (petna przynaleznos¢) (Zadeh 1965, 1973), (Kandel 1986), (Klir i Folger
1988). Funkcja przynaleznosci okresla, w jakim stopniu kazdy element zbioru nalezy do zbio-
ru rozmytego. Bardziej formalnie zbidr rozmyty zdefiniowano ponizej. Dla oznaczania zbio-
réw przyjmowane bedg w pracy duze litery alfabetu, zbiory rozmyte oznaczane beda dodat-
kowo znakiem ~.
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Definicja 1. Zbiér rozmyty

Niech U bedzie zbiorem. Zbidr rozmyty G w zbiorze U (inaczef nazywany podzbiorem rozmy-
tym zbioru U) jest okreslony poprzez funkcje przynaleznosci uz:U—[0)1], gdzie uz(u) okre-
sta stopieh, 7 jakim element we U nalezy do zbioru rozmytego G .

Funkcja przynaleznosci pzU—[0,1] moze by¢ dowolng funkcja odwzorowujaca zbiér U
na przedzial domknigty [0,1]. Zbiory rozmyte moga by¢ okre§lane w skoficzonych lub nie-
skonczonych zbiorach U. W literaturze stosuje si¢ inna notacj¢ dla obu przypadkéw. Jezeli
zbiér U jest dyskretny i skoficzony, Card(U) = N, wtedy zbidér rozmyty jest okreslany w for-
mie N wymiarowego wektora, ktérego elementy stanowig wartosci funkcji przynaleznosci
elementéw ze zbioru U do zbioru rozmytego.

Czasami stosuje si¢ w literaturze notacje sumy, ktéra w tym przypadku stanowi tylko
symbol oznaczajacy zbiér uporzadkowanych par: element ze zbioru U i jego stopien przyna-
leznosci do zbioru rozmytego. Znak / stanowi symbol taczacy, a nie znak dzielenia. Jezeli
U ={uy uy,...,uy } wtedy zbiér rozmyty G postaci

G = { (13 s (1)) ses (s s () ) (1)

bywa zapisywany w literaturze w postaci sumy (Zadeh 1965), (Kandel 1986)

~ N
G =u /g (wy) +ouy ()= (i | pig (ur)} (72)

i=1
lub tez w postaci zbjoru
G ={ur ! pg()ertty | ps(un)}. (73)

Jezeli zbidr U jest zbiorem nieprzeliczalnym lub ciaglym, wtedy stosowane jest w lite-
raturze inne oznaczenie, gdzie notacja _[ oznacza tylko symbol zbioru, a nie znak catki

G= Iué(u)/u. (74)
U

Niech G,H beda zbiorami rozmytymi w zbiorze U. Méwimy, ze dwa zbiory rozmyte
G, H s3 sobie réwne, gdy Vue U zachodzi zaleznos¢ ug(u) =z (u).

Zbiér rozmyty G zawiera sie w zbiorze rozmytym H | ozn. G < H , wiedy i tylko wte-
dy, gdy Vue U zachodzi zalezno$¢ ugz(u) < pp(u).

Zbiér rozmyty G $cisle zawiera si¢ w zbiorze rozmytym H wtedy i tylko wtedy, gdy
Yue U zachodzi zalezno$¢ sz (u) < pyz (u) .

W jezyku naturalnym, obok doktadnych wartosci liczbowych takich jak 5 czy tez 127,
uzywane sa pojecia nieprecyzyjne, takie jak np. ,,okoto 507, ,niemal 3.5”, ,mniej wigcej
127”. Pojgcia takie mozna zdefiniowaé w postaci zbioréw rozmytych w zbiorze liczb rzeczy-
wistych (Dubois i Prade 1978), nazywanych liczbami rozmytymi. Bardziej formalnie pojgcie
liczby rozmytej zdefiniowano ponizej.

Liczbq rozmytq w zbiorze liczb rzeczywistych R nazywamy zbiér rozmyty G, ktéry
ma ciagta funkcje przynaleznosci g ‘R — [0,1}; istnieje liczba rzeczywista ue R taka, ze
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Hzw)=1 oraz dla dowolnych u,v,weR takich, ze wu<v<w, zachodzi warunek

He(v) 2min{ g (W), uz (W)} .

Okreslanie funkcji przynaleznosci

Istnieja dwa gléwne sposoby okresfania funkcji przynaleznosci, przedstawione ponizej.

= Okreslanie wartosci funkcji przynaleznosci dla kazdego elementu zbioru. Przyktadowo,
rozpatrujac zbidr kredytobiorcéw U i zbiér rozmyty , kredytobiorcy o niskiej ptynnosci fi-
nansowej”’, musimy okre$li¢ dla kazdego kredytobiorcy ze zbioru U wartos¢ funkcji przy-
naleznosci do zbioru rozmytego.

Pryyktad 1.

Rozpatrzmy zbiér kredytobiorcéw U = {k1, k2, k3, k4, k5, k6}. Zbiér rozmyty , kredytobior-
cy o niskiej ptynnosci finansowej” w zbiorze U mozemy okresli¢ nastgpujaco: {(kl; 0.0),
(k2; 0.0), (k3; 0.1), (k4; 0.4), k5; 0.8), (k6; 1.0)}. Zapis taki oznacza, ze kredytobiorca k6 na
pewno nalezy do rozpatrywanego zbioru rozmytego, kredytobiorcy k1 i k2 na pewno nie na-
leza, a kredytobiorcy k3, k4 i k5 naleza do tego zbioru w pewnym s[l()ﬁniu.

»  QOkreslanie postaci funkcji przynaleznosci. Szukamy formalnego wyrazenia, ktére okre$la
stopiefi przynaleznosci kazdego elementu zbioru U do zbioru rozmytego.

Przyklad 2.
Niech U bedzie zbiorem liczb okreslajacych wielkosé kredytu udzielanego w min. zt. Moze-
my przyjac, ze zbiér rozmyty ,,Sredni kredyt” moze zosta¢ okreslony w zbiorze U przez funk-

cj¢ przynaleznosci dang w postaci:

0 dlau<50
"1'050 dla 50 <u < 60
Fsrednt kpeaw(U) = 1 dla60<u <90 -
10?0"‘ dla 96 < u < 100
0 dla u =100

Powiemy, ze kredyt w kwocie 55 min. zt. jest ,,$rednim kredytem” w stopniu 0.5, poniewaz
Hoesrei et (55) = 0.5, a kredyt w kwocie 90 min. zl. jest ,$rednim kredytem” w stopniu 1.0,

POMIEWAZ fhefy i greq(90) = 1.0 O
W praktyce, przy okreslaniu funkcji przynaleznosci mozna zastosowaé jedna ze zna-
nych z literatury, czgsto stosowanych typéw funkcji przynaleznosci.

Przyktad 3.

Rozpatrzmy parametr, oceniajacy stopien ryzyka, jakie moze zaistnie¢ przy transakcjach kre-
dytowych, jako liczbg z przedziatu U =[0, 1]. Jezeli chcemy opisa¢ stopien ryzyka w jezyku
naturalnym, mozemy utworzy¢ zmienng lingwistyczng o symbolicznej nazwie ,,stopiefl ryzy-
ka” z wartodciami: ,,niewielki”, ,$redni” i ,wysoki”. Kazda warto$¢, ktéra moze przyjaé
zmienna lingwistyczna okre$la pewien zbidr rozmyty. W naszym przypadku mozemy okresli¢
trzy zbiory rozmyte w zbiorze parametréw: ,,niewielki stopien ryzyka”, ,,$redni” i ,,wysoki”,
zawierajace te wartosci parametréw, ktére sa odbierane przez ludzi odpowiednio jako nie-
wielkie, $rednie lub wysokie. Aby zdefiniowaé rozpatrywane zbiory musimy dla kazdej war-
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tosci parametru ze zbioru U okresli¢, do jakiego zbioru nalezy. Subiektywno$¢ ocen ludzkich
ekspertéw moze prowadzi¢ do rozmycia granic tych zbioréw.

H niewielki  Sredni wysoki

1

0.6
0.2

— | e d

0 02 04

Rysunek 8. Funkcje przynaleznosci do zbioréw rozmytych

parameltr

Zakladajac, ze funkcje przynaleznosci do zbioréw rozmytych maja ksztalt trapezowy,
na Rysunku 8 przedstawiono ich graficzne interpretacje. Zakresy tak okreslonych zbioréw
rozmytych czg¢éciowo si¢ pokrywaja. Tak wigc np. parametr 0.4 na pewno okreéla éredni sto-
pien ryzyka (petna przynaleznos¢ do zbioru rozmytego ,.$redni” stopien ryzyka), a parametr
0.2 nalezy jednoczesnie do dwéch zbioréw rozmytych, z réznym stopniem przynaleznoéci
(nalezy do zbioru ,,niewielki” stopiefi ryzyka w stopniu 0.6 oraz do zbioru ,$redni” stopien
ryzyka w stopniu 0.2), jak pokazano na Rysunku 8. Ol

Interpretacja funkcji przynaleznosci do zbioru rozmytego moze by¢ dwojaka.

» Lingwistyczna. Funkcja przynaleznosci modeluje pewne kategorie lingwistyczne, takie jak
”przyblizony”, “dokladny” lub tez moze okresla¢ na przyktad stopien podobienstwa dane-

3

go obiektu do pewnego wzorca.

= Nie lingwistyczna. Typowym przykladem jest zwigzanie stopnia przynaleznosci z podo-
biefistwem elementu do prototypu.

Okreslanie postaci funkcji przynaleznosci do zbioréw rozmytych w zadaniach prak-
tycznych nie jest zadaniem prostym. Mozna okre$la¢ wartosci funkcji przynaleznosci bezpo-
srednio, korzystajac z wiedzy ekspertow lub tez mozna okresla¢ je automatycznie na podsta-
wie analizy danych uczacych. Kombinacja tych podejsé polega na wstgpnym okreslaniu po-
staci funkcji przynaleznoéci przez ekspertéw a nasi¢pnie na automatycznej ich modyfikacji z
zastosowaniem zbioru przyktadéw uczacych.

Metody stosujgce opinie ludzkich ekspertow

Metody stosujqce opinie ludzkich ekspertéw stosuja zazwyczaj pojgcia lingwistyczne. Eksper-
ci okreslajg stopnie przynaleznosci zaréwno pojedynczych elementéw jak réwniez zbioréw
clementéw. Wsréd metod bazujacych na opiniach ekspertéw przy okreslaniu stopni przyna-
leznosci mozna wyrézni¢ migdzy innymi pie¢ grup metod przedstawionych ponizej (Bilgic i
Turksen 1997, 1999). Nie wszystkie metody moga byé stosowane wymiennie. Przyktadowo,
estymacja przedzialowa nie moze by¢ stosowana dla zbioréw nieuporzadkowanych.

s Metody poziome. Wymagaja one grupy ekspertéw. Estymacja jest okre$lana poprzez okre-

Slanie stosunku liczby pozytywnych odpowiedzi ekspertéw do liczby wszystkich odpo-
wiedzi. Przyktad pytania: czy Kowalski jest wiarygodnym klientem banku?
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®  Metody kierunkowe. Moga by¢ stosowane przy opinii jednego jak tez grupy ekspertéw.
Przyktad pytania: w jakim stopniu mozna uznaé¢ Kowalskiego za wiarygodnego klienta

banku?

= Metody pionowe. Okreslaja zbiory rozmyte z ich a-cigé. Przyktadowy zbidr klientéw,
ktérzy sg wiarygodni w stopniu co najmniej 0.3.

®  Metody estymacji przedziatowej. Wymagaja one grupy ckspertéw. Przedziaty sa tworzone
w oparciu o zastosowanie réznych metod glosowania.

®  Metody oparte na poréwnywaniu parami. Moga by¢ one stosowane przy opinii jednego
jak tez grupy ekspertéw. Wynik jest macierza poréwnan parami okreslajgcymi wartosci
funkcji przynaleznoéci. Przyktad pytania: kto jest bardziej wiarygodny, Kowalski czy tez

Nowak i w jakim stopniu?

Metody automatyczne

Metody automatyczne okreslaja wartodci funkcji przynaleznoscei na podstawie zbioru przykta-
déw uczacych (Keller i Givens 1985), (Pal i Chakraborty 1984), (Parui i Majumder 1982).
Medasani w pracy (Medasani, Kim i Krishnapuram 1998) podsumowat metody automatycz-
nego okreslania funkcji przynaleznosci, zawart tez dyskusje zastosowania w tym celu metod
heurystycznych, probabilistycznych, opartych na sieciach neuronowych i wielu innych. Czte-
ry czgsto stosowane praktycznie metody z tej grupy przedstawiono ponizej.

s Estymacja jedno punktowa (Pal i Chakraborty 1984). Niech U ={u,...uy}CR bedzie
zbiorem danych, dla ktérych wartoéci funkcji przynaleznosci do zbioru rozmytego G

N
chcemy estymowaé. Przyjmujemy u,, =max{u,},  #u, =minjx,}, E:%Z"" . Defi-
" " n=l

niujemy parametry a, =i + max{{# ~ U,

& — |}, @ =20 -a, i funkcja przynaleznosci

do zbioru rozmytego jest postaci

_ 2
=
u—w

Hi ()=

2
fe=]
u-—a,
0

—u 2
1—2(f ']
u-a

uSa,
+
a <us=
2
a,+u<usa,+u
2 2
a. +u
: <u<a,
2
uza,

® Grupowanie (clustering) (Bezdek 1981), (Medasani, Kim i Krishnapuram {998). Zakl}a-
damy, ze w zbiorze przyktadéw U mamy ¢ grup przyktadéw z centroidami i,..,i, (W
przestrzeni wielowymiarowej centroidy sa wektorami). Dla kazdego punktu ue R moze-

my policzy¢ stopien nalezenia do grupy G, i=1,....c jako

1

(1~ it)?

He ()= 1

1

(e —m)?

o+ —
(u-u.)’
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Przykiad u zaliczamy do grupy o najwyzszym stopniu funkcji przynaleznosci.
= Histogramy. Tworzy si¢ histogram z danych i na jego podstawie tworzy si¢ funkcje przy-
naleznoéci.
» Estymacja k najblizszych sqsiadéw. Mamy zbiér elementéw U ze znang przynaleznoécia
do klasy, G;, i = 1,..,c. Chcemy estymowac c stopni przynaleznosci ug (u),.., tig, (1),
Y ue R. Po pierwsze znajdujemy k punktéw w zbiorze U przy punkcie u, a nastepnie ob-

liczamy g (u)=%—, k; jest liczbg elementéw nalezacych do klasy G;.

Wiasciwosci zbioréw rozmytych

Poniewaz zbiory rozmyte sg okreslane poprzez swoje funkcje przynaleznosci, mozemy je
charakteryzowa¢ bardziej doktadnie poprzez odniesienie do wtasciwodci tych funkeji (Kan-
del, 1986), (Dubois i Prade 1993), (Zadeh 1975, 1978, 1979, 1981), (Zimmermann 1987).

Niech U bedzie zbiorem, a G zbiorem rozmytym w zbiorze U. Dla zbioru rozmytego
G Mozemy okresli¢ proste operacje jednoargumentowe, przedstawione ponizej.

®  jqdro zbioru rozmytego Core(é) = {u| weU,uz(uy=1}, (75)
= nosnik zbioru rozmytego Supp(G~) = {ul ue U,uz(u) >0}, (76)
" wysokosS¢ zbioru rozmytego het(G) = sup{uz (0)}), an
uel/
" ciecie typu (¢ zbioru rozmytego G, = { ueUpz(wyza, 78)
s liczno$¢ zhioru rozmytego skoriczonego  card (5)=Z Hz(), (79)
well
nieskoriczonego card G)= LU Hz(u) . (80)
s wzgledna licznos¢ skorczonego zbioru rozmytego ||5" - card@) (81)

card(U)

Zgodnie z powyzszymi definicjami jadro zbioru rozmytego jest zbiorem tych elemen-
téw ze zbioru U, ktére w stopniu 1 naleza do zbioru rozmytego, natomiast nosnik jest zbiorem
tych elementéw ze zbioru U kidre w stopniu wiekszym od zera nalezg do tego zbioru. Latwo
zauwazyé, 7e jadrem zbioru rozmytego G jest ciecie typu o tego zbioru dla wartodci a =1,
Core(G) = G,.,. Mozna pokazaé, ze jezeli e, 2 o to zachodzi warunek zawierania zbioréw

G, .

Przyktad 4.

Rozpatrzmy zbiér rozmyty G ={(1; 0.1), (2; 0.3), (3; 0.6), (4; 1.0), (5; 0.4), (6; 0.0}}, okreslo-
ny w zbiorze liczb U=({1, 2, 3,4, 5, 6}. Zbiér rozmyty G ma jadro Core(G)= {4}, nosnik
Supp(Gh=(1,2,3,4, 5}, wysokosé hgt(G ) = 1, licznoé¢ card(G)= 2.4, a jego ciecie typu a
dla @=0.5 wynosi Gaes= (3, 4}. [
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Zbiér rozmyty G w zbiorze U okreslony przez funkcje 45 (), 1€ U, nazywamy:
" normalnym, jezeli jego wysokos¢ jest réwna jeden, tzn.
suplps ()} =1, (82)
= wypuktym, jezeli Vu,,u, € U VA€ ([0,1) zachodzi warunek:
M (A HE=A)-up2min{ gz (), 4z (u2) }, (83)
= wkiestym, jezeli Vu,,u, € U, YA€[0,1] zachodzi warunek:
e (A ut (b= A) - 15 )< min{ gz (u)) 44 ()} (84)

Operacje jednoargumentowe na zbiorach rozmytych

Na zbiorach rozmytych mozna definiowaé wiele prostych operacji jednoargumentowych.
Niektdre z nich, znane z literatury, zostaly przedstawione ponizej.

Definicja 2. Dopelnienie zbioru rozmytego

Dopetnienie zbioru rozmytego G w zbiorze U jest zbiorem rozmytym w U, oznaczanym -G,
okreslonym funkcja przynaleznosci pu_;:U —[01]. Funkcja przynaleinosci do dopetnienia
zbioru  rozmytego jest definiowana przez funkcje  h:[O11-([01l], to znaczy
_gW) =h(uz(w), Yue U, ktéra ma nast¢pujqce wiasnosci:

1. h jest funkcjq jednoargumentowaq, zaleznq tylko od pz(u) dla ueU,
2. m(0)=1, h(1)=0,

3. hjest ciggta i monotonicznie malejgca,

4. h(h(a)) =a, dla ac(0,1].

Warunki od (1) do (4) nie okreslaja jednoznacznie postaci funkcji przynaleznosci do
dopelnienia zbioru rozmytego. Jezeli do powyzszych warunkéw dodamy jeszcze jeden waru-
nek

5. jezeli a+b=1, dla a,be[0,l], to zachodzi h(a)+h(b) =1,
otrzymamy funkcje przynaleznoéci do dopelnienia zbioru G spetniajaca warunki od (1) do
(5) w nastgpujacej postaci

Mg )=1-pig(u). (85)
Powyzsza definicja dopetnienia zbioru rozmytego zostata okreslona przez Zadeha i na-
zywana jest standardowym dopetnieniem zbioru rozmytego_G w U. Moze by¢ ona przedsta-

wiona graficznie w przypadku, gdy funkcja przynaleznosci jest funkcja tréjkatng w sposéb
pokazany na Rysunku 9.
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H Hz(4) / H_g ()

u

Rysunek 9. Graficzna interpretacja zbioru rozmytego z tréjkatng funkcija
przynaleznosci i jego dopelnienia

Sugeno podat inng definicj¢ dopelnienia zbioru rozmytego, zwanego dopetnieniem typu
A, 0zn. —,G, spetniajacego warunki od (1) do (4).

I
G= —H2— . Jef-le 86) -
T’ S ®6)

A

Na zbiorach rozmytych mozna definiowaé wiele innych, prostych operacji znanych z li-
teratury, niektére z nich zostaty przedstawione ponizej.

Dla zbioru rozmytego G, u€ U, mozna okreslaé najblizszy mu zbior zwykty oznaczany
G, o funkcji przynaleznodci danej w postaci:

0 dla pz(u)<05
AOS
G 1 dia  pz()>05.
Graficzng interpretacj¢ najblizszego zbioru zwykiego dla zbioru rozmytego z tréjkatng
funkcja przynaleznosci przedstawiono na Rysunku 10.

@n

Hz
u Al

1

0.5 \/ He
0 u

Rysunek 10. Zbidr zwykty najblizszy zbiorowi rozmytemu G

Pojecie zbioru zwyklego, najblizszego zbiorowi rozmytemu odgrywa duza rolg przy
okreslaniu wskaznikéw rozmytosci.

Zbiér rozmyty G mozemy normalizowaé. W operacji normalizacji zbioru rozmytego
funkcja przynaleznodci dzielona jest przez maksymalna wartosé, ktérg moze ona przyjmowac.
W rezultacie nowa funkcja Norm_u; przyjmuje wartosci z przedziatu [0,1],

Hg
N 5= = 88
orm—He het(G) (88)

Na zbiorze rozmytym G mozemy dokonywaé operacji koncentracji,

Con _ pz=(tiz (1))*, dlap>1. (89)
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Zgodnie z definicjg zbioru rozmytego zachodzi warunek 0< uz(u)<1, zatem mamy dla
p>1 spetnienie warunku (4 (u))* < 4z (u), poza warunkami brzegowymi réwnymi p;(u)=0,
Hz (1) =1. Wielkos¢ koncentracji zalezy od elementu « i wynosi

o) _
e (s @)* .

Im element uel/ ma mniejsza wartodé funkeji przynaleznosci do zbioru G, tym war-
10$¢ ta zostanie bardziej zmniejszona. Przykladowo, dla p=2, element o wartosci funkcji
przynalezno$ci réwnej 4z(u)=0.1 bgdzie miat zmniejszona o 90% warto$¢ tej funkcji do
(uz(u)? =0.01, podczas gdy element, dla ktérego wartos¢ funkcji przynaleznosci wynosi
He(u)=0.9 zmniejszona tylko do (uz(u))? =0.81, to znaczy o 10%.

Operacja koncentracji bywa stosowana w zbiorach rozmytych do reprezentowania poje-
cia ,,bardzo”. Przyktadowo, jezeli mamy funkcjg¢ przynaleznosci feyiaygom-(#) do zbioru roz-
mytego ,,wiarygodny”, to funkcja Con_ fays, MoZe by¢ funkcja przynaleznosci do zbioru
rozmytego ,,bardzo wiarygodny”.

Odwrotnoscia operacji koncentracji, dla p=2, jest operacja rozciericzania (ang. dilation)

Dil _ pg=y iz (u) (90)

Przykladowo, element o wartosci funkcji przynaleznosci ug(u)=0.01 bedzie mial po
operacji rozcienczania nowg wartos¢ tej funkcji réwna ,//16 (1) =0.1.

W zagadnieniach praktycznych czesto wyniki otrzymane w postaci zbioréw rozmytych
nalezy przetworzy¢ do postaci nie rozmytej. Zadanie takie jest duzo tatwiejsze w przypadku,
gdy rozpatrywany zbidr rozmyty mniej rézni si¢ od zbioru ostrego. Wazng sprawa jest wiec
okreslanie stopnia rozmytosci zbioru rozmytego.

Chcac okreslié na ile rozmyty w zbiorze U jest zbiér G wprowadza sig miarg rozmyto-
$ci zbioru, oznaczana H(G). Kaufmann zaproponowat dwie miary rozmytosci przedstawione
ponizej, oparte na odleglosci Hamminga i odlegtosci Euklidesowej migdzy zbiorem rozmy-
tym G i najblizszym mu zbiorem zwyktym G wybranym w sposGb nieco arbitralny, patrz

wzor (87).

a2 e 2
H saming (G)= = dy (G, G)= =3 a1 () - 1 5 wy) on
N NG G
oraz
H ot ()= 2= (G GI= 23 (a5 )~ i 92)
\/}_V— - N i=1 -
De Luca i Termini w 1972 zaproponowali miarg rozmytosci opartg na entropii Shanno-
na
- N
H urop (G)=—k Y (s (1) - Tog(dz () + 1 (1;) - log (s (u;))) (93)
i=! - -
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gdzie k>0 jest wspétczynnikiem skalujacym.
Przy definiowaniu powyzszych miar przyjgto zatozenie o skonczonosci zbioru
U={u,..,uy}, definicje mozna réwniez uogélni¢ na przypadek zbioru nieskonczonego (Klir,

Folger 1988).

Dzialania na zbiorach rozmytych

W klasycznej teorii zbior6w suma i iloczyn zbioréw sa prostymi dziataniami, ktére sg jedno-
znacznie definiowane. W teorii zbioréw rozmytych interpretacja sumy i iloczynu zbioréw
rozmytych nie jest tak prosta. Przy okreslaniu na zbiorach rozmytych sumy i iloczynu stosuje

sie normy tréjkatne typu 7 oraz typu s. Niech U bedzie zbiorem, A, B niech bgda zbiorami
rozmytymi w zbiorze U.

Norma typu t definiowana jest jako funkcja ¢10,11x[0,1]—=[0,!], oznaczana #(a,b), majaca na-
stepujace wiasnosci dla a.b,ce[01]:

przemiennosé, #(a, b)=i(b, a),

tacznosé, t(1(a,b), c)=t(a, 1(b,c)),

monotoniczno$é, a<c i b<d implikuje #(a, b)<i(c, d),
spelnienie warunku brzegowego, #(a, 1)=a.

AL -

Z wiasnosci (3) wynika, ze dla Vae[0,1] zachodzi #(0, @)<#(0, 1), stad i z warunku (4)
otrzymujemy zaleznosé #(0, a)=0.

Norma typu s definiowana jest jako funkcja s:[0,1]x[0,1]— [0,1], oznaczana s(a,b), majaca
nastgpujace wiasnosci dla ab,ce[0,1],

1. przemienno$é, s(a, b)=s(b, a),

2. laczno$¢, s(s(a,b), c)=s(a, s(b,c)),

3. monotonicznosé, a<c i b<d implikuje s(a, b)<s(c, d),

4. spelnienie warunku brzegowego s(a, 0)=a.

Z wlasnosci (3) oraz (4) wynika, ze dla Vae [0,1] zachodzi zaleznosé s(1, a)= 1.
Dla kazdej normy typu ¢ istnieje norma typu s zwana normq dualng, taka, ze dla
a,b €[0,1] spelnione sa warunki przedstawione ponizej.

#a, b)=1 - s((1-a), (1-b)) (94)
s, b)=1 - 1((1-a), (1-b)). (95)

Przykladami najczgsciej stosowanych w literaturze norm typu ¢ sg przedstawione poni-
zej funkcje, dla abe [0,

= minimum, oznaczane t¢z anb, f(a,b) =min{a,b},
® iloczyn, t,(a,b)=ab,

= réznica ograniczona, ti(a,b)=max{0,a+5b-1},
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a jezeli b=1
= drastyczny iloczyn, 1 (a,b)=1{b jezeli a=1
0 jezeli a<l, bl

a przyktadami norm typu s sa funkcje:
= maksimum, oznaczane avb, s (a,b)=max{ab},
® suma probabilistyczna, sy(a,b) =a+b-ab,

" suma ograniczona, s;(a,b) = min{l,a + b},
8

a jezeli b=0
® drastyczna suma  s,(a,b)=b jezeli a=0
1 jezeli a>0,b>0

Ponizej przedstawiono definicje podstawowych operacji na zbiorach rozmytych: sumy
zbioréw rozmytych i ich przecigcia.

Definicja 3. Dziatania na zbiorach rozmytych
Niech U bedzie zbiorem, AB niech bedq zbiorami rozmytymi w U. Dzialania na zbiorach
rozmytych definiujerny nastepujqco:

*  Suma zbioréw rozmytych (ang. union) AUB:
AU B = {(u; pty, 5 )| Vi€ Uity 5(0) =5t ), 115D},
®»  preecigcie zhioréw rozmytych (ang. intersection) A B :

AN B = (s 15,5 Ve Uy 5 ) =t @)tz )}

Przyjmujac rézne postacie norm typu f i typu s, mozemy dziatania na zbiorach rozmy-
tych definiowa¢ w rézny sposéb, w zaleznosci od wymagan rozpatrywanego zagadnienia.
Najczesciej w zadaniach praktycznych przyjmuje si¢ funkcj¢ minimum jako normg typu ¢
oraz funkcjg maksimum jako norme typu s.

Uwaga.
Trzeba pamigta¢, ze ogblnie normy tréjkatne nie gwarantujg spefnienia prawa zaprzeczenia i
prawa wylaczonego $rodka, An—A#J oraz AU—AzU .

Interpretacje graficzne dzialan na zbiorach rozmytych dla wybranego typu normy

przedstawiono na rysunkach 11 12.

M T / HMyo5()

Hi(ir)—s,

Mz ()

u

Rysunek 11. Suma zbioréw, u;,; ()=max{ gz (1)1t (1)}
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Hy(u)

Uz @) Hing ()

u
Rysunek 12. Przecigcie zbiorow, u;,.;(u)=min{p; u),u; (1)}

W dalszej czgsci pracy bgdziemy rozpatrywali tylko normalne zbiory rozmyte, wzér
(82), aby zapewni¢ spelnienie prawa zaprzeczenia i wylaczonego srodka, co jest dogodne w
zastosowaniach praktycznych. Oczywiscie, z kazdego zbioru rozmytego mozemy otrzymaé
normalny zbiér rozmyty, stosujac operacj¢ normalizacji, wzor (88).

Podobienstwo zbioréw rozmytych jest podstawowym pojgciem w zagadnieniach rozpo-
znawania wzorcéw. Réwniez w zadaniach klasyfikacji czgsto poréwnujemy zbiory rozmyte.

Niech 4,B niech bgda zbiorami rozmytymi w zbiorze &. W pracy (Dubois i Prade 1980) za-
mieszczono przeglad réznych miar podobiefistwa zbioréw rozmytych, przyktadowo

- ‘Zn§|
Sl(A’B)EIIZUgl

gdzie || oznacza wzgledna licznosé skonczonego zbioru rozmytego (81).

Poprzednio zajmowaliémy sie agregacja dwéch zbioréw rozmytych 4,8 w zbiorze U.
Rozpatrzymy teraz zagadnienie agregacji wigkszej liczby zbioréw rozmytych.

Operatory agregacji
Operator agregacji, oznaczany jako A:[0,11“—[0,1], A(ay.a,,..a.) € [0,1], a,€[0,1], powinien
mie¢ przedstawione ponizej whasnosci:
1. przemiennos¢, A(a.a;,...2,) =A(a;,a;,...a;,) dla kazdej permutacji i,i,...j, indekséw
12,..,L,

2. monotonicznosc,
jezeli @, <b, i=1..,L t0 A(ddzp..)SA (B boeby),

3. speknienie warunkéw brzegowych, A(00,.,0)=0, A(l,),..)=1.

Agregacja A moze by¢ scharakteryzowana jako operator koniunkcyjny, dysjunkcyjny
lub kompromisowy, tzn. dla kazdych ay.a;...,a, , gdzie g € [0,1], otrzymujemy:
= operator koniunkcyjny, A(a).a,,...a.) Smin{a.a;...,a.},
s gperator dysjunkcyjny, A(a.ay...,a.) 2max{a, a,,..,a.},

® operator kompromisowy,
min{a,a,...a.} <A(a,a,..,a.) Smax{a,a;,..a.}.
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Ponizej przedstawiono kilka prostych operatoréw agregacji spetniajacych warunki od
(1) do (3), znanych z literatury:

= minimurm, A{a;,a;,..,a.)=min{a,a,..,a.},
*  maksimum, A(a.,a,...,a,)=max{a,a;,.,q,.},

L
*  loczyn, A(a,a;....a )= 1__7l(a,-) s

L
®  Srednia, A(a@s..a)= 8,

. 1
®  Srednia uogdlniona, A, (a.,az,..,aL)=(%Za,f’) .

i=1

Operatory OWA

Ciekawg klas¢ operatoréw agregujacych stanowig zaproponowane przez Yagera (Yager 1988,
1997) operatory OWA (Ordered Weighted Averaging).

L
Niech b=[h},,...b. ] €[0,1]* bedzie wektorem wspélczynnikéw takim, ze Zb" =1. Operator
k=1

OWA okreslony jest na produkcie kartezjanskim wektora b i wektora [a,.a;,,...a, ", gdzie
ii, bz, 0y, jest permutacjq indekséw 1,2,..,L taka, ze g, 2a, 2.2 q, ,

L
A (a,.ay,...a)= Za,», b .
=

Tak okreslony operator spetnia warunki od (1) do (3) operatora agregujacego A. Poprzez wy-
bér odpowiedniego wektora b mozna realizowaé migdzy innymi nastgpujace funkcje:
= minimum, przyjmujac 5=[00,..0,1]",
®  maksimum, przyjmujac b=[10,..0f",
= Sredniq, przyjmujac b=[l/L1/L,., /L],
= konkurs juroréw, przyjmujac b =[01/(L-2),..1/(L-2)0] .
Wartosci wektora b mogg by¢ ustalone z gory, jak réwniez mogg by¢ wyliczane na
podstawie danego zbioru danych. Yager i Filew w 1994 pokazali, ze poprzez odpowiedni do-

bér wspélczynnikéw, mozna zastosowaé operatory OWA do modelowania kwantyfikatoréw
lingwistycznych takich jak ,,prawie wszystkie”, ,kilka”, ,,wiele”, ,,wigkszo$¢”, itd.

Zastosowanie konsensusu

Aby zagregowaé zbidr wartosci ai,a;....a., a;€[0,l] mozna zastosowaé operatory agregacji
oparte na konsensusie (Kuncheva 1996). Szacujemy konsensus w zakresie przedziatu [0,1],
gdzie 0 oznacza catkowitg rozbieznos¢, a 1 oznacza jednomys$lnosé. Pigé¢ miar konsensusu
Y- ¥s (Kuncheva 2000) przedstawiono ponizej.

" najwyisza zgodnosé, i =1-minfla - aj},
INELY)
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" pajwyzisza niezgodnoS¢, ¥, =1- ‘_n}?z{la,- -a ,]} )

. . . L N
*  calkowita §rednia zgodnosé, y;=1-Y |a;~a, gdzie a =zZa,- ,
= il

2 L=l &

o )

=l j=itl

»  catkowita zgodnos¢ dla wszystkich par, y,=1-
= catkowita najwyzsza niezgodnosé, ys=1 —Emax“ﬂa,» - E]} .

Dla L=2 otrzymujemy nastgpujace zaleznosci y, =y, =y,=y,=¥;s= L~|a,—a,|. Miara ta
moze by¢ stosowana dla okreslenia zagregowanej opinii ekspertéw jako liczb z przedziatu [0,

1].
Niech A(a,.4,,..,a,) bedzie pewng zagregowang wartoscig otrzymang z zastosowaniem

operatora A. Operacja konsensusu K powinna zaleze¢ od agregowanych wartosci (a,,a;,..,a.)
i miary konsensusu y pomiedzy nimi, K(a,,a,,...a.) =K(A (a),a;,...a.) , ¥ (a,a3,..,a.) ).

Dla uproszczenia zapisu bgdziemy stosowaé notacje K=K(a, y ). Operacja konsensusu
K powinna spelnia¢ przedstawiony ponizej zbiér aksjomatow:

1. przemienno$¢,
2. czgsciowa monotonicznos¢ dla miary ¥,

monotonicznie nie malejacq dla y  jesli A>0.5
monotonicznie nie rosnacq dla vy jesli A<05

K (A, v)jest {

3a. jednomysino$é, K(A,1)=A, lub
3b. wzmocniona jednomyslnosé,
>A jesti Ae(0.5,1)
K(A, 1) jest <A jesli A€ (0,0.5).
=A=05 jesli A=05

Operacja konsensusu spefniajaca aksjomaty (1), (2) i (3a) jest postaci Ky (&, )=0.5(1-

y M2y, a spelniajaca aksjomaty (1), (2) i (3b) jest postaci K (A,y )=1+exp{—aly(A—O.5)} ’

gdzie o >0 jest stalg skalujaca.
Jezeli miara konsensusu y jest réwna 0, wtedy warto$¢ zagregowana jest zawsze réwna

0.5 i nie zalezy od A. Jest to odbiciem sytuacji, w ktérej jesli nie ma porozumienia pomi¢dzy
jurorami przyjmowana jest wartos¢ 0.5. Jezeli warto$¢ zagregowana A jest réwna zero, opera-
tor konsensusu K moze zwréci¢ wartosé z przedziatu od 0 do 0.5. Nie zerowa warto$¢ K przy
warunku A=0 wskazuje, ze istnieje niezgodnos¢ wéréd a.a;.,...a; .

Relacje rozmyte

Zat6zmy, ze mamy skonczone, niepuste zbiory U i V. Relacjq ze zbioru U do zbioru V, nazy-
wamy produkt kartezjariski U xV definiowany w postaci R={(u,v)| Yue U VveV}, gdzie
(u,v) jest uporzadkowana parg. Jesli U zawiera card(U) elementéw, a zbiér V zawiera
card(V) elementéw, wtedy iloczyn kartezjafiski ma card(U) - card (V) elementéw.
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Definicja 4. Relacja rozmyta
Niech U, V bedq skoriczonymi, niepustymi zbiorami. Relacja rozmyta ze zbioru U do zbioru V,

ozn. R, okreslona Jest na iloczynie kartezjanskim
U xV—[0,1] i definiowana w postaci
R={(u,v)i gz (u,v)| Yue U Vve V)

gdzie pz(u,v)e[01] jest funkcjq okreslajacq w jakim stopniu element ue U jest w relacji z
elementem ve V.

W literaturze czasami stosuje si¢ do zapisu relacji rozmytej notacjg sumy, ktéra w tym
przypadku stanowi tylko symbol oznaczajacy zbiér uporzadkowanych par

R ="l;JV[(u,V);/l,;(u,V)]- (96)

Jezeli zbiory U i V sg zbiorami skonczonymi oraz Card(U)=N, Card(V)=K, stosuje si¢
zapis
R={u,v s 1t ov ) j = Lo Ky i = L N} o7

W tym przypadku relacja moze by¢ reprezentowana w postaci macierzy relacji, ktérej ele-
mentami sg warto$ci funkcji przynaleznodei gz (u;,v;), i=1..N, j=L..,K.

W V2 Vg
L1 gy, v) My (uy,v2) My, v)
98)
Uy My, vy) | Hz(un,va) Mi(uw,vg)

Jezeli elementy zbioréw Ui V sa ciagle, stosuje si¢ nastgpujacy zapis
B[ [ (v v ). (99)

Kazda relacj¢ rozmyta R okre$lona na iloczynie kartezjaiskim U xV mozemy rzuto-
wac na zbidr U oraz na zbiér V

Prajy R(u) =supR(u,v) (100)
eV

Proj, R(v) =supR(u,v). (101)

uel/
Operacja rzutowania relacji zmniejsza liczbg jej elementéw.

Przypadek dwuwymiarowy mozna rozszerzy¢ na wielowymiarowy. Niech U, U,,..,.Ux
beda skoniczonymi, niepustymi zbiorami. Relacja rozmyta okreslona na iloczynie kartezjafi-
skim Uy xU, x..xU ¢—[0,1] jest definiowana w nastgpujacej postaci

R= (g 1y st ) 7 Q13 e Ut )| Vi el,,.Vugye Uy} (102)
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gdzie uz(u,,uy,..,ux ) [0,1] jest funkcja okreslajaca, w jakim stopniu elementy (u,,u,,...,ux) 53
ze sobg w relacji.

Niech U, V, W bedsa skoriczonymi, niepustym zbiorami. Niech R, bedzie rozmytg rela-
cja ze zbioru U do V z funkcjg przynaleznosci u; (v,v)€[0,1], dla ue U,ve V , oraz niech R,
bgdzie rozmyta relacja ze zbioru V do W z funkcjg przynaleznosci u; (v.w)e[0,1], dla
veV,weW.

Definicja 5. Zlozenie relacji rozmytych

Zlozeniem dwdéch relacji rozmytych, E, okreslonej na UxV —[01] i Ez okreSlonej na
VW —[0,], jest relacja rozmyta oznaczana E,u R, okreslona na UxW — {011, dla norm
typu s i typu !

Rio R, = W) 8 [0z (V)i s w)]| YueU,vwe W}).

Jezeli przyjmiemy za norme typu f funkcje minimum, a za norm¢ typu s funkcje mak-
simum otrzymujemy nast¢pujaca zaleznosé na ztozenie dwéch relacji rozmytych:

Re R, ={(u, w); max{min(u; (u,v).4; (v, w))}[ YuelU,Vwe W} (103)
ey 1 ¥

gdzie mavx{x) oznacza wybor maksymalnej wartosci x dla wszystkich elementéw veV .
Mozemy réwniez wybiera¢ inne normy, np. s(u,v)=min(x +v,1) oraz 1(u,v)=uv. Wyb6r
odpowiedniej funkcji dostosowujemy do konkretnego zadania.
Jezeli zbiory U, Vi W sq skoriczone, wiedy macierz relacji Ryo R, otrzymujemy ze zlo-
zenia macierzy relacji dla R, i macierzy relacji dla R,.
Przyktad 5.
Niech dwie relacje
R= {(“i"’j);/‘i, ("v"j)! Jj=12 i= 1,2} Ez={(v,.,wj);/tkz(v,.,wj)| j=12 i= 1,2}
beda reprezentowane w postaci macierzy relacji, zgodnie z (98), w nastepujacej postaci

R R,
v v, wow
u | 03]|08 v, 105109
u, | 0.6 |09 v, | 04| 10

Ztozenie tych dwoch relacji jest postaci
Rio Ry = {uuw)ittz g uiowp)| =12, i=12},

co mozemy zapisa¢ w postaci macierzy relacji ReR,
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Wi Wa
w [04]08
w, | 0509

Wartosé 0.4 w macierzy R o R, jest stopniem z jakim elementy (u;,w,) sa ze soba w relacji, i
zostata obliczona poprzez poréwnanie pierwszego wiersza w macierzy R, i pierwszej kolum-
ny w macierzy R,. Poréwnujemy 0.3 i 0.5 wybierajac 0.3 (minimum z tych dwdch wartosci);
poréwnujemy 0.8 i 0.4 wybierajac 0.4 (minimum z tych dwéch wartosci). Nastgpnie wybie-
ramy maksymalna z wybranych wartosci 0.3 i 0.4, otrzymujac 0.4. Post¢gpowanie to mozna
zapisa¢ w postaci:

Hior, (W1 = ‘Ef}lvﬁ:'[min(ﬂﬁ, (V) b, (W) =

= max{min [z (ur, 1),z (v, W)l min[ gz, (s, v2), 485, V2, w11} =

= max{min[0.3,0.5],min]0.8,0.4]}= max{0.3,0.4} =0.4.

Dla pozostatych wartosci w macierzy postgpujemy w podobny sposéb. O

Niech [/ bedzie zbiorem rozmytym w zbiorze U, niech V bedzie zbiorem rozmytym w

zbiorze V. Relacja rozmyta okreslona na iloczynie kartezjarskim gbioréw rogmytych UxV
jest definiowana w postaci

R = ()56t ), 45 )| Vue U, Vve V) (104)

gdzie u;w)e[01] i 17 (v)e(01] sa funkcjami przynaleznosci okreslajacymi, w jakim stopniu

element u nalezy do zbioru U i analogicznie element v do zbioru V.
Przyktadowo, przyjmujac jako norme¢ typu ¢ funkcj¢ minimum otrzymujemy nastgpuja-
ca zaleznosé

R ={(u,v);min{gy (). sy MY YuelwveV). (105)

Whioskowanie rozmyte

Istnieja dwa podstawowe typy wnioskowania rozmytego, opartego na regutach rozmytych
JEZELI ... TO ..., rozpatrywane w zaleznosci od typu konkluzji. Ponizej przedstawiono ich
uproszczony zapis oraz ich interpretacj¢ graficzng.

= Whnioskowanie typu Mamdaniego-Assiliana (MA). Zaréwno przestanki jak i konkluzje

moga by¢ reprezentowane przez lingwistyczne wartosci.
L}

JEZELI ue U TO veV
gdzie Uiv sq zbiorami rozmytymi.

= Wnioskowanie typu Takagi-Sugeno-Kang (TSK). Konkluzje sa pewnymi funkcjami, czgsto
wielomianami.
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JEZELI e U TO y=flu, p) y
gdzic U jest zbiorem rozmytym, @\
fjest funkcja ue U i parametru p.

Przyktadowo, reguta JEZELI kredytobiorca jest bardzo zadluzony TO jest mato wiary-

godny oparta jest na dwéch zbiorach rozmytych: U : ,,duze zadtuzenie” oraz V : ,,mata wiary-
godnosé” w zbiorze kredytobiorcé6w U, opisanych za pomocg dwéch cech: zadtuzenie i wia-
rygodnosé. Regula ta moze by¢ utozsamiana z relacja rozmyta okreslong na iloczynie karte-
zjanskim zbioréw rozmytych & xV i zgodnie z definicja 104, moze byé zapisana w postaci

u

R = (@ v)it(u; ),y 00| Yue U, Vve V) (106)

gdzie p;@)€[01] i u;(v)e[0,]] sa funkcjami przynaleznosci okreslajacymi, w jakim stopniu
element u nalezy do zbioru U i analogicznie element v nalezy do zbioru V .

Stopiest spetnienia reguty prostej JEZELI ue U TO veV jest rozwazany w zaleznosci
od przyjetej do obliczen normy typu ¢, czyli od sposobu liczenia funkcji przynaleznosci

M (,v). Zauwazmy, ze reguta prosta okreslona na iloczynie kartezjafskim dwéch zbioréw

rozmytych jest definiowana na [0,]x{0,1]— [0,]], to znaczy jest operacjg dwuargumentowq
definiowang na parach (u; ().t (1)), VueU.

Ponizej przedstawiono kilka operatoréw relacji rozmytych (implikacji rozmytych} zna-
nych z literatury, stosowanych do reprezentacji regut rozmytych JEZELI ueU TO veV,
zwanych prostymi regutami rozmytymi lub rozmytymi implikacjami.

*  Mamdaniego Hiy (v)=min{ g (), 45 (V)
*  Larsena Mo V)=l () 145 (v)
" Kleenego-Dienesa iy g (u,v)=max{l— iz ().t (v)}
= Eukasiewicza A (uv)=min{ L1~ 245 () +22; () }
"  Zadeha L (a, vi=max(min { g5 (), 145 (V) 1,1 = 42 ()
v Stochastyczna Hig (0, v)=min{ L1 = 115 (u) +45(u) - g1 ()}
1 Hy (W) < 1 (v)
* Gougena Ko ()= Hy V) w pozostalych przypadkach
Hi ()
* Godla Mg (V)= { #&1@) w poz::(:;ll;)c‘: ;/:riz;;)adkach

Hy () € 1z (v)

= Sharpa gy (VY
P Mg (1, ¥)= 0w pozostalych przypadkach

Przyktad 6.
Niech zbiér U bedzie zbiorem trzech klientéw, U ={u,,u,,u,}. Zdefiniujmy rozmyty zbiér

klientéw o duzym dochodzie U ={u,;0.8, 1,;0.7, u,;0.1) oraz rozmyty zbiér klientéw wiary-

50



godnych, V ={(1:0.0, 11,30.5, 13;0.9] . Dana jest reguta rozmyta JEZELI klient ma duzy dochdd
TO jest wiarygodnym klientem. Sprawdzmy, w jakim stopniu speiniaja ta regule rozmytg
klienci ze zbioru U, w zaleznosci od przyjetego operatora relacji.

Klient pierwszy u, nalezy do zbioru rozmytego U w stopniu 0.8, a do zbioru rozmytego

v w stopniu 0.0. Przyjmujac operator  Mamdaniego otrzymujemy
M Qg )=min{ g5 (uy), 15 ()} =min{0.8,0.0}=0.0, dla operatora Larsena otrzymujemy
0.8:00 =00, dla operatora Kleenego-Dienesa otrzymujemy max{1-0.80.0} =0.2, dla opera-
tora Lukasiewicza otrzymujemy min(l, 1-0.840.0} =min(L, 0.2} =0.2, dla operatora Zadeha
otrzymujemy max(min{0.8,0.0}, 1-0.8) =max{0.0,0.2) =0.2. Tak wigc, regula jest speiniona
przez pierwszego klienta w stopniu 0.0 gdy przyjmiemy operator Mamdaniego lub Larsena, a
dla pozostatych operatoréw jest spetniona w stopniu 0.2.

Klient trzeci u; nalezy do zbioru rozmytego & w stopniu 0.1, a do zbioru rozmytego V
w stopniu 0.9. Przyjmujac operator Marmdaniego otrzymujemy 2 ; (4., )=min{0.1, 0.9} =0.1,
dla operatora Larsena otrzymujemy & (i, v)=0.1-0.9 =0.09, dla operatora Kieenego-Dienesa
otrzymujemy  max{l1-0.,0.9})=09, dla operatora fukasiewicza  otrzymujemy
min{l, 1-0.1+0.9} =1, dla operatora Zadeha otrzymujemy
max(min{0.1, 0.9}, 1-0.1) = max{0.1, 0.9} =0.9. a

W przypadku rozwazania wielu zbioréw rozmytych U,,...0, i V w zbiorze U reguia
bedaca implikacja rozmyta postaci

JEZELI uel, i uel, i ..i uel, TO ueV,

jest okreslona na iloczynie kartezjanskim L zbioréw. Aby okresli¢ stopien spelnienia reguty
musimy agregowac wszystkie L wartosci, tak wigc operacja dwuargumentowa stosowana
dotychczas staje si¢ niewystarczajaca.

Rodzaje regul rozmytych
Niech U bedzie zbiorem przyktadéw u,e U, n=1..,N opisanych za pomocg cech a,€ A,
j=L...K ze zbiorem wartodci V,, ={v",v7',..,v{} oraz cechy decyzyjnej a, € A .

Zajmiemy sig¢ doktadniej pierwszym typem wnioskowania typu Mamdaniego-Assiliana.
Mozna wyr6znic trzy typy regut rozmytych w zaleznosci od typu konkluzji reguty:
s reguly rozmyte 7 jednoznaczng klasyfikacjq

JEZELI ... TO (a,=v{) (107)

*  reguly rozmyte 7 jednoznacznq klasyfikacjq i stopniem przynaleznosci do klasy

R.: JEZELI ... TO (as =v); g (108)

gdzie stopien pewnosci ¢ €[0,1] jest interpretowany jako ,,poparcie” dla jednej klasy, da-
ne przez regutg, jesli cz¢sé przestankowa reguty jest catkowicie spetniona,
*  reguly roumyte z klasyfikacjq o stopniach przynaleznosci do wszystkich klas, gdzie stopien
pewnosci g € (0,1]
R.: JEZELI ... TO (a; =v*); gi* A ... A(ay =vg ) gy . (109)

51



4.3. Tworzenie regul rozmytych na podstawie zbioru przykladéw

Zatézmy, ze dysponujemy zbiorem przyktad6éw, ktére mozemy opisa¢ za pomoca zmiennych
ilociowych, bgdacych wynikiem pewnych pomiaréw lub obserwacji oraz stéw lub zdan w
j¢zyku naturalnym. Przyklady moga zawiera¢ dane nieprecyzyjne, wieloznaczne i mogg by¢
obarczone  blgdami. Pierwszym etapem jest zapisanie takich  przyblizonych
i niejednoznacznych danych w jezyku zrozumiatym dla systemu komputerowego.

Zakladajac, ze dysponujemy zbiorem kredytobiorcéw (klientéw bankowych), nalezy
okresli¢ cechy, ktére ich opisuja i oceniaja oraz poda¢ zakres wartosci, ktére cechy mogg
przyjmowac. Cechy te moga przyjmowaé wartosci liczbowe, jak réwniez wartosci lingwi-
styczne. Przyktadami cech o wartodciach liczbowych mogg by¢ np. ,,stan konta”, ,,przeptywy
finansowe na koncie”, ,,wielko$¢ kredytu”, , wielko$¢ depozytu”. Przyktadami cech lingwi-
stycznych mogg by¢ np. ,,wiek”, ,,zadluzenie”, ,,wiarygodnosc¢.

Przyktadowo, dla cechy ,status konta” mozna okresli¢c wartosci lingwistyczne: ,,bez
kredytéw”, , kredyt splacony”, , kredyt sptacany regularnie”, ,zwloki w placeniu”; dla cechy
,»2ysk banku” mozna okresli¢ wartosci: ,,duzy”, ,$redni”, ,,maty”, , strata mata”, ,strata $red-
nia”, ,strata duza”; a dla cechy “ptynno$¢ finansowa” mozna okresli¢ wartosci: ,,niska” (brak
ptynnosci), ,$rednia”, ,,wysoka”.

Proces wprowadzania w tym celu zmiennych lingwistycznych opisujacych przyktady,
wyznaczania nazw zbioréw rozmytych b¢dacych wynikiem podziatu zakresu zmiennosci war-
todci tych zmiennych i nastgpnie okreslania postaci funkcji przynaleznoséci do tych zbioréw
nazywa si¢ w literaturze rozmywaniem (ang. fuzzyfication). W praktyce jest to proces trudny,
wyjatkowo Zle sformalizowany, wymaga doSwiadczenia i intuicji oraz duzej wiedzy o rozpa-
trywanym zagadnieniu. Trudnoéci, ktdre si¢ pojawiajg zwiazane sq migdzy innymi ze specy-
fikq rozpatrywanego zadania, subiektywnoscig ocen ekspertéw ludzkich.

Okreslanie funkcji przynaleznosci

Rozpatrzmy zbiér kredytéw U okreslonych w min. zt. i niech naszym zadaniem bgdzie zdefi-
niowanie zbioru rozmytego ,duzy” kredyt, poprzez okreslenie funkcji przynaleznodci
My (), ue U . Przy okreslaniu funkcji przynaleznosci nalezy uwzgledni¢, ze moze by¢ ona
rézna, jezeli u oznacza kredyt konsumpcyjny, niz gdy oznacza kredyt inwestycyjny. Rézni
ludzie mogg w rézny, subiektywny sposéb okresla¢ posta¢ tej funkcji. W zaleznosci od zada-
nia, ktére mamy do rozwigzania, jej posta¢ réwniez moze si¢ znacznie r6zni¢; inna moze byé,
gdy bedziemy rozwazaé kredyty udzielane osobom prywatnym, a inna w przypadku kredytéw
udzielanych firmom.

Jeszcze wigcej probleméw pojawia sig, gdy chcemy okreslié sekwencjg zbioréw rozmy-
tych, przyktadowo, ,,maty”, ,$redni”, ,,duzy” kredyt. W takim przypadku nalezy uwzgledni¢
intuicyjnie zrozumiale zaleznosci istniejace pomigdzy tymi zbiorami, a pewne zaleznoéci po-
mig¢dzy nimi nie mogg by¢ akceptowalne, jak pokazano na Rysunku 13.



ut maty $redni
N /\/
— kredyt w min.

u maiy‘ Sredni
kredyt w min.
u 1 maly Sredni

\

kredyt w min.
Rysunek 13. Nie akceptowalne funkcje przynaleznosci

Przyktadowo, intuicyjnie akceptowalna zaleznos¢ pomigdzy rozpatrywanymi zbiorami
rozmytymi przedstawiono na Rysunku 14.

u
Sredni
mely s

kredyt w min.
Rysunek 14. Akceptowalne funkcje przynaleznosct

W przypadku okredlania postaci funkcji przynaleznosci przez ekspertéw, istnieja
sprawdzone metody praktyczne, kt6ére mozna zastosowaé. Przyktadowo, mozna uwzglednia¢
opinie tylko jednego cksperta lub tez majac opinie grupy ekspertéw mozna je usrednia;
mozna stosowaé estymacje przedzialowa, okreslajac przedziaty tak, aby zawieraly one dane
opinie ekspertéw; lub tez mozna poréwnywac¢ parami kryteria, dla ktérych wartosci funkcji
przynalezno$ci sg okreslane.

Funkcj¢ przynalezno$ci mozna tez prébowac estymowaé w sposdb automatyczny, na
podstawie zbioru danych przykladéw. W pracy (Medasani i inni, 1998) przedstawiono wy-
brane metody stosowane w tym celu, migdzy innymi metody heurystyczne, probabilistyczne,
metody stosujace techniki najblizszych sasiadéw, grupujace lub tez oparte na sieciach neuro-
nowych.

W praktyce, sposéb okreslania funkcji przynaleznosci jest scisle determinowany przez
mozliwosci i rodzaj rozpatrywanego zadania; inaczej postgpujemy, gdy dysponujemy opinia
tylko jednego eksperta, inaczej, gdy grupy ekspertéw lub tez, gdy mamy zbiér danych do-
$wiadczalnych.

Tworzenie regut rozmytych

Na tym etapie nalezy okresli¢ cechy decyzyjne (wystgpujace we wnioskach regut rozmytych),
ktdrych wartosci okreslaja klasy, ktérych opisy w postaci regut rozmytych begdziemy tworzycé.
Przyktadowo, taka cecha decyzyjna moze by¢ cecha ,wiarygodnosé klienta” lub tez cecha
»zysk banku”. Jezeli wybierzemy jako cechg decyzyjna ,,ptynno$¢ finansowa” z wartosciami:
»niska” (brak ptynnosci), ,.$rednia”, ,,wysoka”, mozemy okresli¢ klasg kredytobiorcéw o ni-
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skiej ptynnosci finansowej, $wiadczacej o utracie Iub wysokim prawdopodobienstwie utraty
zdolnosci do terminowego regulowania biezacych zobowigzan; klas¢ kredytobiorcéw o sred-
niej ptynnosci finansowej; oraz klasg kredytobiorcéw o wysokiej ptynnosci, oznaczajacej z
kolei zamrozenie nadmiernie wysokich wlasnych kapitatéw.

Zbidr przykladéw opisanych z zastosowaniem zbioréw rozmytych jest punktem wyjscia
przy tworzeniu opiséw rozpatrywanych klas w postaci zbioru regut rozmytych typu JEZELI
...TO, z rozmytymi przestankami i rozmytymi konkluzjami. Przykiad takiej reguly rozmytej
przedstawiono ponizej

JEZELI (,,doch6d” = ,,maty”) A (,,0szczednosci” = ,,brak™)
TO (,,ptynno$¢ finansowa” = ,,niska”)

Reguty rozmyte moga zosta¢ zdefiniowane przez eksperta, moga by¢ wynikiem mode-
lowania jakosciowego, mogg réwniez zosta¢ wygenerowane automatycznie na podstawie da-
nego zbioru przykladéw z zastosowaniem algorytméw automatycznego pozyskiwania wie-

dzy. Wygenerowanie optymalnego zbioru regut, ktéry spetnia zadane warunki, na podstawie
danego zbioru przykladéw nie jest jednak zadaniem prostym, prosty schemat ich tworzenia

przedstawiono na Rysunku 15.
Zbibr Metody uczenia
przykladéw uczacych MaszZynowego

/ Tworzenie regut

Przetwarzanie > Rozmywanie | _, :
wstepne Zbiér regut rozmytych

Rysunek 15. Schemat tworzenia regut rozmytych

Heurystyczne metody uczenia maszynowego oparte na zbiorach rozmytych mozna po-
dzieli¢ na dwie giéwne grupy.

»  Metody oparte na grupowaniu. Metody te same dokonujg grupowania przyktadéw w kla-
sy przykladéw podobnych (zwanych klastrami) i nastepnie wykorzystujg je przy tworze-
niu rozmytych regut klasyfikujacych do tych Klas.

= Metody wymagajqce zadanej struktury zbiorow rozmytych. Metody te nie dokonuja gru-
powania przykladéw, wymagaja one na starcie zadanego rozmytego podzialu wartosci
wszystkich cech wybranych do opisu przyktadéw (tzn. okreSlenia wartosci, jakie moze
przyjmowaé kazda cecha poprzez zbiory rozmyte), a szukaja najlepszego opisu pasujace-
go do zadanej struktury.

Metody oparte na grupowaniu

Metody oparte na grupowaniu grupujg zbiér przykladéw uczacych w grupy przyktadéw po-
dobnych, zwanych klastrami i nastgpnie stosujg je przy tworzeniu regul. Klastry rozmyte sg to
wielowymiarowe, dyskretne zbiory rozmyte, ktére moga si¢ czgsciowo pokrywaé (Bezdek
1981), (Bezdek i inni 1998). Przeglad kilku algorytméw rozmytego grupowania mozna zna-
lez¢ miedzy innymi w pracy (FHoppner i inni 1999).

Kazdy rozmyty klaster moze zosta¢ przeksztalcony w rozmytyg regule poprzez zastoso-
wanie projekcji stopni przynaleznosci przykiadow testowych w pojedyncze wymiary (Kla-
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wonn i Kruse 1995), (Sugeno i Yasukawa 1993). Tak wigc dla kazdego klastra i kazdej cechy
otrzymuje si¢ histogram, na podstawie ktérego tworzy si¢ funkcje przynaleznosci.

Dla kazdej cechy mamy wigc wiele réznych zbioréw rozmytych tworzacych klastry.
Uzyskane wyniki sg trudne do interpretacji, poniewaz zbiory rozmyte tworzone sa indywidu-
alnie dla kazdego klastra. Dla fatwosci interpretacji uzyskanych wynikéw konieczne jest za-
tem dokonywanie rozmytej partycji na zbiory, majace jasna interpretacj¢ lingwistyczna.

Podejscie takie znalazto zastosowanie migdzy innymi przy rozpoznawaniu wzorcéw i
aproksymacji funkcji (Berthold, Huber 1999), (Tschichold, Gurman, 1996).

Kratowy klastering (ang. grid clustering) (Klawonn, Keller 1997), (Keller, Klawonn
1998) jest metoda bedaca kombinacjq réznych metod rozmytych. Wymaga on wstepnego
okreslenia zbioréw rozmytych, a nie nadzorowany algorytm modyfikuje te zbiory rozmyte w
celu podziatu zbioru danych. Klastry sa dane poprzez funkcje przynaleznosci. Uzyskane regu-
ty sq proste do interpretacji, poniewaz nie zawieraja indywidualnie tworzonych dla kazdego
klastra zbioréw rozmytych.

Do tworzenia regut rozmytych mozna réwniez stosowa¢ metody oparte na sieciach neu-
ronowych. Sie¢ taka stosuje wielowymiarowe funkcje w weztach warstw ukrytych i kazda
taka funkcja moze by¢ interpretowana jako rozmyty klaster.

Pedrycz i Card zaproponowali sposéb lingwistycznej interpretacji samoorganizujacej
si¢ sieci Kohonena (1984) w celu utworzenia regut rozmytych (Pedrycz, Card 1992). Zbiér
danych zostaje zredukowany do zbioru prototypow, ktdre sa reprezentowane przez neurony i
wykorzystane nast¢pnie przy tworzeniu regut rozmytych.

Kosko zaproponowat metodg grupowania oparta na rozmytej pamigci asocjacyjnej (Ko-
sko 1992), ktéra wiaze wagi z uzyskanymi regutami rozmytymi.

Metody oparte na grupowaniu rozmytym (Grauel i inni 1997), (Hoppner i inni 1999)
tworzg rozmyte reguly, ktére zawieraja warunki zwiazane ze zbiorami rozmytymi tworzony-
mi indywidualnie dla kazdego klastra. Takie zbiory rozmyte otrzymywane przez projekcje
maja trudng interpretacje lingwistyczna, wymagaja danych liczbowych i nie moga pracowac z
danymi zawierajacymi brakujace wartosci. W zagadnieniach praktycznych metody grupowa-
nia rozmytego sa stosowane w przypadkach, gdy lingwistyczna interpretacja uzyskanych wy-
nikéw nie gra duzej roli.

Kratowy klastering nie ma wigkszosci powyzszych wad i tworzy tatwo interpretowalne
reguty rozmyte, ale poniewaz jest nienadzorowany, jego zastosowanie praktyczne jest ograni-
czone.

Metody wymagajgce zadanej struktury zbioréw rozmytych w przestrzeni cech

Metody te wymagaja okreslenia zbioréw rozmytych okreflajacych wartodci, jakie moze
przyjmowac kazda cecha. Zbiory rozmyte mogg by¢ tworzone przez ekspertéw indywidualnie
dla kazdej cechy, z zastosowaniem ich wiedzy zwiazanej z rozpatrywanym zagadnieniem.
Mozna réwniez zastosowac znane z literatury tréjkatne lub trapezoidowe funkcje przynalez-
nosci i wtedy beda one interpretowane jako liczby rozmyte lub przedziaty rozmyte. Liczba
funkcji przynaleznosci okresla stopien rozdrobnienia przestrzeni danych. Jezeli mamy K cech,
wtedy kazdy opis jest produktem kartezjanskim K zbioréw rozmytych. Ilos¢ mozliwych opi-
sOw jest réwna liczbie wszystkich regut rozmytych, ktére moga by¢ utworzone dla danego na
starcie zbioru zbioréw rozmytych. Szukany jest opis najlepiej dopasowujacy si¢ do danych
uczacych, z zastosowaniem zadanej struktury zbioréw rozmytych.

Wang i Mendel (1991, 1992) zaprojektowali algorytm do tworzenia systeméw rozmy-
tych dla zadania aproksymacji funkcji. W celu wyznaczenia zaleznosci pomigdzy wartosciami
na wyjsciu i pewng kombinacja zmiennych wejsciowych zastosowali reguty wazone. W pracy
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(Wang, Mendel 1992) zawarty jest dowéd, ze algorytm moze tworzyé zbidr regut rozmytych,
ktére przyblizaja kazda ciagla funkcje rzeczywista w zbiorze gestym z zadang doktadnoscia.

Higgins i Goodman zaproponowali w pracy (Higgins, Goodman 1993) pewna modyfi-
kacj¢ algorytmu Wang i Mendela, ktéry zaczyna prac¢ z jedng funkcja przynaleznosci dla
kazdej cechy. Sekwencyjnie nowe funkcje przynaleznosci sa tworzone w punktach maksy-
malnego bledu i rozmyta partycja jest poprawiana. Tak wigc stare reguly sa niepotrzebne i
tworzony jest nowy zbidr regut w oparciu o nowa partycj¢. Procedura jest iteracyjna, powta-
rzana do momentu, gdy maksymalna liczba zbioréw rozmytych zostanie utworzona lub tez,
gdy btad bedzie dostatecznie maty. Algorytm zostat stworzony dla problemu modelowania
ekstremum aproksymowanej funkcji.

Podejscia zaproponowane przez Wanga i Mendela (Wang, Mendel 1992) zostaty roz-
szerzone i zastosowane w systemie NEFCLASS (Nauck, Kruse 1995, 1997b, 1998b) dia za-
dania klasyfikacji oraz w systemie NEFPROX (Nauck, Kruse 1997a, 1998¢c, 1999a) dla zada-
nia aproksymacji funkcji. Wszystkie wartosci cech musza by¢ okreslone przez zbiory rozmyte
zanim reguly zaczna by¢ tworzone. Praktycznie nie tworzy si¢ wszystkich regut rozmytych i
nie przechowuje ich w pamigci. Na starcie przyjmuje sig, ze zbidr regul jest zbiorem pustym
lub zawiera reguly opisujace wiedz¢ dziedzinowa. Nast¢pnie tworzy si¢ kombinacje zbioréw
rozmytych i dodaje do zbioru. Kryterium stopu moze by¢ przykladowo “utworzy¢ nie wigcej
niz L regul” lub tez "reguty powinny opisywac co najmniej p% przyktadéw uczacych”.

Indukcja drzew decyzyjnych (Quinlan 1986, 1993) jest bardzo popularnym podejsciem
stosowanym w analizie danych w celu tworzenia modeli klasyfikujacych. Otrzymane drzewa
moga by¢ zapisywane w postaci regut. Istnieja dobrze znane algorytmy, na przyktad ID3 (Qu-
inlan 1986) dla cech symbolicznych, czy tez C4.5 (Quinlan 1993) dopuszczajacy réwniez
cechy numeryczne. Poréwnanie réznych sposobéw wyboru cech niosacych najwigcej infor-
macji, mozna znalez¢ w pracy (Borgelt, Kruse 1998). Na starcie, kazda cecha opisujaca przy-
kiady musi mie¢ okreslony zbiér wartosci poprzez odpowiednie zbiory rozmyte. Metoda jest
heurystyczna, nie ma gwarancji, ze uzyskane drzewo jest optymalne w sensie struktury lub
tez uzyskanej dokladnosci klasyfikacji. Istnieje wiele metod tworzacych drzewa rozmyte
(Boyen, Wehenkel 1999), (Ichihashi i inni 1996), (Janikow 1996, 1998), (Yuan, Shaw 1995).
Poniewaz tworzenie drzew bazuje na heurystyce, nie zawsze wszystkie cechy musza wystapic¢
w utworzonym drzewie, ale réwniez moga powsta¢ drzewa uwzgledniajace wszystkie cechy,
zbyt mocno rozbudowane. Stosowane sg wtedy techniki upraszczajace (pruning), redukujace
rozmiar drzewa.

Metody wymagajace zadanej struktury zbioréw rozmytych w przestrzeni cech tworza
zbiory regut tatwe do interpretacji lingwistycznej, sa proste do implementacji, moga by¢ sto-
sowane dla danych liczbowych i symbolicznych oraz w przypadku wyst¢powania brakuja-
cych wartosci niektérych cech.

Klasyfikacja nowych przykladéw

Dysponujac zbiorem regut rozmytych mozemy stosujac wnioskowanie rozmyte zastosowa¢ je
do klasyfikacji nowego przykladu, dla ktérego nie jest znana przynalezno$¢ do okreslonej
klasy lub tez moga one by¢ przydatne dla potrzeb analizy rozpatrywanego zagadnienia.

Oznacza to, ze znajac cechy, ktdére opisuja kredytobiorcéw mozemy prognozowac, np.
ich wiarogodnos¢ czy tez przewidywany zysk banku.

Wynik wnioskowania jest uzyskiwany w postaci zbioru rozmytego. W sytuacji, gdy
wymagana jest tylko jedna klasyfikacja, przeprowadzana jest operacja nazywana w literaturze
wyostrzaniem (defuzzification). Polega ona na agregacji w postaci jednego zbioru rozmytych
konkluzji regut opisujacych dany przyklad i znalezieniu dla tego zbioru rozmytego jednego,
najlepiej go charakteryzujacego elementu. Wybrany element okresla nam przynaleznos¢ no-
wego przyktadu do jednej, konkretnej klasy. Na Rysunku 16 przedstawiono prosty schemat
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postgpowania przy prébie klasyfikacji nowego przyktadu do jednej z rozpatrywanych klas, z
zastosowaniem danego zbioru regut rozmytych.

" @ Whnioskowanie

/ rozmyte
Przetwarzanie Ly Rozmywanie Zbi6r regut
wstepne rozmytych

Rysunek 16. Klasyfikacja nowych przyktadéw

Czgsto stosowane metody wyostrzania to metoda maksymalnego stopnia przynalezno-
Sci, metoda $redniej maksymalnej MOM (ang. Mean of Maximum) oraz metoda Srodka ob-
szaru COA (Center of Area), (Bartkiewicz 2000).

Opis zastosowanego podej$cia

Zatézmy, ze dysponujemy skonczonym zbiorem przyktadéw U opisanych za pomoca zmien-
nych ilosciowych, bedacych wynikiem pewnych pomiaréw lub obserwacji oraz zmiennych
lingwistycznych, a wigc stéw lub zdan w jezyku naturalnym.

Pierwszym krokiem jest rozmywanie, czyli zapisanie przyktadéw w jezyku zrozumia-
tym dla systemu komputerowego, zgodnie z metodologia zbioréw rozmytych. Polega ona na
okresleniu stopni przynaleznosci wartosci cech do zbioréw rozmytych okreslonych przez wy-
brane wartosci lingwistyczne.

Zatézmy, ze mamy skonczony, niepusty zbidr przyktadéw U ={uju,,...,uy} i skoficzo-

ny, niepusty zbiér cech A ={a,,..,ax} opisujacych te przykfady oraz V=U Vo, dla j=1,..K,

agh
gdzie V. ={v",»y,..,vy,] jest niepustym, skoficzonym zbiorem wartosci lingwistycznych
cechy a,€ A. W procesic rozmywania dla kazdej wartosci cechy a, okreSlamy zbiér K,
liczb By (a/),..,,uV;,l (a;) z przedziatu [0,1] okreslajacych, w jakim stopniu cecha a, przyjmuje
kazda z wartosci lingwistycznych ze zbioru V,, .
okreslana jest na iloczynie

Relacja rozmyta ze zbioru U do zbioru V, , oznaczana 13,,,,

kartezjafiskim U xV,,—[0,1} i definiowana w postaci zbioru uporzadkowanego
R‘"/ ={(u, v g, (s v)l Yue U VveV,} (110)

gdzie uz (u,v)e (0] jest funkeja przynaleznosci okreslajaca, w jakim stopniu przyktad ue U
Jest w relacji z wartoscia veV, . Relacja ta moze by¢ reprezentowana w postaci zbioru par
albo w postaci macierzy relacji, ktérej elementami sg wartosci funkcji przynaleznosci okresla-
jace, w jakim stopniu przykiad «; e U, i=1..,N jest w rozmytej relacji z wartoscig v” € V,,,
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Mg,y V) | By (anavy’) Hg, (Vi)

lub tez w postaci rozmytego skierowanego grafu, ktérego wierzchotki stanowig elementy
rozwazanych zbioréw, krawgdzie odpowiadaja elementom relacji, to znaczy uporzadkowa-
nym parom, a waga kazdej skierowanej krawedzi odpowiada wartosci odpowiedniej funkcji
przynaleznosci.

Definicja 6. Zbiér rozmyty okreslony przez warunek

Niech U bedzie skorczonym, niepustym zbiorem przykladéw, A niepustym zbiorem cech opi-

sujqcych te przyktady. Niech cecha a; € A ma zbiér wartosci V,, ={v’,vy ...,v{ ). Zbiorem

rozmytym w zbiorze U okreslonym przez wartosé v €V,, oznaczanym UaFV,.,, nazywamy

podzbiér relacji rozmytej ﬁ,,, ze zbioru U do V., dla ustalonej wartosci v € V,,, zapisywany

w postaci
0

ag=)

= v sy @) Yue Uy () >0).
ajey jurf

Zbiér rozmyty okreslony poprzez warunek stanowi uporzadkowany zbidr tréjek: (u,v")
i wartosci funkcji przynalezno$ci u; Y (u,v;") okreslajacej, w jakim stopniu w przyktadzie u

ajor

rozpatrywana cecha a; przyjmuje wartos¢ v/ .

Przyktad

Niech U bedzie zbiorem kredytobiorcéw. Cecha ,kredyt” ze zbiorem wartosci: ,,maty”,
Sredni”, , wysoki” jest zmienng lingwistyczna. Zbiér rozmyty w zbiorze U wyznaczony
przez warunek (,.kredyt” = ,maty”) zawiera kredytobiorcéw, dla ktérych cecha ,kredyt”
przyjmuje warto$¢ ,,maly” w stopniu wigkszym od zera; mozna go zapisa¢ w postaci

17‘""‘__‘, = {(u.maly);/l,-,w__” (u,maly), ue U,/l,-(m‘__ﬂ (&, maly) >0} O

Jezeli ze zbioru cech A wybierzemy jedna cechg a,, to mozemy ze wzgledu na warto-
§ci, ktére ona przyjmuje dokonaé rozmytego podziatu zbioru przyktadéw U. Elementy zbioru
A\{ a, } nazywamy cechami warunkowymi, a cech¢ a; nazywamy cechq decyzyjng.

Definicja Podzial rozmyty zbioru przyktadow
Podziatem zbioru przyktadow U ze wzgledu na ceche decyzyjnq a,€ A ze zbiorem wartosci

V, ={v..,vi ) nazgywamy rozmyte zbiory przykladéw

Ua, = (Uu,zv,"" ’Uu:v;’d ’“"U1m=v’;“’l b

gdzie ijru=v,‘"’ ={(u, v ) 1z » (e, v ), ue U,y » (u,v)>0}.

Dla uproszczenia zadania uczenia, przyjmuje si¢ w literaturze dwa dodatkowe wymaga-
nia, ktére musza by¢ spetnione przez zbi6r przykiadéw ze zbioru U, przedstawione ponizej,
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vy v ))=0, dla ¢, #¢,, YueU (111

s @V )elty wve)=1, dla VYueU. (112)

Interpretacja powyzszych warunkéw jest nastgpujaca, dla kazdego przyktadu ve v idla
kazdej cechy a; € A majacej zbidr wartosci V,, ={v",v;',..,v¢ } istnicje doktadnie jedna war-

tos¢ v’ € V,, dla ktérej funkcja przynaleznosci Uy, (u,v;')=1 orazdla Vvzv" My, (u,v)=0.

Jezeli w zadaniach praktycznych zbiory przyktadéw nie spetniajg warunkéw (f11) i
(112), dokonuje si¢ modyfikacji zbioru cech A wybranych do opisu przyktadéw, wprowadza-

jac nowe cechy nominalne. Tak okreslony zbi6r rozmyty U, .. bedzie oznaczat klasg wy-

znaczong przez rozmyta partycj¢, ktorej opisu szukamy w postaci regut rozmytych typu JE-
ZELI...TO ...

Uwaga:
W dalszej czgsei pracy dla uproszczenia zapisu bgdziemy pomija¢ géme indeksy przy warto-
Sciach cechy decyzyjnej i bgdziemy stosowaé uproszczony zapis V,, ={v..,v,} oraz

{0,.0,..0, 1.

Kazdy przyktad u,e U, n=1,..,N opisany za pomocg cech a,€ A, j=1..,K mozemy
zapisa¢ w nastgpujacy sposéb

Ut (@ =V Sl A2 =V Vil A A @K Vi Vs Mg, (113)
gdzie indeks #(j,n) okresla wartos¢ jaka przyjmuje j-ta cecha w n-tym przyktadzie. Funkcja
Y] okresla, w jakim stopniu w przykladzie u, cecha a, przyjmuje wartos¢ v, . Dla

"/=V,"(/,_..;

uproszczenia zapisu bgdziemy stosowaé¢ wymiennie zapis w postaci

Avee A8r Vi i (114)

AT

Ui (@ = v'(""));#V.un) Aay = v’(z"”);’u“:(z,n)

Tak zapisany zbi6r przyktad6w jest punktem wyjscia w procesie uczenia maszynowego
na podstawie przykladéw, w ktérym otrzymujemy zbi6r regut rozmytych typu JEZELI ... TO
.... . Reguta rozmyta moze zosta¢ zapisana w postaci

JEZELI (a, =, )N A @k =Veny) TO (@4 =V,41) (115)
gdzie indeks 1(j,£) okresla wartos¢ jaka przyjmuje cecha a; w k-tej regule, k=1, ...,S.

Dysponujac zbiorem k-regut rozmytych mozemy stosujac wnioskowanie rozmyte obli-
czyc stopien spetnienia k-tej reguty przez kazdy przyktad «, ze zbioru U.

Niech funkcja 4. oznacza funkcj¢ przynaleznosci j-tej cechy w n-tym przykladzie
do zbioru rozmytego okreslonego przez warunek (a; =v,,,) z czgSci przestankowej k-tej
reguty. Po pierwsze, dla kazdego przyktadu u,e U, n=1...,N i kazdej reguty mozemy obli-
czy¢ wartosci funkcji przynaleznosci do zbioréw rozmytych z czesci przestankowej regutly:
Hipmy Bzt my veodbiix iomy OTAZ do zbioru okreslonego przez konkluzje: ., -
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Nastepnie, aby otrzymac stopiefi spetnienia przez przykiad u, czgsci przestankowej k-

tej reguly stosujemy operacj¢ agregacji zbiordw rozmytych z czesci przestankowej reguly i
otrzymujemy

Te()= A" g pmy o im s Bk im) » (116)

gdzie A jest wybranym operatorem koniunkcyjnym agregaciji, zazwyczaj minimumn.
Niech C, okredla klasg rozmyta okreélona przez k-ta regulg. Stopien spetnienia k-tej re-
guty przez przykifad u, wynosi

He, ()= min{7y(u,), Kygiml) - (117)

Agregujac dla danego przykladu u, zbiory rozmyte z konkluzji regut opisujacych ten przy-
ktad otrzymujemy warto$¢ funkcji przynaleznosci przyktadu do jednej klasy C

He)=A" (ug ), ptg, @) iz, (1)) (118)
gdzie A jest wybranym operatorem dysjunkcyjnym agregacji, zazwyczaj maksimum,

Przyktad 8.

Rozpatrzmy bardzo uproszczony przypadek, gdy do opisu przyktadéw wybrano cechg a, kt6-
ra moze przyjmowaé wartosci lingwistyczne ,,maly”, ,$redni”, ,,duzy” oraz cech¢ a, z warto-
$ciami ,,niska”, ,,$rednia”, ,,wysoka”. Przyjmijmy, ze w procesie rozmywania, przy opisywa-
niu danego zbioru przykiadéw, okre$lono zbiory rozmyte przedstawione na Rysunku 1
Przyjmijmy, ze mamy zbidr trzech prostych regut, k = 3, przedstawionych ponizej

k=1: JEZELI (a,=maty) TO (a, = srednia)
k=2: JEZELI (a, = $redni) TO (a, = niska)
k=3: JEZELI (a, =duzy) TO (a, = wysoka).

Zastosujemy ten zbidr regut w celu okreslenia przynaleznosci nowego przyktadu u;:
(a,=v™), zaznaczonego na Rysunku 1 Klasy rozmyte C, okreslone przez rozmyte konkluzje
k-tej reguty dla przykladu u, zostaly zaznaczone pogrubiong linig na Rysunku 17 (&5 =@,
poniewaz ug (1) =0). Zbiér rozmyty C jest rozmyta konkluzja uzyskana z sumy zbioréw
rozmytych C,, G, i C;. Jedna wartosé najbardziej reprezentatywna dla zbioru rozmytego C ,

jaka przyjmuje cecha a,, ozn. v, moze byc¢ okreslona w procesie wyostrzania.
przyj
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maty Sredni duzy niska Srednia wysoka

¢
maty sredni duzy niska Srednia wysoka
> A AN Ez
maty  Sredni duzy niska Srednia  wysoka
G
a, a,
Srednia
— ic
v a,
Rysunek 8. Klasyfikacja przyktadu z zastosowaniem zbioru trzech regut (i}

Rozpatrywane metody klasyfikacji na podstawie przykladéw zakladaja, ze w zbirze
uczacym nie wyréznia si¢ kolejnosci wystgpowania przyktadéw, natomiast w zagadnieniu
predykcji szereg6w ta kolejno$¢ jest zasadnicza cecha. Istniejace i rozwinigte metody tworze-
nia regut na podstawie przyktadéw ograniczaja si¢ tylko do przypadkéw ,,statycznych”. Wy-
daje si¢, ze wykorzystanie obecnie znanych metod tworzenia regut moga by¢ wykorzystane
do predykcji szeregéw czasowy — jednak po uprzedniej odpowiedniej obrébce danych wej-
$ciowych. Np. po rozwazaniach opartych na wykorzystaniu twierdzenia Takensa odpowiada-
jacego na pytanie jak duze ma by¢ obserwowane ,,0kno” danych, z oryginalnych przyktadéw
musza by¢ wygenerowane nowe przyktady odpowiednich ,,okien” danych. Jednak ten pro-
blem jest ciagle problemem otwartym, zwtaszcza, ze nie potrafimy odpowiedzie¢ na pytanie o
waznosci twierdzenia Takensa, gdy rozwazamy elementy logiki rozmyte;j.
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