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Wstep

Zadanie uczenia maszynowego na podstawie przykiadéw mozeiny ogdlnie postawi¢ w sposob
nast¢pujacy. Mamy dany zbior przyktadoéw, zwany zbiorem uczacym. Przyklady opisujemy
za pomocg warunkéw zwigzanych z cechami. Zbior taki ze wzglgdu na wartoéci wybranej
cechy (tzw. cechy decyzyjnej) mozna podzieli¢ na klasy.

Zbiér przykladéw uczacych jest punktem wyjsécia do procesu uczenia sig, w wyniku ktérego
pozyskuje si¢ wiedzg o klasyfikowaniu, tzn. szuka opisu zbioru przykladéw nalezacych do
danej klasy. Opis taki wyrazany jest na ogél w postaci regul decyzyjnych, tzn, zbioru
warunkow zwiazanych z wartoéciami cech, zachowujacymi zalezno$ci pomigdzy cechami
oraz uwzgledniajacymi znaczenie poszczegolnych cech; drzew decyzyjnych; lub tez w postaci
odpowiednio dobranych wag polqczen w sieciach neuronowych i ich struktury,

W rozdziale 1 oméwiono zagadnienia sztucznych sieci neuronowych ze szczeg6lnym
uwzglednieniem procesu uczenia sieci na przyktadach. Przy zalozeniu, ze funkcje aktywacji,
jak réwniez wskaznik jakoSci uczenia w sieciach neuronowych sa funkcjami
rozniczkowalnymi, mozna stosowac gradientowe algorytmy optymalizacji. Dotychczas
stosowane metody uczenia sieci wymagajg stosowania wiclokrotnego rézniczkowania funkeji
zlozonych.

W opracowaniu proponuje si¢ wykorzystanie aparatu teorii grafow skierowanych, w
szczegolnosei twierdzenia Tellegena, do przeksztalcenia sieci neuronowej na graf, Nastgpnie
okresla si¢ tzw, sieci odwrotne, ktore topologicznie sa takie same jak rozpatrywana sie¢
neuronowa i okre$la przeptyw sygnaldow w sieciach odwrotnych, Zaproponowano pigé regut
przeksztatcajacych sie¢ oryginalng na sie¢ odwrotna. Rozpatrywane podejécie, ktore w prosty
sposdb generuje wzory w algorytmie wstecznej propagacji bledu uczenia, moze by¢
rozszerzone na algorytmy uczenia innych klas sieci neuronowych,

W rozdziale 2 rozpatrywano zadanie tworzenia regut klasyfikacji na podstawie rzeczywistych
zbioréw danych ktoére moga zawiera¢ sprzecznodci 1 niejednoznacznosci, bedace istotnym
utrudnieniem w procesie uczenia. Podjgto probe zastosowania podejscia opartego na teorii
zbiorow rozmytych, ktére pozwala zapisywac przyblizone, nieprecyzyjne i niejednoznaczne
dane w jezyku zrozumiatym dla systemu komputerowego i dalej je przetwarza¢. Opisy
rozpatrywanych klas otrzymuje si¢ w postaci zbioru regut rozmytych typu JEZELI ...TO, z
rozmytymi przestankami i rozmytymi konkluzjami.

W opracowaniu przedstawiono wybrane elementy teorii zbioréw rozmytych oraz podstawy
wnioskowania rozmytego pod katem mozliwosci ich zastosowania przy tworzeniu regut
klasyfikacji. Podjeto probg postawienia zadania tworzenia regut rozmytych na podstawie
zbioru przyktadéw uczacych.



Rozdzial 1

Odwrotne wiclowarstwowe sieci neuronowe

1.1 Introduction

Leaming of multilayer neural networks is usually performed by the backpropagation algorithm, often
with some modifications. The algorithm is a gradient descent one and has a long history. The basic
algorithm version is well known due to Rumelhart and McClelland (1986), and it was derived by
applying repeatedly chain rule expansions backward through the network There are several
researchers who claim a right to this algorithm, here we would like to mention works done by Werbos
(1974) who obtained similar results applying ordered partial derivatives, and by Dreyfus (1992) as
well as by Kelley (1960) who obtained similar results relating the gradient theory of flight paths
during the late 1950s. Considering a leamning process of multilayer neural networks as a particular
multistage optimal control problem Krawczak (1994, 1999a, 1999b, 2000a) obtained backpropagation-
like equations. This approach is based on a dynamic programming idea, and a first order
approximation of return functions consideration. In results Krawczak elucidated the backpropagation
algorithm as a first order differential dynamic programming. Applied similar methodology Krawczak
(2001a, 2002) shown how to include an additional parameter in neuron activation functions and how
to find an optimal value of this parameter. Another works of Krawczak (1999b, 1999¢, 2000b) were
devoted to ways of changing these parameters by handling the problem by a homotopy (or
continuation) method.

In the very rich artificial neural networks literature little attention has been given to neural
networks consideration from the graph theory point of view. Examination of neural networks as flow
graphs gives very interesting and unlike properties of the neural networks leaming process. The
approach is based on the Tellegen's theorem (Tellegen, 1952; Chua and Lin, 1975) used in the electric
circuits while Kirchhoff's laws may not be valid. The consideration leads to proper equations of the
backpropagation algorithm but in a much more simple way. In the graph methodology there are
reciprocal graphs in which signals flow in opposite direction. Here we use terminology adopted from
the optimization or optimal control theory (Bryson and Ho, 1969), and such neural networks in which
signals flow in opposite direction are called the adjoint neural networks.

In this chapter we present a flow graph methodology for representing neural networks, and then
the adjoint neural networks for representing learning algorithms based on gradient methods. The



backpropagation algorithm is considered in details, while the applied notation allows also treating
multilayer networks with possible feedback signals. For the backpropagation algorithm we emphasize
the forward propagation of the inputs through the neural networks and the backward propagation of
proper gradients through the adjoint neural networks Construction of the adjoint neural networks gives
directly formulae of the considered learning algorithm.

It seems that this approach can be extended on other gradient algorithm used in different kind of
neural network architecture, like global descent backpropagation, time-delay neural networks,
backpropagation  through time, recurrent backpropagation. time dependent recurrent
backpropagation which leaming algorithms are based on gradient methods.

1.2 Neural network transformation into a flow graph

Since the pioneer work of McCulloch and Pitts (1943) a model of an artificial neuron is a very simple
processing unit, Figure 1.1,

X101 Wiap

Winigen

Xy Wie-naw
Wikass)

X1y
Wimng+h

Waig.1p

Figure 1.1: An elementary model of a neuron.

which has a number of inputs, say N, each input is weighted with an appropriate weight w,,

i=12,.,N . The sum of the weighted inputs and the bias (included to the inputs) forms the input
N N
net,:Zwu. x,:Zy,.j, (1.1)
=] =1

to the activation function fj(net j) within a summation point @ . Here we consider differentiable
activation functions to generate outputs of the neurons. In the considered model there is included an
additional element depicted byO describing a junction point. Generally the existence of the junction
point in a neuron has been tacitly assumed. In Figure 1.1 there is some extended notation of indices,
namely we indicate a position of each neuron in the whole network. For example the weight w,;

indicates a connection between a neuron i laying in the (/ — /) -th layer and a neuron j lying in the
(1) -th layer.



In this way three main elements of a neuron can be distinguished, one part is a summation point,
the second is an activation function which transmits the effect of summation, and the third is a junction
point spreading the activation function output to neurons of the next layer with the same value.

Let us rearrange the neuron elements in the following way:

» removing the activation function outside the neuron
e removed activation functions are shifted to each connection between the considered neuron and
all neurons of the next layer becoming transmittances between neurons
e connection between neurons are still weighted
» a summation point and a junction point set up a node
e a neural network with rearranged neurons becomes a flow graph.
The above introduced neuron rearrangement is pictured in Figure 1.2.
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Figure 1.2: The rearranged neuron with its vicinity as a flow graph part.
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Now Equation (1.1) can be rewritten in the following way
N N N
netygy = D Wiansn B = 2o Wai-nin Sian ("e’ i0-1) ) =3 Vir-ns 1.2)
i=f =l =

and description of any separate edge becomes
Yia-niny = Wit-nsm Xig-n = Wig-njm fi(H)("e’ ,-(1_1)) . 13)

Now let us show an example of a simple neural network with one hidden layer, Figure 1.3.
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Figure 1.3: A simple two- layer neural network.



Afier using the neurons rearranging procedure described above the same neural network can be
considered as a flow graph, Figure 1.4.
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Figure 1.4: A flow graph corresponding to the two- layer neural network from Figure 1.3.

Comparing these two pictures we can notice that the architecture of the neural network and the
flow graph is exactly the same, in the position of each neuron a graph node has been appeared, while
to each connection an activation function has been added as a transmittance. In the above picture there
are two kinds of reduced nodes:

s input nodes are limited only to junction points
e output nodes are limited to summation points.

1.3 Elements of the flow graph

In the previous section it has been shown how a neural network can be transformed into a flow graph.
In this section our attention will be devoted to the basic definitions of reciprocal graphs and it will be
proved when two graphs, the considered and the reciprocal are interreciprocal.

A graph consists of two types of elements, nodes and edges, and the ways in which these
elements are interconnected.
Definition 1.1:
A graph is represented by the following triple G=(V, E, ), where ¥ is a nonempty set of nodes of
the graph, E is a set of edges of the graph, and ¢ is a mapping from the set E to ¥ . If the pairs of
nodes are connected by an ordered edge (indicated by an arrow), then the edge is directed. A graph

with all directed edges is called a directed graph or flow graph. Any two connected nodes by an edge
are called adjacent nodes. Here nodes are represented by a small octagon.

Assumption 1.1: All nodes consist with two, one a summation point and second a junction point (see

the following picture). : E




Let us considered a flow graph G with N nodes indicated by i, i=12,.. ,N . A single edge (i, /)

between two nodes i and j, (i, j= 1,2,...,N); and there is defined a value X representing the node;

and next for each pair of nodes there is defined a transmittance function 7}, ; and there is defined an

output of each edge (the final value of an edge coming into a node. The above introduced rules can be
shown in the following figure:
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I

Figure 1.5: A directed edge of a flow graph.

with the following transition function

Y, =T, X, (1.4)
With the Assumption 1.1 of summing properties of each node we have a relation of a node:

N N
X; =392, +X =0T, X, + X 4 (1.5)
i=1 i=1

where by X, we denote some selected nodes considered as external inputs to the graph directly

feeding the node j, in this case an associated transmittance is equal to /.0.

Having one graph G let us consider another graph G’ with the same number of nodes,
i=1,2,..,N,and the same edge connection (j,k) between any two nodes i and j, i, j=12.. N, it

means of the same topology. The graph G is defined by X,, T, Y; and edges (i, ) for

i i

i,j=1,2,.,N; while the graph G’ is defined by X, T, Y,J and edges (i, j) fori, j=12,.,N.
Now we will recall the following definitions and the theorem.

Definition 1.2:

It is said that two graphs G and G' are transposed of each other if and only if their transmittances

are transposed

T, =T

¥y

forall i, j=1,2,.,N. (1.6)

Definition 1.3:
It is said that two graphs G and G' are interreciprocal if and only if their



i
Z( o~ X, X <a>)=0 1.7)

Theorem 1.1:

Two given transposed flow graphs G and G' are inlerreciprocal.
Proof:

Let us consider a flow graph G and another flow graph G' that is the transposed graph of G, i.e.
T,=T, foralli j=12.N.

v H

Now we will convert the following identity
N , N )
ZX1X1=ZX1XJ' (1.8)
J=1 J=1

For both considered graphs using the equation (1.5) we get

N N
XIZZIT'J'X' +X ) :ZI:Y-JJer(a)

X',:ZT X +X g = ZY + X

and substituting the proper terms in left- and right-hand side in (1.8), respectively, and let us perform
the following conversion

N R N N N \ .
ZXJ (ZTo X, +XJ‘(0>):ZX/ (ZTi;Xi +Xj(a))

sl i=1 J=t i=1

M=

X (ZY +Xj(a,]=ng("z:y +X(,,))

~.
T
L

N
(X;Yy’rX;Xz(o)):i Z(X Y+ X X;(o))

J=1 =1

Mz
M=

~
W
-

M=
M=

(X:IYU— ijy‘)_

M=
M=

(X;tha)_X1X;<a))=0' (1.9)

~
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-
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It was assumed that the graph G and G’ are transposed, so this assumption implies that first term of
(1.9) is equal to zero due to the following condition

N N

IDNCAEERAR

o

Sl x, - x, 1) = (1.10)
j=1 =1

JN N

> 2l rx - x,1,x0) =0

-
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From (1.7) we have that the second term in (1.9) is also equal to zero

N N . , N ) ,
Z Z(Xj X=X, X/(n))= Z(X/ XY, - X, ij)):o .11
i=l  j=1 =1

and it proves that the graphs G and G’ are interreciprocal. O

Here we would like to mention that the equation (1.9) is known in the electric circuits theory as
Tellegen's theorem (Tellegen, 1952; Chua, Lin, 1975).

It seems that one case is of special importance should be distinguished, namely a graph with
only one input as well as one output. That case limits Equation (1.11) to two terms without crossing
dependencies. In such a simple case we can distinguish a node in which is the input to the graph and a
node out which is the output of the graph, while for the graph G’ a node in is the output and a node
out is the input of the graph, then Equation (1.11) becomes

XinX;n = X Ko 1.12)

For the graph G the output X, as a result of the input X is identical to the output X ,',"

following the input X, for the graph G’, thus for a single input and a single output the conclusion

can be written as

X,/ _X. o
/Yout— A;n ’ Xp=Xpus Xgu=X,n.

Similar interdependence between inputs and output of interreciprocal graphs is valid for
multidimensional inputs and outputs, but the one input and one output case illustrates the idea of graph
interreciprocity in a very visual way.

1.4 Adjoint neural networks construction

In the previous section the possibilities of conversion of a neural network into a flow graph have been
shown, and next some properties of interreciprocal flow graphs.

In this section these properties will allow us to introduce adjont neural networks. The name
adjont has been borrowed from the optimization as well as optimal control theory where it is used for
additional (adjoint) set of equations, and in the case of the optimal control problems or multistage
problems these equations are solved in an opposite direction.

1.4.1 Adjoint networks
Using the graph theory notation a feedforward network topology can be specified by the following set
of equations

N
x; =0 T,wyx, i,j=12 N (1.13)

where NV is the number of all nodes (in our case neurons), x,, x; are values describing nodes i and j,

T, = f,.j( ) is a transmittanice (or an activation function of neurons ¢.g., sigmoid function between the

10



node i and j. The summation is taken over all signals associated with the node x,, i=/,2,.,N

coming into the node x;, j=1,2,.,N.

The last equation can be rewritten in a different way by considering values of nodes, i.e. nef
for/=12,.,L j)=12,.,N()

UM

N(D)
NG-D) Z Wi *ioy
_ o=t
net iy = Wia-n i *a-n =Y waon (1.14)
i(i-1)=t ( )
2 Wi Flnet
i(l-1-1
N(D)
2 Wios ety
0)y=1
N{-1)
netigy =4 2 Wi f(”e’,(l—n) (1.14a)
Wi-4)=1

N(L)
Rl jiouy = Zwv‘(L—lj(L) S (neti(L_,))
i(L)=t

Using (1.14) we can illustrate flows of signals in a neural network treated as a flow graph in the
following picture. 1t is shown an example of twolayer neural network with one hidden layer, in the
picture there is marked a chain of directed edges linking a selected input node nef,,) = net,,,, with a

selected output node net,,,, .

Figure 1.5: A schematic exemplary twolayer neural network as a flow graph.

Now let us remain the learning process of neural networks. Leaming of the neural networks
consists of changing the weights when the desired output d,, p=1/2,..,P, and the actual output
Xy, » 35 a result of the input x,,, are different. The index p is a training example while L denotes

the number of layers in the network. The changing is done by gradient descent

OE
N
AWV(FI)J(') - wu»mm w:(-u;m n ow (1'15)

-0y

where 77 is the learning rate, and E is the leamning performance. Generally the learning performance

E is defined as a sum of all training pattern examples

11



P N(L)

E= Z ZEJ(L)y (dJ(L)p’xj(L)p) (1.16)

p=1 j(L)=!

where N(L) is a number of output nodes (neurons). For a specific training pattern p we use the
squared difference between the patterns and actual network output

] N 2

E, =5 (dj(m _xj(L)p) : (1.17)
J(L=t

Using the delta rule directly, derived in Chapter 3, for updating the weights w,, ., we obtain

O, OE, onet

_ _ P o
Awiy pjwy =1 o =N et B =16 X0 (1.18)
-1 i Mianju

where j(I)=12,.,N(), il-DN=12,.,N(l-1), I=12,.,L.

Let us recall the expression of & for (1.17)

N(L)

.g:)_l(d](L)p —xj(L),,)f'(netj(L))
Sun={"" v (1.19)

f (”e’ ,-a—n) 2 Wi S0
Aot

& o = (dj(L)p "xj(L)p):ej
N(L) ,
Siun = Zf (”e’j(L))‘sj(om . (1.19a)
A1
Nl

S (”e’ -'u-n) 2 ¥a-nso S5
i1

It can be easy noticed that Equation (1.14) and (1.19) have the same structure. In (1.14) the signals
net flow from the inputs through the network to the outputs, while in (19) the signals § flow in
opposite direction from the outputs to the inputs. In (1.19) there is included influence of a performance
index of learning.

According to the definition of interreciprocity of flow graphs it is required to define the input to
the adjoint graph. The term &, =- (dj(w _x_,(w): e, is dependent of a shape of the
performance index, and can be treated as the input to the adjoint network. In the original networks
there are distinguished inputs nodes and the response of the network is just &, =€, . In order to get

some similarity we must consider inputs nodes of the original network as output nodes of the adjoint
network, and vice versa output nodes of the original network as input nodes of the adjoint network
equal to e, . Now we must define transposition of transmittances due to the definition of transposed

graphs, i.e.



T;=T,, foralli,j=12,.,N. (1.20)
For a normal signals flow direction we can write the following relationship
net gy =T p iy Wia-njo el = S (ne) Wig_py ) net (1.21)
while for an opposite signals flow direction we can write
S =S ja-n Wi-nsr S (1.22)
where S, 1, iS a transmittance for delia signals. Let us differentiate (1.21) and rewrite (1.22) using

the definition of the delta rule we obtain

Onet ;) _ f (net,)

" 123)
onety, ,,  Onet, =00 (
e . w
et JOED THEDID et o) (1.24)
Dnet N |

et =S8 inu-n Wit-nm K
i(l-1)

and substituting (1.23) to (1.24) we get

. of (net,) .
Sove-n = Ten = = f'(net,). (1.25)
JNiU-0 Js-1) anet,

In this way we proved the form of transposed transmittances appearing in the adjoint neural networks.
In Figure 1.5 it was shown an exemplary path of a twolayer neural network, a counterpart to this
example - a path of the adjoint neural network is shown in Figure 1.6.

S

Figure 1.6: A schematic exemplary twolayer neural network as a flow graph.

Looking at Equations (1.14) and (1.19) we can notice that both networks are topologically
identical, it means that there is strict and unique correspondence between signals and connections. The
adjoint network is found by application of the same network architecture, reversing the direction of
signal flows, replacing activation functions by their derivatives, and by changing the positions of
sununing points with junction points within each node.

It is easy to notice that the changes of the original network into the adjoint network are
governed by very simple rules that will be described in the next section.




In Equations (1.11) and (1.12) the terms f,} (x,.)= S, and J; =8, are the transmittances in the

graph G, and there are just the well known delfas in the backpropagation algorithm.

In the transposed graph signals flow in reverse direction than in the original graph G and in this
the transposed graph becomes the adjoint network. The adjoint network is characterized by the inputs
(which are outputs of the original network) and the outputs (which are inputs to the original network),
see (1.11) and (1.12).

1.4.2 Neural networks versus networks
In some works of Krawczak e.g. (2000a) multilayer neural networks were divided into two kinds of
layers. The first kind consisted only of weights with summation points while the second only of
activation functions. The idea was just the same like in this work, the simple weight layers are related
to nodes and the activation function layers are related to edges with transmittances.
Considering architecture of any class of neural networks, e.g. feedforward, we can observe four
basic elements building networks:
® summing points
* junction points
 univariate functions
e multivariate functions (considered in Krawczak, 2000a).
Any architecture of neural networks can be represented as a flow graph by the following changes:
e a neuron is divided into three parts: a summation point, a junction point and an activation
function,
¢ a summation function together with a junction point becomes a node of a flow graph (a
network),
e an activation function becomes a transmittance of each outgoing edge,
o gathering signals in a node nascent by simple transition of a previous net value and a
transmittance multiplied by a synaptic weight.

In the previous section we have shown the idea of changing a neural network into a network, and
next deriving a joint network. Adding the goal of determining the error gradients (deltas) we need only
apply a set of simple transformations. Construction of an adjoint network requires reversing the flow
direction in the original network, labeling all resulting signals &;, and performing the following

operations:

1. A summation point and junction point is gathered as a node

Pl =

2. Univariate functions are replaced with their derivatives.

14



X X S S0
finetyy) :> f(netyy)
Wia.) Wienim

Explicitly, the scalar continuous function x, = f (wu.,x,) is replaced by &, = f '(wuv,x,)b'j, where

f'(w‘.},x,): Ox, [0x, . Special cases are

e weights: x, = w; x

iy i

in which case 8, =w,J;

Xig 1 Xy &a- ) 5_“

>
Wianjifly Wiesjty

o bipolar activation function: for the function y, = tanh(x,) the derivative is f '(x)= (1 - x;)

O R

o unipolar activation function: for the function y, =
P ]

f‘(xi):(]_xj)

S
1 +exp(- x,

Xig-ip N 1 Xy S

[rowls)] [ 7 C=>

3. Multivariate functions are replaced with their Jacobians.

X,

.y

Fx,)

or fox,

» out : 5!'"

) the derivative is

5“!
e

A multivariate function maps a vector of input signals into a vector of output signals, y ., =F (xm).

In the transformed network, we have &, = 0F(x,, )/ ox,, 8., , where the Jacobian OF(x,, )/ Ox,,

corresponds to a matrix of partial derivatives.

4, Outputs become inputs.

X, RS ADIJOINT
—P>| NETWORK =P "= | t1wORK

' out




By reversing the signal flow, output nodes y ,, in the considered network become input nodes in the
adjoint network. These inputs are then set e. For different cost functions than considered here the
squared error, the input should be set to&J / dy

out

The considered five rules allow us simple construction of the adjoint network from the original
networks. Note that there is a topological equivalence between the two networks. The order of
computations in the adjoint network is thus identical to the order of computations in the original
network. The signals & that propagate through the adjoint network correspond to the terms @/, /Oy s

necessary for gradient adaptation. The exact equations we can take from the adjoint network,
completing the derivation. A formal proof of the validity and generality of this method was given in
section 1.1.

1.5 Backpropagation algorithm derivation

The simplicity of the application of adjoint neural networks in deriving the error backpropagation
algorithm will be clarified in this section.

We derive the standard backpropagation algorithm. For consistency with traditional notation, we

have labeled the summation signal nef,,, with the enlarged subscript to denote the layer, see Figure

1.5. The adjoint network shown in Figure 1.6 is found by applying the construction rules described
above, from this figure, we may immediately write down the equations for calculating the delta tenms,
Equation (1.14):

O oy = (dj(L)p - ",-u.),)= ¢,
N(L)

Bigry = Zf ("etj<L>)5j(aun
D=t
N

S ("‘”i(t»l)) 2 Wi S
Jih=t
Equation (1.18) for the weight update now can be formulated as
AWy = 10 50y %ia-n -

These two equations (1.14) and (1.18) precisely describe standard backpropagation, the well
known equations from many text book about feedforward neural networks. There is no doubt that the
presented approach gives mmch more easily way to obtain the equations describing the
backpropagation algorithm.

1.6 Summary

In this chapter we have delivered a way the derivation of gradient-based algorithms for any network
architectures. For any interesting neural network we can construct the adjoint neural network. The



adjoint is build using five rules of changing the original network can be obtained in a very simple way.
All formulae for leaming algorithms can be derived using this methodology.
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Rozdzial 2

Wybrane elementy teorii zbiorow
rozmytych w uczeniu maszynowym na
podstawie przykladow

2.1. Wprowadzenie

W teorii mnogosci klasyczny zbior jest kolekcja pewnych obiektow, ktore nazywa sig
elementami tego zbioru. Relacja e nalezenia elementu do zbioru jest pojeciem pierwotnym.
Dowolny element nalezy do zbioru albo nalezy do jego dopelnienia. Przykladowo, temperatura
moze by¢ ujemna albo nieujemna, liczba nalezy do zbioru liczb naturalnych albo nie nalezy.

Zbiory rozmyte zostaty zaproponowane przez Lotfi A. Zadeha w 1965 roku jako
numeryczne narzedzie do opisu niepewnosci, nieprecyzyjnosci, wieloznacznosci
towarzyszacych nieodiacznie ludzkiej percepcji, mysleniu, mowieniu itp. Przykiadem jest
lingwistyczna niepewnos¢ jezyka naturalnego [L.A Zadeh, 1973], ktoéry zawiera pojecia
nieprecyzyjne i wieloznaczne. Przykladowo, pojecia “zimno” i “cieplo” moga byC roznie
odbierane przez roznych ludzi, ten sam czlowiek moze by¢ oceniony jako “niski” przez Polaka,
natomiast jako “bardzo wysoki” przez Pigmeja. Literatura dotyczaca zbiordw rozmytych jest
bardzo liczna, semantyke zbioréw rozmytych opisano migdzy innymi w pracy [Dubois i Prade,
1997].

W teorii zbiorow rozmytych dowolny element moze naleze¢ do zbioru w pewnym
stopniu. Stopien przynaleznosci elementu ze zbioru U do zbioru rozmytego G jest okreslany
przez funkcje przynaleinosci o wartoéciach z przedzialu [0, 1], oznaczana p;:U—[0,1].

Zbior rozmyty jest utozsamiany z funkcja przynaleznosci do tego zbioru, ktora okresla, w
jakim stopniu jesteSmy sklonni uznaé, ze dany element nalezy do tego zbioru. Uzycie skali
liczbowej umozliwia wygodne odwzorowanie stopnia przynaleznosci elementu do zbioru
rozmytego, poczynajac od liczby 1 oznaczajacej calkowita przynaleznos¢, do liczby 0
oznaczajacej nie przynaleznosc do zbioru.

Trzeba pamigtac, ze rozmyto$¢ nie oznacza przypadkowosci. Przypadkowo$¢ mozna
utozsamia¢ z niepewnoscia, czy element nalezy czy tez nie nalezy do zbioru, a wigc z brakiem
wiedzy. Natomiast rozmyto$¢ dotyczy samego stopnia przynaleznosci elementu do zbioru,
polega na braku jednoznacznie zdefiniowanych granic zbiorow rozmytych, ktore moga si¢
czegSciowo pokrywaé. RozmytoSC polega na tym, ze ten sam element moze naleze
réwnoczesnie do kilku zbioréw rozmytych, z réznym stopniem przynaleznosci.

Rozpatrzmy zbiory rozmyte “cieplo” i goraco” w zbiorze temperatur okreslonych w
°C . Powietrze o temperaturze 28°C moze by¢ odbierane zaréwno jako cieple jak tez jako
gorgce;, moze wigc naleze¢ zarowno do zbioru rozmytego “goraco” jak tez do zbioru
rozmytego “cieplo” w réznym stopniu.

Zaldzmy, ze dysponujemy zbiorem przykladow (np. pacjentow), ktére mozemy opisac
za pomoca zmiennych ilosciowych, bedacych wynikiem pewnych pomiaréw (np. temperatura,
cisnienie) lub obserwacji (np. obrzeki, sinica skory, chrapliwy oddech) oraz stéw lub zdan w
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jezyku naturalnym (np. osoba nerwowa, nadwrazliwa, odczuwajaca silny lek). Takie przyklady
mogg, zawiera¢ dane nieprecyzyjne, niepetne, wieloznaczne i moga by¢ obarczone blgdami.

Aby zapisaé takie przyblizone i niejednoznaczne dane w jezyku zrozumialym dla
systemu komputerowego i moc dalej je przetwarzal, mozna zastosowaé teori¢ zbiorow
rozmytych, okreslajac rozmyte wartosci cech wybranych do opisu przykladéw (np. dla cechy
"bol” mozna okreslac wartosci rozmyte: niewielki, silny lub tez dla cechy "cisnienie” wartosci:
nieco podwyiszone, wysokie) oraz rozmyty podzial przyktadow na klasy (np. pacjentow
chorych na grype, pacjentow z lekka nerwica lub tez majacych chorobg wiencowa).

Zbior przyktadow uczacych opisany z zastosowaniem zbioréw rozmytych jest punktem
wyjscia przy tworzeniu opiséw rozpatrywanych klas w postaci zbioru regut rozmytych typu
JEZELI .. TO, z rozmytymi przestankami i rozmytymi konkluzjami. Przyktad reguty rozmytej
zapisanej w jezyku naturalnym przedstawiono ponizej.

JEZELI “wystepuja przediuzone napady bolow diawicowych” i "brak jest goraczki” i
"wystepuje podwyzszenie OB” i "brak jest elektrokardiograficznego obrazu
zawalu serca” .

TO ”pacjent ma ostra niewydolno$é wiencowa”.

Reguty rozmyte moga by¢ definiowane przez eksperta, moga by¢ wynikiem
modelowania jakosciowego, mogg rowniez zosta¢ wygenerowane automatycznie na podstawie
danego zbioru przykladow z zastosowaniem algorytmoéw automatycznego pozyskiwania
wiedzy.

Dysponujac zbiorem regut rozmytych mozemy stosujac wnioskowanie rozmyte
zastosowaé je do klasyfikacji nowych przykladéw, spelniajacych koniunkcje warunkow z
rozmytej cze$ci przestankowej reguty, do odpowiedniej klasy, okreslonej poprzez rozmyte
konkluzje.

W rozdz.2.2 przedstawiono wybrane elementy teorii zbiorow rozmytych oraz podstawy
whioskowania rozmytego, a w rozdz.2.3 krotko omowiono zadanie tworzenia regut rozmytych
na podstawie zbioru przykladow uczacych z zastosowaniem metod uczenia maszynowego.

2.2, Podstawowe pojecia teorii zbioréw rozmytych

2.2.1. Zbiér rozmyty

Zbiér rozmyty jest definiowany jako zbior elementow z funkcjg przynaleznosci do tego zbioru
rozmytego, bedaca liczba rzeczywista z przedziatu od zera (catkowite nie nalezenie do zbioru)
do jeden (pelna przynaleznos¢) {Zadeh, 1965, 1973, 1981], [Kandel, 1982, 1986], [Klir i
Folger, 1988]. Tak wigc funkcja przynaleznosci okresla, w jakim stopniu kazdy element zbioru
nalezy do zbioru rozmytego. Bardziej formalnie zbiér rozmyty zdefiniowano ponizej. Dla
oznaczania zbiorow przyjmowane beda w pracy duze litery alfabetu, zbiory rozmyte oznaczane
beda dodatkowo znakiem ~.
Definicja 2.1. Zbiér rozmyty [Zadeh, 1965]
Niech U bedzie zbiorem. Zbior rozmyty G w zbiorze U (inaczej nazywany podzbioren
rozmytym zbioru U} jest okreslony poprzez funkcje przynaleinosci w :U— [0,1], gdzie iz (u)
okresla stopien z jakim element ue U nalezy do zbioru rozmytego G.

Funkgja przynaleznosci {1z : U— [0,/] moze by¢ dowolna funkcja odwzorowujaca zbior
U na przedziat domknigty [0,1]. Zbiory rozmyte moga byé okreslane w skonczonych lub
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nieskonczonych zbiorach U. W literaturze stosuje si¢ inng notacje dia obu przypadkow. Jezeli
zbior U jest dyskretny i skonczony, Card(U) = N, wtedy zbior rozmyty jest okreslany w formie
N wymiarowego wektora, ktdrego elementy stanowia wartosci funkcji przynaleznosci
elementow ze zbioru U do zbioru rozmytego. Czasami stosuje si¢ w literaturze notacje sumy,
ktora w tym przypadku stanowi tylko symbol oznaczajacy zbiér uporzadkowanych par:
element ze zbioru Ui jego stopien przynalezno$ci do zbioru rozmytego. Znak / stanowi symbol
faczacy, a nie znak dzielenia. Jezeli U = {u,,u,,...,uy } wtedy zbidr rozmyty G postaci

G ={upg()), . (uy 00y N} 21

bywa zapisywany w postaci sumy [Zadeh 1965], [Kandel 1986], [Negoita 1981}
- N
G=u lpgu)+ . Auy Ipgz(uy) = Z{M, Ipg ()} 22)
i=l

lub tez w postaci zbioru
G=fuy /gy, oty I Rgluy)) 2.3)

Jezeli zbior U jest zbiorem nieprzeliczalnym lub ciaglym, wtedy stosowane jest w
literaturze inne oznaczenie, gdzie notacja I oznacza tylko symbol zbioru, a nie znak catki

6=Ip5(u)/u. 29
u

Niech G,H bedg zbiorami rozmytymi w zbiorze U. Dwa zbiory rozmyte G,H sa sobie
réwne, gdy VueU zachodzi zalezno$¢ pz(u)=p ; (u).

Zbior rozmyty G zawiera si¢ w zbiorze rozmytym H, ozn. G ¢ H, wtedy i tylko
wtedy, gdy Vue U zachodzi zalezno$é p(u) <pj;(u).

Zbior rozmyty G $cisle zawiera sie w zbiorze rozmytym A wtedy i tylko wtedy, gdy
VueU zachodzi zalezno$¢ p ;(u) <p z(u).

W jezyku naturalnym, obok doktadnych wartosci liczbowych takich jak 5 czy tez 127,
uzywane sa pojecia nieprecyzyjne, takie jak “okolo 57, “niemal 3.5”, “mniej wiecej 127",
Pojecia takie mozna zdefiniowac w postaci zbioréw rozmytych w zbiorze liczb rzeczywistych

[Dubois i Prade, 1978), nazywanych liczbami rozmytymi. Bardziej formalnie pojecie liczby
rozmytej zdefiniowano ponizej.

Liczbq rozmytq w zbiorze liczb rzeczywistych R nazywamy zbior rozmyty G, ktory
ma ciagly funkcje przynaleznosci wsz: R— [0,1], istnieje liczba rzeczywista ueR taka, ze
pz()=1! oraz dla dowolnych uv,weR takich, z¢ u<v<w, zachodzi warunek
Bg(v)2min{p s (u),n;(w)}.

2.2.2. Rodzaje funkcji przynaleznoSci

Istnieja dwa glowne sposoby okreslania funkcji przynaleznosci, przedstawione ponizej.

o OkreSlanie wartosci funkcji przynaleinosci dla kaidego elementu zbioru. Przykladowo,
rozpatrujac zbior studentow U i zbiér rozmyty “dobry student”, musimy okresli¢ dla
kazdego studenta ze zbioru U warto$¢ funkgji przynaleznosci do zbioru “dobry student”.
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Przyklad 2.1. Rozpatrzmy zbiér liczb U = (1, 2, 3, 4, 5, 6}. Zbior rozmyty “duza liczba” w
zbiorze U mozemy okresli¢ nastepujaco: “duza liczba” = {(1,0.0), (2;0.0), (3;0.1), (4,0.4),
5,0.8), (6;1.0)}. Liczba 6 na pewno nalezy do zbioru rozmytego “duza liczba”, liczby 1 2 na
pewno nie naleza, a liczby 3, 4 i 5 naleza do tego zbioru w pewnym stopniu.

O

o Okreslanie postaci funkcji preynaleinosci. Szukamy formalnego wyrazenia, ktore okresla
stopien przynaleznosci kazdego elementu zbioru U do zbioru rozmytego.

Przykiad 2.2. Niech U bedzie zbiorem liczb naturalnych z przedziatu [1,100] okreslajacych
wiek ludzi w latach. Mozemy przyjac, ze zbidr rozmyty "miody” czlowiek moze zostaé
okreslony w zbiorze U przez funkcje przynaleznosci dana w postaci:

10 dla]l<u<2s

He oy (1) = S E— dla 25 <u<100

u—25,
T+ (——
( 5 )

Powiemy, Ze czlowiek w wieku 30 lat jest “mdody” w stopniu 0.5, poniewaz p.,.,4-(30)=05, a
w wieku 20 lat jest mtody w stopniu 1.0, poniewaz p.,,,-(20)= 10.

O
W praktyce, przy okreslaniu funkcji przynaleznosci mozna zastosowaé jedng ze
znanych z literatury, czgsto stosowanych typow funkgji przynaleznosci. Ponizej przedstawiono
najczesciej stosowane postacie funkcji w przypadku, gdy zbior U tworza liczby rzeczywiste,
ueR. W pierwsze] kolumnie zamieszczono postaé funkcji przynaleznosci, a w drugie)
kolumnie jej interpretacje graficzna.

rlk
0 dia u<a
u—a
Tuo,p)= B dla a<u<p
1 dly >
a u>p »
0 diau<a
2(£.i)2 dlaa<u<pP
swapn=1 "
1-2(-—L) dlap<u<y
—a >
1 dlau>y u
0 dlau<a
. _ _ 2
Flua,k)y=1 k(u—-a) ~ dau>o
1+ k(u—-a)
dlak >0
dla k=1
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1
B-u

L(w;0.B) = P
0
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rownowazny zapis jest postaci
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), 0}
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|
R

dlao<u<f 1
(v, 0,B,7,8) =

® T
|
R

dlaf<u<y

|
o

dlay<u<3y
dlau>8

S22
]
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v

rownowazny zapis jest postaci

u—a’l 8-u

I(y = i _—
(1, 0,B,7) max{mm(B_a e

), 0}

Gud,0)=—— k>0

oy ?
e&(u )

Przyklad 2.3. Rozpatrzmy zbior temperatur z przedziatlu U =[15°C, 40°C]. Jezeli chcemy
opisaC temperatur¢ w je¢zyku naturalnym, mozemy utworzy¢ zmienng lingwistyczna o
symbolicznej nazwie femperatura z wartosciami: cieplo i gorqco. Kazda wartos¢ ktora moze
przyja¢ zmienna lingwistyczna okresla pewien zbior rozmyty. W naszym przypadku mozemy
okresli¢ dwa zbiory rozmyte w zbiorze temperatur U: cieplo i gorqco, zawierajace te
temperatury podane w stopniach Celsjusza, ktore s odbierane przez ludzi odpowiednio jako
odczucie ciepla i goraca. Aby zdefiniowaé oba zbiory musimy dla kazdej temperatury ze zbioru
U okresli¢, czy moze byé uznana odpowiednio za ciepla lub za goraca. Subiektywno$¢ ocen
ludzkich ekspertow moze prowadzié¢ do rozmycia granic tych zbiorow. Przyjmijmy, ze zmienna
lingwistyczna femperatura dia temperatur [15°C, 30°C} przyjmuje wartos¢ cieplo, a dla
temperatur [25°C, 40°C ] przyjmuje warto$¢ gorqco. Zakladajac, ze funkcje przynaleznosci do
zbioréw rozmytych maja ksztalt trapezowy, na rys. 2.1 przedstawiono graficzne ich
interpretacje.
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Tak wigc temperatura z przedziatu [15°C, 25°C | na pewno jest odbierana jako ciepla a
z przedzialu [30°C, 40°C} odbierana jest jako goraca. Jednak zakresy tak okre§lonych
zbiorow rozmytych czesciowo si¢ pokrywaja; temperatura z przedziahu [25°C, 30°C) nalezy
jednoczesnie do obu zbiorow rozmytych, z réznym stopniem przynalezno$ci. Przykiadowo,
powietrze o temperaturze 28°C moze by¢ odbierane jako cieple w stopniu 0.4, ale rowniez
moze by¢ odbierane jako gorace w stopniu 0.6, jak pokazano na rys. 2.2.

cieplo  gorqco

>
I :

ool T e
15 20 25 130 35 40 temperatura w °C
28

Rys. 2.1. Funkcje przynaleznos$ci do zbiorow rozmytych cieplo i gorqco
0

Zwykle zaklada sig, ze funkcja przynalezno$ci liczby rozmytej ma ksztatt ”dzwonu”
(np. "wokot” liczby 5 dla liczby rozmyte) ”okoto 5”) albo trojkata.

Przyklad 2.4. Liczbe rozmyta “okolo 5” w zbiorze liczb rzeczywistych mozemy okresli¢ za
pomoca funkcji przynaleznosci U, ,.(u)=ﬁ dla ue R lub tez w postaci graficznej jak
e

na rys.2.2.

W ggono 5+ (1)

3 4 5 6 7 u
Rys.2.2. Funkgja przynaleznosci liczby rozmytej “okolo 5
O
Interpretacja funkcji przynaleznosci do zbioru rozmytego moze by¢ dwojaka.

o Lingwistyczna. Funkcja przynaleznosci modeluje pewne kategorie lingwistyczne, takie jak
“przyblizony”, “wesoly”, “dokladny” lub tez moze okre$laé na przyklad stopief
podobienstwa danego obiektu do pewnego wzorca.

o Nie lingwistyczna. Typowym przykladem jest zwiazanie stopnia przynaleznosci z
podobienstwem elementu do prototypu.
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Okreslanie postaci funkcji przynaleznosci do zbiorow rozmytych w zadaniach
praktycznych nie jest zadaniem prostym. Mozna okresla¢ wartosci funkcji przynalezno$ci
bezposrednio, korzystajac z wiedzy ekspertow lub tez mozna okreslaé je automatycznie na
podstawie analizy danych uczacych. Kombinacja tych podejs¢ polega na wstgpnym okresianiu
postaci funkcji przynaleznosci przez ekspertow a nastepnie na automatycznej ich modyfikacji z
zastosowaniem zbioru przykladéw uczacych.

Metody stosujqce opinie ludzkich ekspertow stosuja zazwyczaj pojecia lingwistyczne.
Eksperci okre$laja stopnie przynaleznosci zarowno pojedynczych elementow jak rowniez
zbiorow elementow. Wsrdd metod bazujacych na opiniach ekspertow przy okreslaniu stopni
przynalezno$ci mozna wyrozni¢ miedzy innymi pie¢ grup metod przedstawionych ponizej
[Bilgic i Turksen, 1997, 1999]. Nie wszystkie metody moga byé stosowane wymiennie.
Przykladowo, estymacja przedzialowa nie moze by¢ stosowana dla zbiorow
nieuporzadkowanych.

o Metody poziome. Wymagaja one grupy ekspertow. Estymacja jest okreslana poprzez
okreslanie stosunku liczby pozytywnych odpowiedzi ekspertow do liczby wszystkich
odpowiedzi. Przykiad pytania: czy Kowalski jest wysoki?

o Metody kierunkowe. Moga by¢ stosowane przy opinii jednego jak tez grupy ekspertow.
Przykiad pytania: w jakim stopniu mozna uzna¢ Kowalskiego za wysokiego?

o Metody pionowe. Qkreslaja zbiory rozmyte z ich o -cigé. Przyktadowy zbiér ludzi, ktorzy
$3 Wysocy w stopniu co najmniej 0.3.

o Metody estymacji przedzialowej. Wymagaja one grupy ekspertow. Przedzialy sa tworzone
w oparciu 0 zastosowanie roznych metod glosowania.

o Metody oparte na porownywaniu parami. Moga by¢ one stosowane przy opinii jednego
jak tez grupy ekspertéow. Wynik jest macierza poréwnan parami okreslajacymi wartosci
funkcji przynaleznoéci. Przyktad pytania: kto jest wyzszy, Kowalski czy tez Nowak i w
jakim stopniu?

Metody automatyczne, okreslaja wartosci funkcji przynaleznosci na podstawie zbioru
przykladow uczacych [Keller i Givens, 1985], [Pal i Chakraborty, 1984], [Parui i Majumder,
1982], Medasani w pracy [Medasani, Kim i Krishnapuram, 1998] podsumowat metody
automatycznego okreslania funkcji przynaleznosci, zawarl tez dyskusje zastosowania w tym
celu metod heurystycznych, probabilistycznych, opartych na sieciach neuronowych i wielu
innych. Cztery czesto stosowane praktycznie metody z tej grupy przedstawiono ponizej.

o Estymacja jedno punktowa [Pal i Chakraborty, 1984]. Niech U ={y,,...,uy} cR bedzie

zbiorem danych dla ktorych wartosci funkcji przynaleznosci do zbioru rozmytego G
chcemy estymowac.

Przyjmujemy
. _ 1y
U =max{u,}, g, =min{u,}, u= —Zu,, .
" n N =i
Definiujemy parametry
a,=ﬁ+max(|ﬂ—umm|,|ﬁ-—um_x|}, a,=2i-a,,

i funkcja przynalezno$ci do zbioru rozmytego jest postaci
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0 u<a,
! +
u-—-a u
—L a <us-!
u-a,
—\? + .
u—u a,+u a, +u
Rau)=41-2 = L _—<cug
u-—a, 2 2
: +
u—a u
) ——+ - <u<a,
u-—-a, 2
uza,

e Grupowanie (ang. clustering) [Bezdek, 1981], [Medasani, Kim i Krishnapuram, 1998].

Zakladamy, ze w zbiorze przykladow U/ mamy c grup przykladow z centroidami i, ...,1,
(w przestrzeni wielowymiarowej centroidy sa wektorami). Dla kazdego punktu ueR
mozemy policzy¢ stopien nalezenia do grupy G,, i=1,...c jako

1
(u-1u)’

Ks ()= 7
+ ..+
(u-7,)’ (u-u)’

Przyktad u zaliczamy do grupy o najwyzszym stopniu funkcji przynaleznosci.

Histogramy. Tworzy si¢ histogram z danych, i na jego podstawie tworzy si¢ funkcje
przynaleznosci.

Estymacja k najblizszych sqsiadéw. Mamy zbior elementéw U ze znang przynaleznoscia
do klasy, G,, i=l,...,c. Chcemy estymowac ¢ stopni przynaleznosci g, (1), ... g, (4), dla

kazdego ueR. Po pierwsze znajdujemy & punktéw w zbiorze U przy punkcie u a
nastepnie obliczamy

193 (u)=% , gdzie k, jest liczba elementow nalezacych do klasy G,.

2.2.3. WlaSciwos$ci zbioréw rozmytych

Poniewaz zbiory rozmyte sa okreslane poprzez swoje funkcje przynalezno$ci, mozemy je
charakteryzowaé bardziej doktadnie poprzez odniesienie do wlasciwoéci tych funkcji [Kandel,
1986], [Dubois i Prade, 1993], [Zadeh, 1975, 1978, 1979, 1981], [Zimmermann, 1985].

Niech U bedzie zbiorem, a G zbiorem rozmytym w zbiorze U. Dla zbioru rozmytego

G Mozemy okresli¢ proste operacje jednoargumentowe, przedstawione ponizej.

Jadro zhioru rozmytego Core(G) = {u| uel, p(u)=1y, (2.5)
nosnik zbioru rozmytego Supp(G) = {u| uel, nz(u)>0}, (2.6)
wysokos¢ zhioru rozmytego hgt(G) = sup{u s}, 2.7
nel
cigcie typu o zhioru rozmytego G, = {u| uel, ps(@ 2o}, (2.8)
licznosé zbioru rozmytego skonczonego card(G)= Z Rz (), (2.9
vel
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nieskoniczonego card(@):j oM RO (2.10)

card (5 )
card(U)

o wigledna licznosé skonczonego zbioru rozmytego “5“ = (2.11)

Zgodnie z powyzszymi definicjami jadro zbioru rozmytego jest zbiorem tych
elementow ze zbioru U ktore w stopniu 1 naleza do zbioru rozmytego, natomiast no$nik jest
zbiorem tych elementow ze zbioru U ktore w stopniu wigkszym od zera naleza do tego zbioru.
Latwo zzuwazyc ze )qdrem zbioru rozmytego G jest cigcie typu o tego zbioru dla wartosci

, Core(G) = . Mozna pokaza¢, ze jezeli a, > a, to zachodzi warunek zawierania

zblorow G‘,‘ c Ga,

Przyklad 2.5. Rozpatrzmy zbior rozmyty G = {(1;0.1), (2;0.3), (3;0.6), (4;1 0), (5;0.4),
(6;0.0)} okreslony w zbiorze liczb U = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Zbior rozmyty G ma Jqdro
Core(G) ={4}, nosnik Supp(G) = {1, 2, 3, 4, 5}, wysoko$¢ hgt(G) = 1, liczno$é card(G) =
2.4 a jego cigcie typu & dla 0=0.5 wynosi G,_,,= {3, 4}.
0
Zbior rozmyty G w zbiorze U okreslony przez funkcje u ), ueU, nazywamy:

o normalnym, jezeli jego wysokos¢ jest rOwna jeden, tzn.

sug{ua(u)} =1, (2.12)

o wypuklym (ang. convex), jezeli Yu,,u, € U, VA €{0,1] zachodzi warunek:
Pz ouy + (I =R) uy) 2 min{u s ()1 5z (4;)}, (2.13)
o whleslym (ang. concave), jezeli VYu,,u, € U, VA € (0,1} zachodzi warunek:

Baou + (0 =A)-1;) < min (05 (0, )1 5 (u5)} - (2.14)

2.2.4. Operacje jednoargumentowe na zbiorach rozmytych

Na zbiorach rozmytych mozna definiowaé wiele prostych operacji jednoargumentowych.
Niektore z nich, znane z literatury, zostaly przedstawione ponizej.

Definicja 2.2. Dopelnienie zbioru rozmytego

Dopetnienie zbioru rozmytego G w zbiorze U jest zbiorem rozmytym w U, oznaczanym -G,
okreslonym funkcjq przynaleznosci w z:U —(01). Funkcja przynaleinosci do dopeinienia
zhioru  rozmytego jest  definiowana przez funkcje R [0,11-(0,1}, fo znaczy
B_;(u) = h(p; W), Vu €U, ktora ma nastgpujace wlasnosci

1. h jest funkcjq jednoargumentowq, zaleinq tylko od p;(u) dla ueU,
2.h(0) =1, h(l) =0,

3. h jest ciqgla i monotonicznie malejqca,

4. hh(a)) =a,dla ae[0,1).
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Warunki od (1) do (4) nie okreslaja jednoznacznie postaci funkcji przynaleznosci do
dopelnienia zbioru rozmytego. Jezeli do powyzszych warunkéw dodamy jeszcze jeden
warunek

5. jezeli a+b—1, dla a,b (0.1} to zachodzi h(a)+h(b)=1,

otrzymamy funkcje przynaleznosci do dopelnienia zbioru G spelniajaca warunki od (1) do (5)
W nastepujacej postaci

B =Pz . 2.15)

Powyisza definicja dopeinienia zbioru rozmytego zostala okreslona przez Zadeha i
nazywana jest standardowym dopelnieniem zhioru rozmytego G w U. Moze byé ona
przedstawiona graficznie w przypadku, gdy funkcja przynaleznosci jest funkcja trojkatng w
sposob pokazany na rys.2.3.

5 (w) R_5()

\ ’

>

Rys 2.3. Graficzna interpretacja zbioru rozmytego z trojkatna funkcja przynaleznosci

Sugeno podal inna definicj¢ dopetnienia zbioru rozmytego, zwanego dopelnieniem
fypu 2, oznaczanego —,G , spelniajacego warunki od (1) do (4)

~  I-ps)

_ . 16
g (2.16)

s

Na zbiorach rozmytych mozna definiowaé wiele innych, prostych operacji znanych z
literatury, niektore z nich zostaly przedstawione ponizej.

Dla zbioru rozmytego G mozna okre$la¢ najblitszy mu zbior zwykly oznaczany C_~} ,0
funkcji przynaleznosci danej w postaci:
0 dla “‘5(") <05

"'?(")={1 dla p 3 (u) >05.° uet 2.17)

Graficzna interpretacj¢ najblizszego zbioru zwyktego dla zbioru rozmytego z trojkatna
funkcja przynaleznosci przedstawiono na rys. 2.4.

L

Rys 2.4. Zbior zwykly najblizszy zbiorowi rozmytemu G
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Pojecie zbioru zwyklego najblizszego zbiorowi rozmytemu odgrywa duza role przy
okreslaniu wskaznikéw rozmytosci.

Zbior rozmyty G mozemy mormalizowaé. W operacji normalizacji zbioru rozmytego
funkcja przynaleznosci dzielona jest przez maksymalng warto$é, ktorg moze ona przyjmowac.
W rezultacie nowa funkcja Norm_p - przyjmuje wartosci z przedziatu [0,1],

ot

Norm_| - = = 2.18
_H5 (@) (2.18)
Graficzng interpretaci¢ operacji normalizacji zbioru G przedstawiono na rys. 2.5.
Rys 2.5. Normalizacja zbioru rozmytego
Na zbiorze rozmytym G mozemy dokonywaé operadji koncentracji,
Con_pg =(uz(w)?, dlap>1 (2.19)

Graficzng interpretacje koncentracji zbioru rozmytego przedstawiono na rys. 2.6.

Rys 2.6. Koncentracja zbioru rozmytego

Zgodnie z definicjq zbioru rozmytego zachodzi warunek 0<p;(u)</, zatem mamy
dla p>I spelnienie warunku (u;(u))” <psz(u), poza warunkami brzegowymi réwnymi
PaW)=0, pz()=1. Wielkos¢ koncentracji zalezy od elementu « i wynosi
W)~ (U5 (u)?

Bs ()

przynaleznoéci do zbioru G , tym warto$¢ ta zostanie bardziej zmniejszona. Przyktadowo, dla
=2, element o wartosci funkcji przynaleznosci rownej i (u) =01 bedzie miat zmniejszona o

=1-(uz())*". Im element uecU ma mniejsza wartos¢ funkcji

90% warto$¢ tej funkcji do (n(«))’ =001, podczas gdy element dla ktorego wartos¢ funkcji

przynaleznosci wynosi L -(x) =09 zmniejszong tylko do (n 5("»2 =081, to znaczy o 10%.
Operacja koncentracji bywa stosowana w zbiorach rozmytych do reprezentowania

pojecia “bardzo”. Przykladowo, jezeli mamy funkcje przynaleznosci p..q-(x) do zbioru
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”»

rozmytego “miody

, to funkcja Con_p.,..4- moze by¢ funkcja przynaleznosci do zbioru
rozmytego “bardzo miody”.

Odwrotno$cia operacji koncentracji, dla p=2, jest operacja rozciericzania (ang.
dilation)

Dil_pz = iz (2.20)

Przykladowo, element o wartosci funkgji przynaleznosci p;(u)=00/ bedzie miat po
operacji rozcienczania nowa wartos¢ tej funkcji rowna ,/u W) =01,

Przyktad graficznej interpretacji rozcienczania przedstawiono na rys. 2.7.

Rys 2.7. Rozcieficzanie zbioru rozmytego

W zagadnieniach praktycznych czesto wyniki otrzymane w postaci zbioréw rozmytych
nalezy przetworzy¢ do postaci nie rozmytej. Zadanie takie jest duzo latwiejsze w przypadku,
gdy rozpatrywany zbidr rozmyty mniej rdzni sie od zbioru ostrego. Wazna sprawa jest wiec
okreslanie stopnia rozmytosci zbioru rozmytego.

Chcac okresli¢ na ile rozmyty w zbiorze U jest zbior G wprowadza si¢ miarg
rozmytosci zhioru, oznaczana H(G). Kaufimann zaproponowat dwie miary rozmytosci
przedstawione ponizej, oparte na odleglosci Hamminga i odlegloéci Euklidesowej migdzy
zbiorem rozmytym G i najblizszym mu zbiorem zwyklym G wybranym w sposob nieco

arbitralny, patrz wzor (2.17).

HH.,,mmg<6)=%d,,<6,§)=%g Pg('ﬁ)‘lﬂ_}(".-i‘ 221
oraz
Hpuetaoan( 6= ——d (G, G)= 2Jii(u5(u,)~ ng )Y (2.22)
g B N -

De Luca i Termini w 1972 zaproponowali miare rozmytosci oparta na entropii Shannona

N
H trogy (G)=—k 3 Iz () Iog(n 5 (,)) + p5(u,)-log(u 5 (u, )] (2.23)
i=l . -
gdzie k>0 jest wspolczynnikiem skalujacym.
Przy definiowaniu powyzszych miar przyjeto zalozenie o skoficzonosci zbioru U
={u,,...,uy}, definicje mozna rowniez uogoélni¢ na przypadek zbioru nieskonczonego [KIir i
Folger, 1988].

30



2.2.5. Dzialania na zbiorach rozmytych

W klasycznej teorii zbiorow suma i ioczyn zbioréw sa prostymi dziataniami, ktore sa
jednoznacznie definiowane. W teorii zbiorow rozmytych interpretacja sumy i iloczynu zbiorow
rozmytych nie jest tak prosta. Przy okreslaniu na zbiorach rozmytych sumy i iloczynu stosuje
sig normy trojkatne typu 7 oraz typu s [Schweitzer i Sklar, 1963, 1983], [Weber, 1983],
[Butnariu i Klement, 1993},

Niech [/ bedzie zbiorem, 4,5 niech beda zbiorami rozmytymi w zbiorze [7.

Norma typu t definiowana jest jako funkcja #[0J]x[0,/]— [0,/], oznaczana (e, b},
majaca nastepujace wiasnosci dla a.8,c€(0,1]

1. przemienno$c¢ t{a, b} — (b, a),

2. lacznoid tiab), c) = 1a, 1h,cl),

3 monotonicznosé  ascib<d implikuje ta, &) < ifc, d),

4. spelnienie warunku brzegowego #a, [} =a

Z whasnofci 3 wynika, ze dla va e |0,/] zachodzi #0, a} < 10, 1), stad 1 z warunku 4
otrzymujemy zaleznosc (0, a) — ¢

Norma fypu s definiowana jest jako funkcja s [0/ x[0./]— [,]], ozhaczana s(@,b),
majaca nastepujace wlasnoéci dla a b.c e [0,1],

1. przemienno$¢ sfa, b} = s(b, a},

2. lacznosd s(s(a,b), ¢} — sta, s(h,c}},

3. monotoniczno$c  a<ef b=dimplikuje sfa, ) < sic, d),

4, spefnienie warunku brzegowego  sf, 0} = a

Z wtasnosci 3 oraz 4 wynika, Ze dla Ya =|0,¢] zachodzi zalezno§¢ s(i,a) - 1.

Dla kazdej normy typu / istnieje norma typu s zwana wormq dualng, taka, ze dla
a.b|0,1] spelnione s3 warunki przedstawione ponizej.

Ka, b} = 1 - s((I-a), (1-B}) (2.24)

s(a, b} = 1 -4((1-a), (1-b}). (2.25)

Przykladami najczeéciej stosowanych w literaturze norm typu ! s przedstawione
ponizej funkcje, dla a,b [0, /1]

¢ minimum, oznaczane lez a b, t,(a,b) = minfa,b),

v ilocyn t,{a,b) = ab,
e rdinica ogranictona 1 a,b)~ max{d,a+b-1},
a Jjerelib=1
o drastyczny ilocgyn t,{a,b) = b jezelia=1

O jerelia<l b<l
a przykladami norm typu s sg funkcje:

o maksimum, oznaczane av b, 5,(a,b)= max{u,b},
s suma probabilistycznef sah)=a+b-a b
* suma ograniczona sy{a,b) = min{l, a+b}
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a jezelib=0
o drastyczna suma sa,b) =<b  jetelia=0
1 jezelia>0,b6>0
Ponizej przedstawiono definicje podstawowych operacji na zbiorach rozmytych, sumy
zbiorow rozmytych i ich przecigcia.
Definicja 2.3. Dzialania na zbiorach rozmytych
Niech U bedzie zbiorem, 4,B niech bedq zbiorami rozmytymi w U. Dzialania na zbiorach
rozmytych definiujemy nastepujgco:
o suma zhioréw rozmytych (ang. union) 4 UE:
AUB= {ng 50| YuelU,py =(w)=s(i;(), nz()},
e przecigcie zbioréw rozmytych (ang. intersection) 4B :
AnB= (g, ;00 YuelU,pg sG)=1(;(0), pzw)}.

Przyjmujac rozne postacie norm typu f i typu s, mozemy dziatania na zbiorach
rozmytych definiowa¢ w rézny sposob, w zaleznosci od wymagan rozpatrywanego
zagadnienia. Najczesciej w zadaniach praktycznych przyjmuje si¢ funkcje minimum jako normg
typu 7 oraz funkcje maksimum jako normg¢ typu s. Interpretacje graficzne dziatan na zbiorach
rozmytych dla kilku wybranych typéw norm przedstawiono na rys. 2.812.9,

Ht W05 () = max{p 5 (), ()}
norma 8, u;(“)
Ky ()]
» U
u u;u}.’(u)= min{/, p - (u)+ 1 5(u))
4
norma s, \ By )
K () :
i —» U

Rys. 8.8. Suma zbiorow rozmytych, p- =(v), dla norm s, i s,

norma ¢, Kg(w)

S ()

H g () = minfp 5 (u), 1 5 (1))
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norma ¢,

W)

: . > u
™ g0 = max(0 G0+ 0= 1)

Rys. 2.9. Przecigcie zbiorow rozmytych, M5 ,dlanorm ¢, i ¢,

Przyklad 2.6. Niech zbior {J bedzie zbiorem ucznidw, U ={u,, u,,u,}, zdefiniujmy dwa zbiory
rozmyte 4 i B w zbiorze U. Pierwszy niech bedzie zbiorem uczniéw, ktérych ulubionym
przedmiotem szkolnym jest matematyka 4={(x,:08), (1,:07), (u,;04)}, drugi zbiorem tych
uczniéw, ktorych ulubionym przedmiotem jest jezyk polski B ={(u,;00), (u,;0.5), (1,,09)}.
Zbior rozmyty bedacy suma tych dwoch zbiorow (przyjmujemy norme typu s, w postaci
funkcji maksimum) zawiera ucznidéw, ktorych ulubionym przedmiotem szkolnym jest
matematyka lub jezyk polski, 4UB={(x,;08), (1,;07), (2,:0.9)}, a zbior rozmyty bedacy
przecigciem tych dwoch zbioréw (przyjmujemy norme typu ¢, w postaci funkcji minimum)
zawiera uczniow, ktorych ulubionym przedmiotem jest matematyka jak rowniez jezyk potski,
ZnE={(u,;0.0), (4;;0.5), (uy;0.0)}.
)

Uwaga. Trzeba pamigtac, ze ogoélnie normy trojkatne nie gwarantujq spelnienia praw
zaprzeczenia i wytaczonego s$rodka, A ~ —d #@ oraz 4 U -4 #U. Przyklad taki
przedstawiono ponize;j.

Przyklad 2.7. Rozpatrzmy zbior rozmyty 4 w zbiorze U, o stalej funkcji przynaleznoci
p;(u)=1/2, Yue U . Wybierzmy do obliczen norme¢ typu ¢, w postaci funkcji minimum oraz

norme typu s, w postaci funkcji maksimum. Otrzymujemy nastepujace zaleznosci:

} =

»

N~
N~
[N

Wy, g=min(py, p_7) = min{

Wiy =max(uy, u_7) =max{_,_}=

3

N~

N~
N |~

co oznacza, ze w tym przypadku 4 n —A =@ oraz 4 U —4 #U. Wybierzmy nastgpnie do
obliczen norme ¢, z wartoscia parametru p=0 oraz norm¢ s, z parametrem p=0. Otrzymujemy
wtedy

Bing=t;, 0 5y =max{0, u; +(/—p;)-1} =0,
Bio5=SR; 0 ) =min{l, py +(-p;)y =1

W tym przypadku spetnione sa zaleznosci 4 ~ -4 =@ oraz 4 u -4 =U .
)

W dalszej czeéci pracy bedziemy rozpatrywali tylko normalne zbiory rozmyte, wzor
(2.12), aby zapewni¢ spetnienie praw zaprzeczenia i wylaczonego $rodka, co jest dogodne w
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zastosowaniach praktycznych. Oczywiscie, z kazdego zbioru rozmytego mozemy otrzymad
normalny zbior rozmyty, stosujac operacj¢ normalizacji, wzor (2.18).

Podobienstwo zbiorow rozmytych jest podstawowym pojeciem w zagadnieniach
rozpoznawania wzorcow. Rowniez w zadaniach klasyfikacji czesto porownujemy zbiory
rozmyte. Niech 4,F niech beda zbiorami rozmytymi w zbiorze U. W pracy [Dubois i Prade,
1980] zamieszczono przeglad roznych miar podobienstwa zbiorow rozmytych, przyktadowo

gdzie |||} oznacza wzgledna licznos¢ skoficzonego zbioru rozmytego (2.11).

2.2.6. Agregacja zbioréw rozmytych

W poprzednich rozdziatach zajmowaliémy si¢ agregacja dwoch zbioréw rozmytych 4,5 w
zbiorze U. Rozpatrzymy teraz zagadnienie agregacji wigkszej liczby zbiorow rozmytych.

Przyklad 2.8. Rozpatrzmy zbior uczestnikow pewnego konkursu U ={u,,...,uy} oraz zespdt L
jurorow ktorzy maja wyloni¢ finalistow [Kuncheva, 2000]. Zakiadamy, ze nie ma ustalonego
limitu liczby finalistow. Kazdy uczestnik musi zosta¢ jednoznacznie zaklasyfikowany do jednej
z dwoch klas {przeszedi, odpadt}. Kazdy juror przyporzadkowuje kazdemu uczestnikowi
liczbg z przedzialu od 0 do 10, okreslajaca poparcie kandydata przy wejsciu do finalu.

Okreslmy zbior rozmyty G, w zbiorze uczestnikow U odpowiadajacy opinii i-tego eksperta,
ie{l,..L}, z funkcja przynaleznosci do klasy "przeszedt”, ((u,;iig, (1)), ...(uy3le, (uy )},
gdzie

poparcie i — tego eksperta dla n — tego kandydata

Mg (u,)= 70

Tak wigc dla kazdego uczestnika mamy zbior L  stopni  przynaleznosci
{5 hhe, (4,)), (w5, (1))} 1 aby rozstrzygnaé konkurs musimy zagregowa¢ L opinii
juroréw. m]

Rozpatrzmy zbior £, zbiorow rozmytych G,, i=1,....L, w zbiorze U. Dla kazdego
elementu u ze zbioru U mozemy okredli¢ stopnie przynaleznosci do L zbioréw rozmytych,
okreslajac odpowiednio wartosci funkcji przynaleznosci Wg, (). iy (1) Aby obliczy¢
zagregowany stopien przynaleznosci elementu u musimy zagregowal powyzsze wartosci
funkcji przynaleznosci, ktore dla uproszczenia zapisu b¢dziemy dalej w pracy oznaczali
a,,a,,..,a,. Tak wigc zbior a,,a,,...a,, a,€[0,]] jest zbiorem wartosci ktoére chcemy
agregowac.

Operatory agregacji
Operator agregacji, oznaczany JA:{0.1]' >{01], d(a,,a,,..,a;)€(0,]], a,€[0]],
powinien miec¢ przedstawione ponizej wiasnosci.
1. Przemiennos¢. A(a,.a;,..,a,)= A(a,.a,,....a,) dla kazdej permutacji i,i,,....i,
indeksow 12, .. L.
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2. Monotoniczno$é. Jezeli a, <b,,i=1,...L to A(a,,a,,..,a,)<A(b,,b,,..,b,).
3. Spetnienie warunkow brzegowych A (0,0, ...,0)=0, A(1,1,....1))=1.
Agregacja A moze byé scharakteryzowana jako operator koniunkcyjny, dysjunkcyjny
lub kompromisowy, tzn. dla kazdych a,,a,, ...,a, , gdzie a, €[0,1], otrzymujemy
e koniunkcyjny, A(a,,a,,...,a;) <min{a,,a,,...a,)};
o dysjunkcyjny, A(a,,a,,..,a,)>max{a,,a,,..a,};
¢ kompromisowy, minf{a,,a,,...a,}<M(a,,a,,...a,) < max{a,,a,,..,a,}.

Ponizej przedstawiono kilka prostych operatoréw agregacji spetniajacych warunki (1)
do (3), znanych z literatury.

¢ Minimum A(a,,a;,...a,)=minla,,a,, a,}.
e Maksimum A(@,.a,,..,a,)=max{a,,a,, ..a,}.
L
s lloczyn d@,,a,,...a)=T(a,).
i=!
. L
e Srednia A, ,a,,..a,)=Ya,.
=1

!
. L «
¢ Srednia uogélniona A, ("l"’zw""L):(éZ”?] .
i=1

W zaleznosci od przyjetej wartosci parametru a otrzymujemy specjalne przypadki
operatora $redniej uogélnionej, przedstawione ponizej.

0> - = otrzymujemy A, (a,a;,..,a,) =min{a;}

&Y
a=-1 = 4, (a,,az,i..,a,‘)=(—2—] s

Lida,
1

a=0 = Jd,(a,.a,,.,a)=(a,-a, .a)t,

a=1/ = A, (a,,a a)—ii—]—
- a JeH¥ 25y L,,___la'.’

a—oe = A, (a,a,, ~dy) =max{a;} .
Operatory OWA
Ciekawa klase operatorow agregujacych stanowia zaproponowane przez Yagera

[Yager, 1988, 1997] operatory OWA (ang. Ordered Weighted Averaging). Niech
b=[4,,b,,..,b, ) €[0,i]" bedzie wektorem wspélczynnikéw takim, ze

Operator OWA okre$lony jest na produkcie kartezjanskim wektora b i wektora
la,.a,,...a, ) , gdzie i,,i;, ..., jest permutacja indeksow 1.2, ..,L taka, ze a; 2a, >..2a,

’

L
owa
"b (a,,a;,..,a,)= Zai, by .
=]
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Tak okreslony operator spenia warunki od (1) do (3) operatora agregujacego . Poprzez
wybor odpowiedniego wektora b mozna realizowaé miedzy innymi nast¢pujace funkgje:
minimum, przyjmujac b=[0,0, ...,0,/]",

maksimum, przyjmujac b=[1,0, ....0]",
$rednig, przyjmujac b={//L, I/L,..1/L]",
konkurs juroréw, przyjmujac b={0,//(L-2),...,1/(L-2),0]" .

Przyklad 2.9. Przyjmijmy, ze pewien uczestnik ¥ konkursu z przykladu 2.8 otrzymal poparcie
od pigciu jurorow, L=5, przedstawione w tabl. 2.1.

Tabl. 2.1. Poparcie uczestnika « otrzymane od pigciu jurorow

Juror | Ocena jurora w skali od 0 do 10
1 6
2 7
3 2
4 6
5 6

Wartosci funkcji przynaleznosci uczestnika u do klasy “przeszedf” wynosza
la;.a,,.,a, )'= =106, 07, 02, 0.6, 0.6]". Aby zaimplementowa¢ konkurs jurorow
zastosujemy operator OWA z wektorem b=[0,//(L-2),...,1/(L-2),0I"= [0, 1/3, 1/3, 1/3,

01" . Otrzymujemy

AP (06,07,02,06,06)=

=10, 1/3,1/3,1/3,0][ 0.7, 0.6, 0.6, 0.6, 0.2]" = (0.6 + 0.6 + 0.6)/3 =0.6.
0

Wartosci wektora b moga, by¢ ustalone z gory jak rowniez moga by¢ wyliczane na
podstawie danego zbioru danych. Yager i Filew 1994 pokazali, ze poprzez odpowiedni dobor
wspolczynnikOw, mozna zastosowal operatory OWA do modelowania kwantyfikatorow
lingwistycznych takich jak prawie wszystkie”, “kilka”, “wiele”, "wigkszos¢”, itd.

Zastosowanie konsensusu

Aby zagregowac zbior wartosci a,,a,,..,a,, a, €[0,/]] mozna zastosowal operatory
agregacji oparte na konsensusie [Kuncheva, 1996]. Szacujemy konsensus w zakresie
przedziatu {0,1], gdzie 0 oznacza catkowita rozbiezno$¢, a 1 oznacza jednomyslnosc. Pigé miar
konsensusu ¥,,...,¥; [Kuncheva, 1992] przedstawiono ponizej.

e Najwyisza zgodno§é v, =1~ min fla, —a,is
LY L Y]
o Najwyzsza niezgodnosé Y, =1-max{la, —ajl}

ij.ixj

L L
o Calkowita $rednia zgodnosé¢ v, =1-3 |a, —a], gdzie & =%2a, ;
i=i =1
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L-I L
e Calkowita zgodno$é dla wszystkich par Yo=1—"7% 2|a,. -a,

L(L 1) i=} j=i+l
e Calkowita najwyisza niezgodnosé Yy =1~ max {a, -al}.
i€

Przyktad 2.10. W przyktadzie 2.9 otrzymaliSmy nastepujace wartosci funkcji przynaleznosci
uczestnika u do klasy "przeszedt” {0.6,0.7, 0.2, 0.6, 0.6}, ktore chcemy zagregowad. Stosujac
kolejno miary konsensusu 7,,...,Ys otrzymujemy roZne miary, przedstawione ponizej

Y,=1-|06-06 =1,

Y,=1-[07-023 =0.5,

¥,=1- 1/(0.06+0.16+0.34+0.06+0.06) = 0.864, (& =0.54),

v,=1-2/20(0.140.4+0.5+0.1+0.5+0.4+0.4) = 1 - 0.240 = 0.760,

¥5=1-034=0.66. -

Dla L=2 otrzymujemy nastepujace zaleznosci ¥, =y, =¥, = v, = ¥; = {~|a, —aj|.
Miara ta moze by¢ stosowana dla okreslenia zagregowanej opinii ekspertow jako liczb z
przedziatu [0, 1].

Niech JA(a,,a,,..,a,) bedzie pewna zagregowana wartoécia otrzymang z
zastosowaniem operatora J. Operacja konsensusu B powinna zaleze¢ od agregowanych
wartosci (a,,a,,...,a,) i miary konsensusu y pomiedzy nimi,

K(a,,a,, andy)= B (-‘(ul,uz, -aL), Y (a,a,,...a,)).

Dla uproszczenia zapisu bedziemy stosowaé notacie B = B (A4, v). Operacja
konsensusu R powinna spelnia¢ przedstawiony ponizej zbior aksjomatow

1.przemiennosc¢,

2.czesciowa monotoniczno§¢ dla miary vy,

monotonicznie nie malejacadlay jesli A> 0.5

B4, v)jest {

monotonicznie nie rosnaca dlay  jesli A<0.5

3.a. jednomyslnosé, KA, 1)=Ad, Iub

> A Ae(05 1)
3.b. wzmocniona jednomyslnosé, B4 1)jest <4 A€(,0.5).
=A=05 A=05

Operacja konsensusu speiniajaca aksjomaty 1, 2 i 3a jest postaci
E,(4v)=051-v)+4y,
a spefniajaca aksjomaty 1,2 i 3b jest postaci

N
E, ¢ v) 1 +expl—oy(4-0.5)}°

gdzie o> 0 jest stata skalujaca.
Jezeli miara konsensusu y jest rowna 0, wtedy warto$¢ zagregowana jest zawsze

rowna 0.5 i nie zalezy od J. Jest to odbiciem sytuacji, w ktorej jesli nie ma porozumienia
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pomigdzy jurorami przyjmowana jest warto$¢ 0.5. Jezeli warto$é zagregowana J jest rowna
zero, operator konsensusu B moze zwrocié wartoéé z przedzialu od 0 do 0.5. Nie zerowa
warto$¢ B przy warunku JA = 0 wskazuje, ze istnieje niezgodnos¢ wéréd a,,a,, ...,a; .

2.2.7. Relacje rozmyte

Zatozmy, ze mamy skofczone, niepuste zbiory U i V. Relacjq ze zbioru U do zbioru V,
nazywamy produkt kartezjaniski U xV definiowany w postaci:

R={(u,v) VuelU, VveV}
gdzie (u,v) jest uporzadkowana para. Jesl U zawiera card(U) elementow, a zbior V zawiera
card(}") elementéw, wtedy iloczyn kartezjanski ma card(U)-card(V') elementow.

Definicja 2.4. Relacja rozmyta
Niech U, V bedq skonczonymi, niepustymi zbiorami. Relacja rozmyta ze zbioru U do zbioru V,
ozn. R, okresiona jest na iloczynie kartezjanskim U xV - [0,1] i definiowana w postaci

R= {(u,v);pnz(uv)| YueU,VveV)
gdzie p;(u,v)€[0,1] jest funkcjq okreslajqcq w jakim siopniu element ueU jest w relagji z
elementem vev .

W literaturze stosuje si¢ do zapisu relacji rozmytej notacj¢ sumy, ktéra w tym
przypadku stanowi tylko symbol oznaczajacy zbior uporzadkowanych par

R= Ut vyug ). (2.26)
Jezeli zbiory Ui V s zbiorami skoficzonymi oraz Card(U) = N, Card(V) = K, stosuje si¢ zapis
R={(u,v, ymz@.v )| j=1..K, i=1_.N} (2.27)

W tym przypadku relacja moze by¢ reprezentowana w postaci macierzy relacji, ktorej
elementami sa wartosci funkcji przynaleznosci p(w,,v;), i=1L..N, j=1,..K.

Vi V2 Yk
i nglu,vy)  ppQe,vy) e Py, vy)
(2.28)
Uy uﬁ("N’vl) I"'ﬁ(uN,VJ) o uﬁ(uN,Vx)
Jezeli elementy zbioréw U1 V sg ciggle, stosuje sig nastgpujacy zapis
R=[ [ .y, s,y (2.29)

Kazda relacj¢ rozmyta R okreslong na iloczynie kariezjanskim UxV mozemy
rzutowac na zbior U

Proj,, R(u) =sup R(u,v) (2.30)
=4

oraz na zbior V
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Proj, R(v) =sup R(u,v). 231
well

Operacja rzutowania relacji zmniejsza liczbe jej elementow.

Przypadek dwuwymiarowy mozna rozszerzy¢ na wielowymiarowy. Niech U,,U,, ..Uy

beda skonczonymi, niepustymi zbiorami. Relacja rozmyta okreslona na iloczynie kartezjanskim
U, xU, x..xUx —[0,1] jest definiowana w nastepujacej postaci

§={(u,,u,,,..,u,( VMg (uy 0y, .y )| Yu, el,, .. ,Yu, €Uy} (2.32)

gdzie Wz (u,,u,,...,ux ) €[0,1] jest funkcja okreslajaca, w jakim stopniu elementy (u,,u,,...,u) sa
ze soba w relacji.

Niech U, ¥, W beda skoficzonymi, niepustym zbiorami. Niech R, bedzie rozmyta
relacja ze zbioru U do V z funkcja przynaleznosci ny (uv)elo], dla ue U, v eV, oraz niech

k, bedzie rozmyta relacja ze zbioru V do W z funkcja przynaleznosci uk-}(v,w)e[o,l], dla
veV,weW.

Definicja 2.5. Zlozenie relacji rozmytych
Ziozeniem dwdch relacji rozmytych, R, okreslonej na UxV —10,1] i R, okreslonej na
VxXW —[0,1], jest relacja rozmyta oznaczana INQ, ° E, okreslonana UxW — (0,1},

Ryo By = {(nw; s [1(hg (u,v), by v w)] Ve U,Yw e W)
dla norm typu s i typu t.

Jezeli przyjmiemy za norme typu ¢ funkcje minimum, a za norme¢ typu s funkcje
maksimum otrzymujemy nastepujaca zalezno$¢ na zlozenie dwoch relacji rozmytych:

1~i, ° E = {(u,w);max{min(uﬁl(u,v), 198 (v,w))}l YuelU,NYweW) (2.33)

veV 2

gdzie mayx{x} oznacza wybor maksymalnej wartoSci x dla wszystkich elementow veV .

Mozemy rowniez wybieraé inne normy, np. s,(u,v)=min(u+v, I) oraz t,(u,v)=uv. Wybor
odpowiedniej funkcji dostosowujemy do konkretnego zadanta.

Jezeli zbiory U, V i W sa skonczone, wiedy macierz relacji R, o R, otrzymujemy ze
zZlozenia macierzy relacji dla R, i macierzy relacji dla R, .

Przyktad zlozenia dwoch relacji rozmytych przedstawiono ponizej.
Przyklad 2.11. Niech relacje R, = {(ui,vl );uﬁl(ui,vj)| j=12 i=1,2}.

E,={(v,.,wj);uﬁl(v“wj)| j=72 i=1,2} beda reprezentowane w postaci macierzy relacji,

zgodnie z (2.28), w nastgpujacej postaci
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R, Ry

v, v, w, W,
u, 103 (08 v;105109
u, |06]09 v,]0411.0

Zlozenie tych dwoch relacji jest postaci
Ryo Ry ={(u,m, 1y ow ) 5=12,i= 12},

co mozemy zapisaé w postaci macierzy relacji R, R,

v, W,
u, 1044108
u, 105109

Warto$¢ 0.4 w macierzy R,oR, jest stopniem z jakim elementy (v,,w,) s ze soba w
relacji, i zostala obliczona poprzez pordwnanie pierwszego wiersza w macierzy R, i pierwszej
kolumny w macierzy R, Poréwnujemy 0.3 i 0.5 wybierajac 0.3 (minimum z tych dwoch
wartosci); pordwnujemy 0.8 i 0.4 wybierajac 0.4 (minimum z tych dwéch wartosci). Nastgpnie

wybieramy maksymalng z wybranych wartoéci 0.3 i 0.4, otrzymujac 0.4. Postgpowanie to
mozna zapisac¢ w postaci:

Biog, (nw) = E{ng)v&l)lnﬂn(u,;‘(u,,v), Hg (vow)=
= max{minlp z (,v,), Bg (v, w)l minlig (u,v2), B (va,w)l} =
= max{min[0.3,0.5], min[0.8, 0.4]} = max{0.3,0.4} = 04 .
Dla pozostalych wartosci w macierzy postgpujemy w podobny sposob.

U

Niech U bedzie zbiorem rozmytym w zbiorze U, niech ¥ bedzie zbiorem rozmytym w
zbiorze V. Relacja roymyta okreslona na iloczynie kartezjasiskim hioréw rozmytych U x vV
jest definiowana w postaci

R=A{(uvyt(ny)p; ) Vuel,Vvel} 2.34)
gdzie p;(u)€l0,1] i uy(v)ei0,!] sa funkcjami przynaleznosci okreslajacymi, w jakim stopniu
element u nalezy do zbioru U i analogicznie element v do zbioru ¥/,

Przyktadowo, przyjmujac jako norme typu f funkcje minimum otrzymujemy nastgpujaca
zalezno$¢

R = {(w,v)y;min{p;(u),n; ()} YueU,VveV}. (235)

Przyktad 2.12. Niech zbior U bedzie zbiorem trzech ucznidw, U ={u,,u,,u;}, opisanych za
pomocg dwoch cech ze zbioru A= {a,,a,}, gdzie cecha a,: "ulubiony przedmiot ucznia” ma
zbior wartosci ¥, ={v;',v5',v§ vy} ={matematyka, jezyk polski, geografia, wychowanie

fizyczne) a cecha a,: “zdolno$¢ logicznego myslenia ucznia”, ma zbiér wartosci V, =
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a

{v;?, vy, vy'Y ={slaba, przecigtna, wysoka}. Kazdy przedmiot szkolny ze zbioru ¥, zostal
opisany za pomoca cechy ze zbioru B={b,}, gdzie cecha b,:"rodzaj nauk”, ma zbior wartosci
Vi, = (v}, vy} ={dedukcyjne, opisowe, inne}.

Relacja rozmyta R,' ze zbioru U do ¥, dana jest w postaci macierzy relacji
przedstawionej ponizej, ktorej elementami sa wartosci funkcji  przynaleznosci
“ﬁ.,,(“f"’?')elo’”’ i=1,2,3, j=1I, ...4, okreslajacej, w jakim stopniu przedmiot v{' jest
ulubionym przedmiotem ucznia u;. Relacja rozmyta INQ,,J ze zbioru U do ¥, dana jest w
postaci macierzy relacji przedstawionej ponizej, ktdrej elementami sa wartosci funkgji

przynaleznosci pg, (v elod], i=1,23, j=123.

Fl

a,: "ulubiony przedmiot ucznia” a,: "zdolnosci logicznego
myslenia”
vyl vyl vy vyl vyl viis vy
matematyk  jezyk polski geografia wychowani | slaba przecigina wysoka
a e fizyczne
u, 0 0.8 0.7 0.1 0 1.0 0
u, 1.0 0 0 0.2 0 0 1.0
u, 0 0 0 1.0 1.0 0 0

Relacje ﬁa, mozna zapisaé w postaci zbioru rozmytego (dla uproszczenia zapisu,
elementy o zerowej wartoséci funkcji przynaleznosci zostaty pominigte)
E,,‘ ={(u,," jezyk polski"),08, (u,," geografia"),07, (u,,"wychowanie fizyczne"),0.1,
(uy," matematyka®),1 0, (u,,"wychowanie fizyczne"),0.2, (u,,"wychowanie fizyczne");,l .0}

Rozpatrujac podzbiory relacji I~Qa’ dla rdznych ustalonych wartoéci jaka przyjmuje
cecha a, otrzymujemy cztery zbiory rozmyte przedstawione ponizej, gdzie przyktadowo

jest rozmytym zbiorem ucznidw, ktorych ulubionym przedmiotem jest

Ra,:"malmaryka"

matematyka.
R, < mtemapr = {13, matematyka® ;103
Ea,:'ju,* poistr = { (" jezyk polski"),0.8}

t

a,="geografia” = {(u,,"geograﬁa");0.7) ’
oy ychowanie fipeme = (U1, "WYCh. fiz."),01, (uy,"wych. fiz"),0.2, (uy,"wych. fiz." )10} .

1§

Relacje INQ‘,‘ mozna zapisa¢ w postaci zbioru rozmytego przedstawionego ponizej (dla
uproszczenia zapisu, elementy o zerowej wartosci funkcji przynaleznoéci zostaly pominigte).

ﬁa] ={(u,," przeciema");10, (u,,"wysoka");1.0, (u,,"slaba"),10} .

Zakladamy, ze relacje rozmyta INQ,,’ z ¥, do v, mozna przedstawit w postaci macierzy

relacji przedstawionej ponizej, ktorej elementami sa wartosci funkcji przynaleznosci
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by

g, vviyelod],i=1,2,3,4, j=1,2, 3 okreslajacej, w jakim stopniu przedmiot v nalezy do
nauk typu v¥,
b,: "rodzaj nauk”

vP : nauki dedukcyjne  v% : nauki opisowe  v¥: nauki inne

v;’ :matematyka 1.0 0.1 0
vy jezyk polski 0 1.0 0
vy geografia 0.1 1.0 0
v§ . wychowanie fizyczne 0 0 1.0

Relacje kb, mozna zapisa¢ w postaci zbioru rozmytego przedstawionego ponizej (dla
uproszczenia zapisu, elementy o zerowej wartosci funkgji przynaleznosci zostaty pominigte).
INQ,,‘ ={(matematyka," dedukcyjne" ),1 0, (geografia,"dedukcyjne");0.,
(matematyka," opisowe" ),0.1, (jezyk polski ="opisowe");1 0,
(geografia,"opisowe"),10, (wychowanie fizyczne,"inne"),1 0} .

Rozpatrujac  podzbiory relacji 13,,’ dla roznych ustalonych wartosci cechy &,

otrzymujemy trzy zbiory rozmyte przedstawione ponizej, dla uproszczenia elementy o zerowej
wartosci funkcji przynaleznosci zostaly pominigte.

Rb‘:“dulukay]nz' = {(matematyka," dedukcyjne");1 0, (geografia," dedukcyjne");,0.1},
Eb‘_..omwe. ={(matematyka," opisowe"),0 1. (jezyk polski ="opisowe");1 0,
(geografia," opisowe"),1.0} .
[N(,,Fu,,m,, = {(wychowanie fizyczne,"inne");1 0}
Okreslimy teraz zbior rozmyty uczniow, ktorych ulubiony przedmiot nalezy do nauk
dedukcyjnych i nauk opisowych. W tym celu dokonamy zlozenia dwoch rozpatrywanych
relacji rozmytych R, oraz ﬁbl, otrzymujac zlozenie ktore mozna zapisa¢ w postaci zbioru

rozmytego

R, R, R, oR,.

0 |08]07]01 10[o1] 0 0108101

101 0 | oflo2] o |0 ]10] 0 = Ji1oflo1}o2

ool o]10 o1f10] o o]o}f10
0o {10

Liczac kolejno, otrzymujemy
Hi & (u,,"dedukcyjne" Yy =max(min(0, 1.0), min(0.8, 0), min(0.7, 0.1), min(0.1, 0))—= 0.1
pozostale elementy liczymy podobnie, otrzymujemy elementy zbioru rozmytego T{,‘ o kb,
Eﬂ, ° 13,,1 = {(u,,"dedukcyjne"),0.1, (u,," opisowe");08, (u,,"inne"),0.1 ,
(u,,"dedukcyjne");1.0, (u,," opisowe"),0.1, (u,,"inne"),0.2, (u,,"inne") 0} .
]
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2.2.8. Wnioskowanie rozmyte

Istniejg dwa podstawowe typy wnioskowania rozmytego, opartego na regutach rozmytych
JEZELI ... TO .., rozpatrywane w zaleznoéci od typu konkluzji. Ponizej przedstawiono ich
uproszczony zapis oraz ich interpretacje graficzna.

o Whnioskowanie typu Mamdaniego-Assiliana (MA). Zarowno przestanki jak i konkluzje
moga by¢ reprezentowane przez lingwistyczne warto$ci.

JEZELI ueU TO veV ~ .
gdzie U i V¥ sa zbiorami rozmytymi. u >OV

e Whnioskowanie typu Takagi-Sugeno-Kang (TSK). Konkluzje sa pewnymi funkcjami,
czesto wielomianami.

JEZELI uelU TO y = f(u, p) y

gdzie U jest zbiorem rozmytym, %

fjest funkcja we U i parametru p. /
u

Przyktadowo, regula JEZELI ksiqzka jest mata TO jest lekka” oparta jest na dwoch
zbiorach rozmytych: O :"Mata ksiazka” oraz #: "Lekka ksiazka” w zbiorze ksiazek U,
opisanych za pomoca dwoch cech: wielko$¢ i waga. Regula ta moze by¢ utozsamiana z relacja

rozmyta, okreslona na iloczynie kartezjanskim zbioréw rozmytych ' x¥ i zgodnie z definicja
2.34 moze by¢ zapisana w postaci
R = {(u,v):tnz (,n; ) VueU,wvel) (2.36)

gdzie n;(u) €[0,1] i ny(v)€[0,1] sa funkcjami przynaleznosci okreslajacymi, w jakim stopniu
element u nalezy do zbioru U i analogicznie element v nalezy do zbioru V¥ .

Stopieri spelnienia reguly prostej JEZELI ueU TO veV jest rozwazany w
zaleznosci od przyjetej do obliczen normy typu 7, czyli od sposobu liczenia funkcji
przynalezno$ci p ;(4,v). Zauwazmy, ze regula prosta okreslona na iloczynie kartezjanskim
dwoch zbioréw rozmytych jest definiowana na [0,/1x[0,/]- [0,1}, to znaczy jest operacja
dwuargumentows definiowang na parach (u;(u), p;(v)), VueU.

Ponizej przedstawiono kilka operatorow relacji rozmytych (lmpllkaqx rozmytych)

znanych z literatury, stosowanych do reprezentacji regut rozmytych JEZELI ueU TO ve v,
zwanych prostymi regutami rozmytymi lub rozmytymi implikacjami.

¢ Mamdaniego Ry, (. v) =min{p - (u), n;(v)},

e Larsena Wi v)=nz() n;(v),

e Kleenego-Dienesa R (1, v) = max{l —p (u), pz (v)},

o Lukasiewicza Ry (@ v)=min{l, [-pz(u)+p;(v)},
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o Zadeha Wi, (4,v) = max(min{p; (u), Bz (W}, 1 -p5(),
o stochastyczna B vy =min{l, 1 -pz )+ p; ) 1z ()},
1 R Sps(v)
* Gougena B (V) = A\ w pozostatych przypadkach’
B (1)
. 1 Ky () Sp(v) .
* Godla B (V) = n-(v) w pozostatych przypadkach ’
14
1 ny<py(v)
K h o = U 14 .
* Sharpa Mg (14¥) {0 w pozostat ych przypadkach

Przykiad 2.13. Niech zbior U bedzie zbiorem trzech uczniow, U ={u,,u,,u;}. Zdefiniujmy
rozmyty zbior uczniow w zbiorze U, ktorych ulubionym przedmiotem szkolnym jest
matematyka U ={u,;/08, u,;,07, uy;00) oraz rozmyty zbior uczniow, ktorych ulubionym
przedmiotem jest jezyk polski l7=(u,;00, u,:0.5, u,;09}. Dana jest reguta rozmyta JEZELI
uel] TO ueV, ktora mozna zapisa¢ stownie JEZELI ulubionym przedmiotem szkolnym
ucznia jest matematyka TO ulubionym przedmiotem tego ucznia jest tez jezyk polski.
Sprawdzmy, w jakim stopniu spelniaja ta regule rozmyta trzej uczniowie ze zbioru U, w
zaleznosci od przyjetego do realizacji tej reguly operatora relacji.

Uczen pierwszy », nalezy do zbioru rozmytego U w stopniu 08, a do zbioru
rozmytego ¥ w stopniu  0.0. Przyjmujac relacje Mamdaniego otrzymujemy
Mg (uu)=min{p(u)), py(1,)}= =min{08,00=00, dla Larsena otrzymujemy
08-00=00, dla Kleenego-Dienesa otrzymujemy max{/—08,00}=02, dla Lukasiewicza
otrzymujemy min{/, I -08+ 00} =min{{/,0.2}=02, dla Zadeha otrzymujemy
max(min{0.8, 00}, /1 -08)=max{00,02} =0.2 . Regula jest spelniona przez pierwszego ucznia

w stopniu 0.0 gdy przyjmiemy operator Mamdaniego lub Larsena a dla pozostalych
operatorow jest spetniona w stopniu 0.2.

Uczen trzeci u; nalezy do zbioru rozmytego U w stopniu 0.1, a do zbioru rozmytego
Vv w  stopniu 0.9,  Przyjmujac  relacjg Mamdaniego  otrzymujemy
Wi (45,4) =min{0], 09} =01, dla operatora Larsena otrzymujemy
B wv)=01 09=009, dla Kleenego-Dienesa otrzymujemy max{/—071,09}=09, dla
Lukasiewicza  otrzymujemy min{l, /-01+09 =1, dla Zadeha  otrzymujemy

max(min{0./, 0.9}, 1-01)=max{0.],09}=09. o

W przypadku rozwazania wielu zbiorow rozmytych ,,..,07, i V w zbiorze U regula
bedaca implikacja rozmyta postaci

JEZELI uel,i uelU,i ..i uel, TO ueV,

jest okreslona na iloczynie kartezjafiskim L zbiorow. Aby okresli¢ stopiefi spelnienia reguty
musimy agregowac wszystkie L wartosci, tak wigc operacja dwuargumentowa stosowana
dotychczas staje si¢ niewystarczajaca.
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2.2.9. Rodzaje regul rozmytych

Niech U bedzie zbiorem przyktadow u, €U, n=1/, ,N opisanych za pomoca cech a; € 4,
j=1,..,K ze zbiorem wartosci ¥, = {v",v}’, ...,v"’/} oraz cechy decyzyjnej a, € 4.
Zajmiemy si¢ dokiadniej pierwszym typem wnioskowania typu Mamdaniego-Assiliana.
Mozna wyroznic trzy typy regut rozmytych w zaleznosci od typu konkluzji reguly.
1. Reguly rozmyte z jednoznaczna klasyfikacja.
JEZELI ... TO [a, =v ] 237
2. Reguly rozmyte z jednoznaczna klasyfikacj i stopniem przynaleznosci do klasy.
R, JEZELI ... TO [a, =v*]; ¢ (2.38)

gdzie stopien pewno$ci ¢ €[0,/] jest interpretowana jako “poparcie” dla jednej klasy, dane
przez regule, jesli czes¢ przestankowa reguty jest catkowicie spelniona,

2. Reguly rozmyte z klasyfikacja o stopniach przynaleznosci do wszystkich klas
Ryt JEZELEL ... TO [a,=vi"]; g A . A [a,=v ], g4 (2.39)

gdzie stopien pewnosci g™ €{0,/].

2.3.Tworzenie regul rozmytych na podstawie zbioru
przykladow

2.3.1. Wprowadzenie

Zatdzmy, ze dysponujemy zbiorem przykladoéw, ktore mozemy opisa¢ za pomoca
zmiennych ilosciowych, bedacych wynikiem pewnych pomiaréw lub obserwacji oraz stow lub
zdan w jezyku naturalnym. Przyklady moga zawiera¢ dane nieprecyzyjne, niepeine,
wieloznaczne i moga by¢ obarczone btedami. Zbior takich przyktadow jest punktem wyjscia do
zastosowania metod uczenia maszynowego.

Aby zapisa¢ takie przyblizone i niejednoznaczne dane w jezyku zrozumiatym dla
systemu komputerowego i moc dalej je przetwarzaé, mozna zastosowal teori¢ zbiorow
rozmytych. Proces wprowadzania w tym celu zmiennych lingwistycznych opisujacych
przykiady, wyznaczania nazw zbiorow rozmytych bedacych wynikiem podzialu zakresu
zmiennosci wartosci tych zmiennych i nastepnie okreélania postaci funkcji przynaleznosci do
tych zbioréw nazywa si¢ w literaturze rozmywaniem (ang. fuzzyfication). W praktyce jest to
proces trudny, wyjatkowo zle sformalizowany, wymaga doswiadczenia i intuicji oraz duzej
wiedzy o rozpatrywanym zagadnieniu. Trudno$ci ktore sie pojawiaja zwiazane sa migdzy
innymi ze specyfika rozpatrywanego zadania, subiektywnoscia ocen ekspertow ludzkich.

Okreslanie funkeji przynalezno$ci

Rozpatrzmy zbior ludzi U. Niech naszym zadaniem bedzie zdefiniowanie zbioru
rozmytego “wysoki” czlowiek, poprzez okreslenie funkcji przynaleznosci p., . (u), ueU.
Nalezy uwzgledni¢, ze funkcia M.,,..-(«) bedzie rozna, jezeli u oznacza kobiete lub
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mezczyzng, a takze gdy oznacza Aborygena lub tez Szweda o takim samym wzroscie. Rozni
ludzie moga w rozny, subiektywny sposob okreslac postac tej funkcji. W zalezno$ci od zadania
ktore mamy do rozwiazania, jej postaC rOwniez moze si¢ znacznie roznic; inna bedzie przy
wyborze graczy w pitkg koszykowa, a inna przy wyborze miodziezy do sekcji gimnastyczne;j.
Jeszcze wigcej probleméw pojawia sig¢, gdy chcemy okreslic sekwencje zbiordéw
rozmytych, przykladowo, “niski, “$redni”, “wysoki” czlowiek. W takim przypadku nalezy
uwzgledni¢ intuicyjnie zrozumiale zalezno$ci istniejace pomiedzy tymi zbiorami, a pewne
zaleznosci pomi¢dzy nimi nie moga by¢ akceptowalne, jak pokazano narys. 2.10 A, B, C.

m
niski | sredni A
/\ /\

wzrost w centymetrach

m
niski / $redni B
AT .

wzrost w centymetrach

niski - — $redni C
VAN _

wzrost w centymetrach

Rys. 2.10. Nie akceptowalne funkcje przynaleznosci

Przykladowo, intuicyjnie akceptowalna zalezno$¢ pomigdzy rozpatrywanymi zbiorami
rozmytych przedstawiono na rys. 2.11.

p
niski - ~._ Sredni
N 4
e o
-

wzlost w centymetrach
Rys. 2.11. Akceptowalne funkcje przynaleznosci

W przypadku okreslania postaci funkcji przynaleznosci przez ekspertow, istnieja
sprawdzone metody praktyczne ktore mozna zastosowal. Przykladowo, mozna uwzgledniac
opinie tylko jednego eksperta lub tez majac opinie grupy ekspertdw mozna je usredniac; mozna
stosowac estymacj¢ przedzialowa, okreslajac przedzialy tak, aby zawieraly one dane opinie
ekspertow; lub tez mozna porownywaé parami kryteria, dla ktorych wartosci funkcji
przynaleznosci sa okreslane.

Funkcje przynalezno$ci mozna tez estymowaé¢ w sposob automatyczny, na podstawie
zbioru danych przykladow. W pracy [Medasani i inni, 1998} przedstawiono metody stosowane
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w tym celu, migdzy innymi metody heurystyczne, probabilistyczne, metody stosujace techniki
najblizszych sasiadow, grupujace lub tez oparte na sieciach neuronowych.

W praktyce, sposob okreslania funkcji przynaleznosci jest écisle determinowany przez
mozliwosci i rodzaj rozpatrywanego zadania, inaczej postepujemy gdy dysponujemy opinia
tylko jednego eksperta, inaczej gdy grupy ekspertow lub tez gdy mamy zbior danych
doswiadczalnych.

Przykdad 2.14. Rozpatrzmy zbidr temperatur z przedzialu U =[15°C, 40°C] oraz ceche
“temperatura” ze zbiorem wartosci lingwistycznych V.. ... ={cieplo,goraco}, rys. 2.1.

Kazda warto$¢ lingwistyczna jest reprezentowana w postaci zbioru rozmytego w zbiorze
wartosci danej cechy. Wartos¢ temperatury 28°C w procesie rozmywania jest zastgpowana
przez dwie pary (cieplo/0.4), (goraco/0.6). .
Tworzenie regul rozmytych

W pracy zajmujemy si¢ tworzeniem opiséw klas przykladow podobnych w postaci
zbioru regul rozmytych typu JEZELI ..TO, z rozmytymi przestankami i rozmytymi
konkluzjami. Reguly rozmyte moga zosta¢ zdefiniowane przez eksperta, mogg by¢ wynikiem
modelowania jako$ciowego, moga rowniez zosta¢ wygenerowane automatycznie na podstawie
danego zbioru przykladow z zastosowaniem algorytméw automatycznego pozyskiwania
wiedzy. Wygenerowanie optymalnego zbioru regut ktory spelnia zadane warunki, na podstawie
danego zbioru przykladow nie jest jednak zadaniem prostym, schemat ich tworzenia

przedstawiono na rys. 2.12.
<Metody uczenia
maszynowego

Tworzeme regul

Rozmywanie /"“"\
Zbidr regut w

Rys. 2.12. Tworzenie regul rozmytych

Przetwarzanie
wstepne

Niektore z metod uczenia maszynowego przystosowane sa do analizy danych
liczbowych, przykltadowo metody oparte na sieciach neuronowych, metody statystyczne takie
jak analiza regresji i metody grupowania czy tez metody oparte na analizie wzorcow. Przed
zastosowaniem tych metod w przypadku, gdy dysponujemy danymi nominalnymi, nalezy
dokonaé skalowania nominalnych danych. MozZe to prowadzi¢ do niepozadanych wynikow,
poniewaz metody te interpretujg odleglosci i zaleznosci pomiedzy warto$ciami, ktore nie maja
7adnego znaczenia przy numerycznej reprezentacji symboli. Metody tworzace drzewa
decyzyjne [Quinlan, 1993], sieci Bayesowskie [Kruse i inni, 1991], [Pearl, 1988] lub tez
podejscia bazujace na logice pracuja dobrze zaréwno z symbolicznymi danymi jak tez z
majacymi dyskretny, skoficzony zbior wartosci. W przypadku danych ciaglych, wymagane jest
wigc okreslenie dla nich skonczonej liczby przedziatléw zmiennosci.

Heurystyczne metody uczenia maszynowego oparte na zbiorach rozmytych mozna
podzieli¢ na dwie glowne grupy. Metody nalezace do pierwszej grupy same dokonuja

47



grupowania przykladéw w klasy przykladow podobnych (zwanych klastrami) i nastepnie
wykorzystujg je przy tworzeniu rozmytych regul kiasyfikujacych do tych klas. Metody nalezace
do drugiej grupy nie dokonujg grupowania przykiadow, wymagaja one na starcie zadanego
rozmytego podziale wartosci wszystkich cech wybranych do opisu przykladéw (tzn. okreslenia
warto$ci jakie moze przyjmowac kazda cecha poprzez zbiory rozmyte), a szukaja najlepszego
opisu pasujacego do zadanej struktury.

Metody oparte na grupowaniu

Metody oparte na grupowaniu prupuja zbior przykladow uczacych w grupy
przyktadow podobnych, zwanych klastrami i nastepnie stosujg je przy tworzeniu regud, Klastry
rozmyte s3 to wielowymiarowe, dyskretne zbiory rozmyte, ktére moga si¢ czeiciowo
pokrywaé [Bezdek, 1981], {Bezdek i inni, 1998]. Przeglad kilku algorytmow rozmytego
grupowania mozna znalezd migdzy innymi w pracy [Hoppner i inni, 1999].

Kazdy rozmyty klaster moze zostac przekszialcony w rozmyta regulg poprzez
zastosowanie projekcji stopni przynaleznosci przykladow testowych w pojedyncze wymiary
[Klawonn i Kruse, 1995], [Sugeno i Yasukawa, 1993]. Tak wigc dla kazdego klastra i kazdej
cechy otrzymuje sig histogram, na podstawie ktorego tworzy sie funkcje przynateznoéei, rys.
2.13.

ni) aproksymacja trojkatnego
<~ zbioru rozmytego
] aproksymacja wypuklcge
\ A zbioru rozmylego
PNy polaczenie dyskretnych stopai
| przynaleznosci

, cecha

Rys. 2.13. Tworzenie zbioru rozmytego poprzez projekcje stopni przynaleznosci

Dla kaidej cechy mamy wigc wiele roznych zbioréw rozmytych tworzacych klastry.
Uzyskane wyniki sq trudne do interpretacji, poniewaz zbiory rozmyte tworzone s3
indywidualnie dla kazdego klastra. Dla tatwosci interpretacji uzyskanych wynikéw konieczne
jest zatem dokonywanic rozmytej partycji na zbiory, majace jasng interpretacjg lingwistyczng.

Podejicie takie znalazlo zastosowanie migdzy innymi przy rozpoznawaniu wzorcow i
aproksymacji funkcji [Berthold i Huber, 1999], [Tschichold Gurman, 1996].

Kratowy klastering {ang. grid clustering) [Klawonn i Keller, 1997], [Keller i Klawonn,
1998] jest metods bedaca kombinacjy rdinych metod rozmytych. Wymaga on wstepnego
okreslenia zbiorow rozmytych, a nie nadzorowany algorytm modyfikuje te zbiory rozmyte w
celu podziatu zbioru danych, Klastry sq dane poprzez funkcje przynaleznosci. Uzyskane reguly
sg proste do interpretacji, poniewaz nie zawicrajg indywidualnie tworzonych dla kazdego
klastra zbioréw rozmytych.

Do tworzenia regul rozmytych mozna rowniez stosowaé metody oparte na sieciach
neuronowych. Sie¢ taka stosuje wielowymiarowe funkcje w wezlach warstw ukrytych i kazda
taka funkcja moze by< interpretowana jako rozmyty klaster.

Pedrycz i Card zaproponowali sposob lingwistycznej interpretacji samoorganizujace;
sig sieci Kohonena [Kohonen, 1984] w celu utworzenia regul rozmytych [Pedrycz i Card,
1992]). Zbiér danych zostaje zredukowany do zbioru prototypow, ktore s reprezentowane
przez neurony i wykorzystane nast¢pnie przy tworzenu regut rozmytych.
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Kosko zaproponowal metod¢ grupowania oparta na rozmytej pamigci asocjacyjnej
[Kosko, 1992}, ktora wiaze wagi z uzyskanymi regutami rozmytymi.

Metody oparte na grupowaniu rozmytym [Grauel i inni, 1997), [Hoppner i inni, 1999]
tworza rozmyte reguly, ktore zawieraja warunki zwiazane ze zbiorami rozmytymi tworzonymi
indywidualnie dla kazdego klastra. Takie zbiory rozmyte otrzymywane przez projekcj¢ maja
trudna interpretacje lingwistyczna, wymagaja danych liczbowych 1 nie moga pracowaé z
danymi zawierajacymi brakujace wartosci. W zagadnieniach praktycznych metody grupowania
rozmytego sa stosowane w przypadkach, gdy lingwistyczna interpretacja uzyskanych wynikow
nie gra duzej roli. Kratowy klastering nie ma wigkszosci powyzszych wad i tworzy fatwo
interpretowalne reguly rozmyte, ale poniewaz jest nienadzorowany, jego zastosowanie
praktyczne jest ograniczone.

Metody wymagajace zadanej struktury zbioréw rozmytych w przestrzeni cech

Metody te wymagajg okreslenia zbiorow rozmytych okreslajacych wartosci jakie moze
przyjmowac kazda cecha. Zbiory rozmyte moga by¢ tworzone przez ekspertow indywidualnie
dla kazdej cechy, z zastosowaniem ich wiedzy zwiazanej z rozpatrywanym zagadnieniem.
Mozna rowniez zastosowal znane z literatury trojkatne lub trapezoidowe funkcje
przynalezno$ci i wtedy beda one interpretowane jako liczby rozmyte lub przedzialy rozmyte.
Liczba funkcji przynaleznosci okresla stopief rozdrobnienia przestrzeni danych. Jezeli mamy K
cech, wtedy kazdy opis jest produktem kartezjanskim K zbiorow rozmytych. Hosé mozliwych
opisow jest rowna liczbie wszystkich regut rozmytych, ktore moga by¢ utworzone dla danego
na starcie zbioru zbiorow rozmytych. Szukany jest opis najlepiej dopasowujacy si¢ do danych
uczacych, z zastosowaniem zadanej struktury zbioréw rozmytych.

Wang i Mendel [Wang i Mendel, 1991, 1992] zaprojektowali algorytm do tworzenia
systemow rozmytych dla zadania aproksymacji funkcji. W celu wyznaczenia zaleznosci
pomigdzy warto$ciami na wyjsciu i pewna kombinacja zmiennych wejéciowych zastosowali
reguly wazone. W pracy [Wang i Mendel, 1992} zawarty jest dowod, ze algorytm moze
tworzy¢ zbidr regut rozmytych ktore przyblizaja kazda ciagla funkcje rzeczywista w zbiorze
gestym z zadang doktadnoscia.

Higgins i Goodman zaproponowali w pracy [Higgins i Goodman, 1993] pewna
modyfikacje algorytmu Wang i Mendela, ktory zaczyna pracg z jedna funkcja przynaleznosci
dla kazdej cechy. Sekwencyjnie nowe funkcje przynaleznosci sa tworzone w punktach
maksymalnego bledu i rozmyta partycja jest poprawiana. Tak wiec stare reguly sa niepotrzebne
i tworzony jest nowy zbior regul w oparciu 0 nowa partycje. Procedura jest iteracyjna,
powtarzana do momentu, gdy maksymalna liczba zbiorow rozmytych zostanie utworzona lub
tez gdy blad bedzie dostatecznie maly. Algorytm zostat stworzony dla problemu modelowania
ekstremum aproksymowanej funkcji.

Podej$cia zaproponowane przez Wanga i Mendela [Wang i Mendel, 1992} zostaly
rozszerzone i zastosowane w systemie NEFCLASS [Nauck i Kruse, 1995, 1997b, 1998b] dla
zadania klasyfikacji oraz w systemie NEFPROX [Nauck i Kruse, 1997a, 1998c, 1999a] dla
zadania aproksymacji funkcji. Wszystkie wartosci cech musza by¢ okreslone przez zbiory
rozmyte zanim reguly zaczna by¢ tworzone. Praktycznie nie tworzy si¢ wszystkich regut
rozmytych i nie przechowuje ich w pamigci. Na starcie przyjmuje si¢, ze zbior regut jest
zbiorem pustym lub zawiera reguly opisujace wiedz¢ dziedzinowa. Nastepnie tworzy sig
kombinacje zbiorow rozmytych i dodaje do zbioru. Kryterium stopu moze by¢ przykladowo
“utworzyé nie wiecej niz L regul” lub tez “reguly powinny opisywaé co najmniej p%
przykladéw uczacych”.
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Indukcja drzew decyzyjnych [Quinlan, 1986, 1993] jest bardzo popularnym podejsciem
stosowanym w analizie danych w celu tworzenia modeli klasyfikujacych. Otrzymane drzewa
moga by¢ zapisywane w postaci regul. Istnieja dobrze znane algorytmy, na przykiad ID3
[Quinlan, 1986] dla cech symbolicznych, czy tez C4.5 [Quinlan, 1993] dopuszczajacy rowniez
cechy numeryczne. Poroéwnanie roznych sposobow wyboru cech niosacych najwigcej
informacji, mozna znalez¢ w pracy [Borgelt i Kruse, 1998]. Na starcie, kazda cecha opisujaca
przykiady musi mie¢ okreslony zbior wartosci poprzez odpowiednie zbiory rozmyte. Metoda
jest heurystyczna, nie ma gwarancji, ze uzyskane drzewo jest optymalne w sensie struktury lub
tez uzyskanej dokladnosci klasyfikacji. Istnieje wiele metod tworzacych drzewa rozmyte
[Boyen i Wehenkel, 1999], [Ichihashi i inni, 1996], [Janikow, 1996, 1998], [Yuan i Shaw,
1995]. Poniewaz tworzenie drzew bazuje na heurystyce, nie zawsze wszystkie cechy musza
wystapi¢ w utworzonym drzewie, ale rowniez moga powstac drzewa uwzgledniajace wszystkie
cechy, zbyt mocno rozbudowane. Stosowane sa wtedy techniki upraszczajace (pruning),
redukujace rozmiar drzewa.

Metody wymagajace zadanej struktury zbiorow rozmytych w przestrzeni cech tworza
zbiory regut tatwe do interpretacji lingwistyczne)j, sa proste do implementacji, mogg by¢
stosowane dla danych liczbowych i symbolicznych oraz w przypadku wystgpowania
brakujacych wartosci niektorych cech.

Klasyfikacja nowych przykladow

Dysponujac  zbiorem regut rozmytych mozemy stosujac wnioskowanie rozmyte
zastosowaé je do klasyfikacji nowego przykiadu, spelniajacego koniunkcje warunkow z
rozmytej czgsci przestankowej reguly do odpowiedniej klasy, okreslonej poprzez rozmyte
konkluzje. W sytuacjach niejednoznacznych, gdy wymagana jest tylko jedna klasyfikacja,
musimy przeprowadzi¢ operacj¢ nazywana w literaturze wyosirzaniem (ang. defuzzification).
Polega ona na agregacji w postaci jednego zbioru rozmytych konkluzji regut opisujacych dany
przyklad i znalezieniu dla tego zbioru rozmytego jednego, najlepiej go charakteryzujacego
elementu. Wybrany element okre$la nam przynaleznos¢ nowego przykladu do jednej,
konkretnej klasy. Na rys.2.14 przedstawiono schemat postgpowania przy probie klasyfikacji
nowego przykladu do jednej z rozpatrywanych klas, z zastosowaniem danego zbioru regut
rozmytych.

——
Eksperci

Nowy ™

przyky

Przetwarzanie
wstepne

Whnioskowanie
rozmyte

Rozmywanie

Zbidr regut
rozmytych

Eyostrzanie

@ybér klasy

Rys. 2.14. Klasyfikacja nowych przyktadow
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2.3.2. Postawienie zadania uczenia maszynowego

Zalozmy, ize dysponujemy skonczonym zbiorem przykiadow U7 opisanych za pomoca
zmiennych ilosciowych, bedacych wynikiem pewnych pomiaréw lub obserwacji oraz
zmiennych lingwistycznych, a wige slow lub zdan w jgzyku naturalnym.

Pierwszym krokiem jest rozmywanie, czyli zapisanie przyidadéw w  jezyku
zrozumiatym dla systemu komputerowego, zgodnie z metodologia zbiordw rozmytych. Polega
ona na okrc  niu stopm przynaleznosci wartosci cech do zbiorow rozmytlych okreslonych
przez wybrane wartoscl lingwistyczne.

Zatdozmy, ze mamy skonczony, niepusty zbidr przykladéw U ={u,,n,,..,uy} i

skoficzony,  pusty zbidr cech A ={a,,..,a,} opisujacych te przyklady oraz V= U Ve, dla

aed
J=L..K, pgdze ¥V _{v, NS v &1 jest niepustym, skonczonym zhiorem wartosci
lingwistycznych cechy #,e4. W procesie rozmywania dla kazdej wartosci cechy a,
okreslamy zbior K, liczb yu . (a,),...1 . (a,) z przedziabn [0./], okreslajacych w jakim
2 !
stopniu cecha a, przyjmuje kazda z wartosci lingwistycznych ze zbioru L
Relacja rozmyta ze zbioru U do zbioru ¥, , oznaczana ﬁ,,l . okreslana jest na iloczynie

kanczjanskim ¢ x V= 10.0] i definiowana w postaci zbioru uporzadkowanego
R, = [(u,u);uij(u,v){ VuelU VveV, } (2.40)

gdzie u; (uv)c[fi] jest funkcja przynaleznosci okreslajaca, w jakim stopmiu przyklad wec U
ay

jest w relacji z wartoscia vV, . Relacja ta moze by¢ reprezentowana w postaci zbioru par

albo w postaci macierzy relacji, ktorej elementami s wartoéci funkcji przynaleznosci

okreglajace, w jakim stopniu przyktad w, €U, i=1,.. N jest w rozmytej relacji z wartoscia

v g ¥,

Fﬁ“(u“v?) bg ) Hg )

Eh D Mg () g e]) |

lub tez w posiaci rozmylege skierowanego grafu, ktorego wierzchotki stanowia elementy
rozwazanych zbiorow, krawgdzie odpowiadaja elementom relacji, to znaczy uporzadkowanym
parom, a waga kazdej skierowane] krawgdzi odpowiada wartosci odpowiedniej funkcji
przynaleznosci,

Definicja 2.6. Zbi6r rozmyty okreslony przez warunek
Niech U bedzie skonczomym, niepustym zhiorem praykladow, A miepustym zhiorem cech

opisujacych te prryklady. Niech cecha a,€ A ma zbior wartosci V, = v, vy v,:}]

Zbiorem rozmylym w zhiorze U okreslonym przez wartosé v} eV,,, omaczan v .,
VY 7]
=]
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nazywamy podzbior relacji rozmytej R,j ze zbiory U do ¥V, dla ustalonej wartosci v e V.,

zapisywany w postaci

ot HORR T , (v’ )| Yuel, p; . (u,v")>0) .
ay=v, aj=

Zbiér rozmyty okreslony poprzez warunek stanowi uporzadkowany zbior trojek:
(4,v”) i wartosci funkcji przynaleznosci By (u,v;”) okreslajacej, w jakim stopniu w
a4

ay=y,

przykladzie u rozpatrywana cecha a, przyjmuje wartos¢ v;” .

Przykiad 2.15. Niech U bedzie zbiorem ludzi. Cecha “wiek” ze zbiorem wartosci: {mfod)y,
Sredni, stary} jest zmienng lingwistyczna. Zbior rozmyty w zbiorze U wyznaczony przez
warunek "wiek” = miody zawiera ludzi, dla ktorych cecha "wiek” przyjmuje warto$¢ miody w
stopniu wigkszym od zera; mozna go zapisa¢ w postaci

17_“7_.4 = {(u,mlody);p ; (u,mlody)|, ueU, p; (u, mtody) > 0} .
wiek=miady wisk=mlady
0
Jezeli ze zbioru cech 4 wybierzemy jedna ceche a, (mozliwy jest tez wybor kilku
cech), to mozemy ze wzgledu na wartosci ktore ona przyjmuje dokonaé rozmytego podziatu
zbioru przyktadow U. Elementy zbioru A-{ a; } nazywamy cechami warunkowymi, a ceche a,
nazywamy cechq decyzyjnq.

Definicja 2.7. Podzial rozmyty zbioru przykladéw

Podziatem zbioru przykladow U ze wzgledu na ceche decyzyjng a, € A ze zbiorem wartosci
Va=tvi,..vily nazywamy rozmyte zbiory przyMadow g, =0, U

cvaa Uy aas Uy b
=vid ag=v =V

T — (VP iRy Vi) wel, py  (wvi)>0} .

Dla uproszczenia zadania uczenia, przyjmuje si¢ w literaturze dwa dodatkowe
wymagania ktore musza by¢ spetnione przez zbior przykladow ze zbioru U, przedstawione
ponizej,

° t("lﬁ

=

=

‘d(u,v,"l‘), g M(u,vZ’)):O, dla 1, #1,, VueU (2.41)

° s(pg M(u,v,‘j"),.“,pk . (u,v,‘?’)):l, dla Vuel . (2.42)

aa=vgh

Interpretacja powyzszych warunkow jest nastepujaca, dla kazdego przykladu weU i
dla kazdej cechy a; € 4 majacej zbior wartosci v, ={v;’,vy,..,vg } istnieje dokladnie jedna

warto$¢ v eV, dla ktorej funkcja przynaleznoici i (u,v)=1 oraz dla
B

Wvv,, Mg, (,v)=0.
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Jezeli w zadaniach praktycznych zbiory przykladow nie spelniaja warunkow (2.41) i
(2.42), dokonuje si¢ modyfikacji zbioru cech A wybranych do opisu przykladow,
wprowadzajac nowe cechy nominalne.

Tak okreslony zbior rozmyty ﬁad:v:,, bedzie oznaczat klase wyznaczona przez rozmyta
partycje, ktorej opisu szukamy w postaci regut rozmytych typu JEZELI ... TO ....
Uwaga: W dalszej czesci pracy dla uproszczenia zapisu bedziemy pomijaé gorne indeksy przy
wartosciach cechy decyzyjnej i bedziemy stosowa¢ uproszczony zapis V,, ={v,,...,v,} oraz
w,.0,. .“,ﬁm) A
Kazdy przyktad u,eU, n=1,.,N opisany za pomoca cech a,e4, j=1,..K
mozemy zapisa¢ w nastgpujacy sposob

u, lay =vi L1t Al =V b, e AA [ax"’f(fr,,.)];uaﬁv’u&” (2.43)

a _.a
a=viim Ar=Ve(2,my

gdzie indeks f(j,n) okresla wartos¢ jaka przyjmuje j-ta cecha w n-tym przykladzie. Funkcja
., okresla, w jakim stopniu w przykladzie u, cecha a, przyjmuje warto$¢ vy, . W

Q=N

dalszej czesci pracy dla uproszczenia zapisu bedziemy stosowaé wymiennie zapis w postaci

Acalag Vg LR (2.44)

u,. la,=v 3
n [ 1 l(l,n)]’uv'“‘ Vi(K.my

A la,= V,a,,.)];uvm

1) "y

Tak zapisany zbior przykladow jest punktem wyjscia w procesie uczenia maszynowego
na podstawie przykladow, w ktorym otrzymujemy zbior regut rozmytych typu JEZELI ... TO
.... Reguta rozmyta moze zosta¢ zapisana w postaci

JEZELI [a, = Viapla 1, =vionla walag =vign]l TO la, =v . 1 (245)

gdzie indeks #(j,k) okresla wartos¢ jaka przyjmuje cecha a; w k-tej regule, k=1, ...,S.

Dysponujac zbiorem A-regut rozmytych mozemy stosujac wnioskowanie rozmyte
obliczy¢ stopien spelnienia k-tej reguly przez kazdy przykiad u, ze zbioru U.

Niech funkcja p,,, ,, 0znacza funkcj¢ przynaleznosci j-tej cechy w n-tym przykladzie
do zbioru rozmytego okreslonego przez warunek [a, =v,,,,] Z czgsci przestankowej k-tej
reguly.

Po pierwsze, dla kazdego przykladu u,eU, n=1,.,N i kazdej reguly mozemy
obliczy¢ warto$ci funkcji przynaleznosci do zbiorow rozmytych z czeéci przeslankowej reguly:
Regrims Rekmys sk xm Oraz do zbioru okreslonego przez konkluzje: ., -

Nastepnie, aby otrzymacé stopien spetnienia przez przyklad u, czesci przestankowej k-
tej reguly stosujemy operacje agregacji zbiorow rozmytych z czesci przeslankowej reguly i
otrzymujemy

T (1,)= A Merems Wizpmys —BRugam) s (2.46)

gdzie 4 jest wybranym operatorem koniunkcyjnym agregacji, zazwyczaj minimum,

Niech €, okresla klase rozmyta okreslona przez k-ta regule. Stopien spelnienia k-tej
reguly przez przyklad u, wynosi
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uE,("~)= min{t, (u,), Kyaem) - (2.47)

Agregujac dla danego przykladu u, zbiory rozmyte z konkluzji regut opisujacych ten
przykfad otrzymujemy wartosé funkcji przynaleznosci przyktadu do jednej klasy €

1»15(")=-"’ (llgl(")> 1»151(“),---,1155(")), (2.48)
gdzie A jest wybranym operatorem dysjunkcyjnym agregacji, zazwyczaj maksimum.

Przyklad 2.16. Zalézmy, ze w procesie rozmywania przy opisywaniu danego zbioru
przykiadéw okreslono zbiory rozmyte przedstawione na rys. 2.15. Przyjmijmy, ze mamy zbior
trzech regul, &=3, przedstawionych ponizej

k=1 JEZELI [a, =maly] TO [a, = $redni]

k=2 JEZELI [a, =$redni} TO [a, =ziy]

k=3 JEZELI [a, =duzy] TO [a, =dobry]
Zastosujemy ten zbior regul w celu okreslenia przynaleznosci nowego przykladu
u,:[a,=v,,, |, zaznaczonego na rys. 2.15. Klasy rozmyte C, okreslone przez rozmyte
konkluzje k-tej reguly dla przykladu u, zostaly zaznaczone pogrubiona linig na rysunku
(C, =@, poniewaz p & () = 0). Zbidr rozmyty C jest rozmytg konkluzjq uzyskang z sumy
zbioréw rozmytych C,, C, i C,. Jedna warto$¢ najbardziej reprezentatywna dla zbioru
rozmytego C jaka przyjmuje cecha a, moze by¢ okreslona w procesie wyostrzania.

maly. Sredni duzy zly Sredni dobry

— N N —

malyé Sredni duzy R Sredni dobry
=2
R4 Sredni dobry
~
=3
: B e oo e / >
a, G,
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3 Sredni

M ad
Rys.2.15. Klasyfikacja przyktadu U z zastosowaniem zbioru trzech regut
O

Czesto stosowane metody wyostrzania to metoda srodka obszaru COA (ang. Center of
Area) oraz metoda $redniej maksymalnej MOM (ang. Mean of Maximum).

Przyklad 2.17. Rozpatrzmy zbior przykladow opisanych za pomoca trzech cech: cechy
numerycznej a,, ¥, c R, cechy symbolicznej a, o wartosciach {A, B, C} oraz cechy
decyzyjnej a, o wartosciach {KLASA, nie KLASA}. W zbiorze wartosci jakie moze przyjaé
cecha numeryczna a, okres§lamy trzy zbiory rozmyte {matly, sredni, duzy} zdefiniowane przez
trojkatne funkcje przynaleznosci.

Zatdzmy, ze mamy zbior 17 przyktadéw nalezacych do KLASY (oznaczanych znakiem
+) oraz 11 przyktadow nie nalezacych do KLASY (oznaczanych znakiem -), rys.2.16.

»
a,
C | +++++- R it i
+
B [-+-+- + o+
A|l++-+ -
maly $redni duzy a,

Rys. 2.16. Zbior przyktadow testowych opisanych numeryczna i symboliczna cecha

Szukamy zbioru regut rozmytych klasyfikujacych przyklady do KLLASY i zbioru regut
ktore okreslaja, ze przyktad nie nalezy do KLASY. Mozliwe sa nastepujace typy regul, dla
v{ € {maly, éredni, duzy}, V, ={A, B, C}, v/“ eV, ={KLASA, nie KLASA}

a) typ rozmyty - doktadny: JEZELI a,=v? i a,=A TO a,= v
b) typ rozmyty - niedoktadny: JEZELI a,=v® i a,={AlubB}) TO a,= v
c) typ rozmyty - rozmyty: JEZELI a,=v® i a,={(A,n,),B,1;)(C, 1)} TO a,=v

W regutach typu a) i b) cecha a, przyjmuje konkretna warto$¢. W regule typu c)
stosujemy zbiér rozmyty do opisania wartoéci, ktore moze przyjmowaé cecha a,. Dwie
pierwsze reguly mozemy zapisa¢ w postaci zgodnej z formalizmem reguly typu ¢) w
nastepujacy sposab:
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a) JEZELI a,=v? i a,={(A,1.0), (B,0.0), (C,0.0)} TO a,= v
b) JEZELI a,=v® i a,={(A,1.0), (B,1.0), (C,0.0)} TO a,= v® .

Ponizej przedstawiono ide¢ algorytmu tworzacego reguly rozmyte typu c) na
podstawie zbioru przykladéw uczacych, przedstawionych na rys.2.2. Zgodnie z rysunkiem
dysponujemy zbiorem 27 przykladow. W celu utworzenia na ich podstawie zbioru regut
rozmytych rozpatrzmy najpierw zbior 10 przykladow majacych wartosé cechy a,=maly i
nalezacych do KLASY. W zbiorze tym 3 przyklady maja a,=A, 2 przykiady maja a,=B oraz
S przykladow ma a,=C. Otrzymujemy zatem nastgpujacy zbior rozmyty {(A,0.3), (B,0.2),
(C,0.5)} a po procesie normalizacji zbior {(A,0.6), (B,0.4), (C,1.0)}. Otrzymujemy wiec
nast¢pujaca regule rozmyta

R,: JEZELI a,=malyi a,={(A,0.6), (B,0.4), (C,1.0)} TO a,=KLASA

Rozpatrzmy pozostale 5 przykladoéw nie nalezacych do KLASY, dla ktorych 1 przyklad ma
a,=A, 3 przyklady maja a,=B oraz 1 przyklad ma a,=C. Otrzymujemy po procesie
normalizacji nastgpujacy zbior rozmyty {(A,0.33), (B,1.0), (C,0.33)}, i odpowiadajgca mu
regule rozmyta;

R,: JEZELI a,=malyi a,={(A,0.33), (B,1.0), (C,0.33)} TO a,= nie KLASA.

Reguly te reprezentuja podobienstwa istniejace w zbiorze przykladow. Jesh
rozpatrzymy przyklady uczace nalezace do KLASY to przyklady majace wartos¢ cechy
a,=maly moga mie¢ warto$¢ cechy a, zarowno A, B jak tez C, z tym, ze warto§¢ C jest
bardziej charakterystyczna dla danego zbioru niz warto$¢ A, a warto$¢ A bardziej typowa niz
wartos¢ B. W zbiorze przykladow nie nalezacych do KLASY najbardziej typowa jest warto$¢
B. Utworzone reguly R, i R, czgsciowo si¢ pokrywaja. Wybor reguly przy klasyfikacji
nowego przykladu zaleze¢ bedzie od okreslenia stopnia przynaleznosci tego przykladu do
zbiorow rozmytych z czgéci przestankowych tych regul.

W podobny sposob przeanalizujmy pozostate przyklady. Na podstawie 7 przykladow
majacych warto§¢ cechy a,=sredm otrzymujemy nastepujace reguly

R,: JEZELI a,=$rednii a,={(A,0.0), (B,1.0), (C,0.0)} TO a,=KLASA

R,: JEBZELI a,=érednii a,={(A,0.25), (B,0.0), (C,1.0)} TO a,= nie KLASA.

Wsrod przykiadow nie nalezacych do KLASY bardziej typowa jest kombinacja wartosci cech
a,=$redni i a,=C, niz kombinacja wartosci cech a,=$redni i a,=A. Przy klasyfikacji nowych
przyktadow =z zastosowaniem powyzszych regul jesteémy w stanie jednoznacznie
zaklasyfikowaé przyklady majace warto$¢ cechy a,=A lub C za pomoca reguly R, jako nie
nalezace do KLASY, oraz majacych warto$¢ cechy a,=B za pomoca reguly R; do KLASY.

Na podstawie pozostalych 6 przykladow majacych wartos¢ cechy a,=duzy
otrzymujemy nastgpujace reguly

R,: JBZELI a,=duzyi a,={(A,0.0), (B,0.0), (C,1.0)} TO a,=KLASA
R,: JEZELI a,=duzyi a,={(A,0.0), (B,0.0), (C,1.0)} TO a,=nie KLASA.
Powyzsze reguly przy takich samych warunkach w czgiciach przestankowych

prowadza do sprzecznych konkluzji, nie mozna wigc zaakceptowac obu regul. Wybieramy
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regule spefniona przez wigksza liczbe przyktadéw uczacych, a wige regule R, i dotaczamy ja
do tworzonego zbioru regut.
Utworzyli§my wigc na podstawie zbioru 27 przykladow uczacych zbior pigciu regut
rozmytych, klasyfikujacych do klas okreslonych poprzez wartosci cechy decyzyjnej a,.
Rozpatrzmy trzy przyklady testowe przedstaw1one pomzej, ktore bedziemy chcieli
klasyfikowag z zastosowaniem zbioru regut rozmytych R,, R,, R,, R,, R;,

u ["Izma*}']mmau(":) A [a,=A),
Uy [alzmab'];llmaoy(“z) A [a,=B],
uy: [a;=maly];u,,,(1;) A [a,=C}

gdzie Bmaty (4)) = W gy () = u»mly("!):l 0.

Aby sprawdzié, ktore reguly opisuja przyklady testowe, nalezy obliczy¢ w jakim
stopniu kazdy przykiad spelnia kazda regule rozmyta. W tym celu, dla kazdego przykladu
testowego i kazdej reguly rozmytej liczymy stopien przynaleznosci przyktadu do kazdego
zbioru rozmytego z czesci przestankowej reguly i w przypadku koniunkcji dwoch warunkow
stosujemy funkcje minimum.

Dla przykladoéw u,, u, i u, otrzymujemy przedstawione ponizej stopnie przynaleznosci

R;: Hematy () =1, Wi06)8000(c.10y(A) = 0.6, u,;,(u,) =0.6
Byt Moty ()=1, Wyaonsysincosy(4) =033, B (uy) =0.33
Ry oirean () =0, Wicaooa10pco0y(4) = 0.0, Bz () =00
Ry Wogroie (1) =0, Hr.025.800c.109(4) = 0.25, Mg (4) =00
Re: Boan()=0,  Wiaoormooncion(4) =00, Wy () =00
Rt Mooty @)=L, Bysomrmonicion(B) =04, Ky () = 0.4
R, Womaty (#2) =1, W33, 8.100(c00m(B) = 1.0, g () = 1.0
Byt Moy (42) =0, Wi00rm10rc.00n(B) = 1.0, By (u;) =0.0
By Mot () =0, Wiu25,8000(c.000(B) = 0.0, B, (u3) =0.0
Ryt Mg ()70, Bcusopo00mc.ion(B) = 0.0, By (47) =0.0
~:1 Bomaty (4) =1, Wia06)B00c.rop(C) = 1.0, u,;,(u,) =10
Byt Mepay @)=1, Wisoanmiopcom(C) =033, Mg (uy) =033
Ryt Weseunr ()70, Witaonpisr0rco0n(C) = 0.0, B (u;) =0.0
Ry W =0, W0z ooycron(C) = 1.0, By (1) =00
Ry Weaan(#3)=0, W4 00,(8.000c.00p(C) = 1.0 Wy (4;) =0.0

Rozpatrywane trzy przyklady testowe spetniaja w stopniu wigkszym od zera tylko dwie
pierwsze regwly rozmyte, klasyfikujace do réznych klas. Aby dokonal jednoznacznej
klasyfikacji przykladow dokonujemy agregacji dwoch zbiordow rozmytych tworzacych
konkluzje obu regul, z zastosowaniem funkcji maksimum. W tabl.2.2 przedstawiono stopnie
spetnienia obu regut przez przyklady testowe i ich zaklasyfikowanie do klasy o najwigkszym
stopniu spefnienia.
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Tabl. 2.2. Klasyfikacja trzech przykladow testowych z zastosowaniem regut &, i R,

przyklady | stopien spelnienia reguty R, | stopien spetnienia reguty R, klasyfikacja
u, 0.6 0.33 nalezy do KLASY
u, 04 1.0 nie nalezy do KLASY
u, 1.0 0.33 nalezy do KLASY
0

Zadanie praktycznego okreslania zbioru regut rozmytych opisujacych rzeczywisty zbior
przykiadow nie jest zadaniem prostym.

Zalozmy, ze na podstawie zbioru przykladdw u, =1,..,N zapisanych w postaci (2.35)
szukamy S regut kiasyfikujacych do klasy 17%

s W postaci (2.37), dla ustalonego ¢
R JEZELL fa, =v, 1A [a, =v,gla wafagy vl TO [a,=vi]

gdzie k okresla numer reguly, k=1,.S. Prob¢ sformalizowania zadanie szukania
optymalnego zbioru regul przedstawiono ponizej.

Niech t,(u,) okresla stopien speinienia przez przyklad u, warunkéw z czgsci
przestankowej k-tej reguly (2.46), p,,,,(u,) okresla stopien spelnienia przez przyklad u,

warunku konkluzji w k-tej regule (2.47). Utworzone reguly powinny poprawnie opisywac
przyklady uczace. Stopien spelnienia regut przez przyklady nalezace do rozpatrywanej klasy
powinien by¢ jak najwigkszy, za$ stopien spetnienia regut przez przykiady nie nalezace do klasy
powinien by¢ jak najmniejszy. Powyzsze wymagania mozna probowac sformalizowa¢ w
sposob przedstawiony ponizej.

Niech stopien spefnienia przez przykfad u, czesci przestankowej k-tej reguly otrzymany
w wyniku agregacji zbiorow rozmytych z cze$ci przestankowej reguty wynosi zgodnie z (2.46)

¢
T (u,)= 4 Wy Mazinys oMk in) s

gdzie A jest wybranym operatorem koniunkcyjnym agregacji, zazwyczaj minimum. Aby
zagwarantowa¢ wymaganie, ze wigkszo$¢ przykladow nalezacych do klasy spelniala reguly
nalezy maksymalizowa¢ wyrazenie

N N
Q+ = Z(max{min{'rk("n), Ll.(,j,:.,,.)(u,.)}})/Zu,(,ﬂ(u.) (2~49)
=t

i\ k=18
Aby zagwarantowaé wymaganie, ze prawie zaden z przykladow nie nalezacych do klasy nie
speinia regut nalezy minimalizowa¢ wyrazenie

N

N
Q = Z(mg{n;in{rk(un), (l—u,(,,,.,,>(u,)}}j/2u—u.(d)(un)) (2.50)

n=/ =l

na

Zadanie znalezienia zbioru S regul opisujacych rozpatrywana klas¢ Ua,,:v;-d
podstawie zbioru przykiadow u,,n=1,..,N mozna zapisaé w nastgpujacy sposob
N

N
0* = Z(max{min{‘t.(un), p,(,,_,_")(u")}}j/Zp,(d)(u") >  max
k=1..8

n=t —t Ry k=1,..§

N N
o = Z(max{min{‘ck (u,), (1-—;,1,(4.,"")(1(")}})/ (I-pg(u,) — min

net k=i,.§ =l Ry k=18

Przyklad 2.18. Rozpatrzmy zbior pigciu przykladéw opisanych za pomoca cechy “bol glowy”
oraz cechy decyzyjnej "grypa”, przedstawionych ponizej
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u,: [bol glowy = mocny|;,1.0 A [bol glowy = staby],00 A [grypa =tak];0.9
u,: [bol glowy = mocny];0.9 A [bol gtowy = staby),01 A [grypa =tak];0.8
u,: [bol glowy = mocny);02 A [bol glowy = slaby);07 A [grypa =tak];0.0
.. [bol glowy = mocny];0.1 A [bdl glowy = staby],0.9 A [grypa =tak];0.1
5. [601 glowy = mocnyl;00 A [bdl glowy =staby],10 A [grypa =tak],0.] .
Sprawdzimy, ktora z regut przedstawionych ponizej

=

=

R,: JEZELI [b6l glowy =mocny] TO |[grypa =tak] ,
R,: JEZELI (b6l glowy =staby] TO |[grypa =1ak] .

poprawnie opisuje dany zbior pigciu przyktadow. Policzmy dia zbioru przyktadow sume ich
stopni przynaleznosci do klasy chorych na grype i do klasy nie chorujacych na grype.
5

Y Miay(u,) =0.9+08+0.0+0.1+0.1=109,
n=I

35
YU =tay(u,)) =0.1+02+1.0+09+09=31
=l

Stosujac wzory (2.49) i (2.50) policzymy poprawnos¢ pierwszej reguly, ze ludzie
ktorzy maja mocny bol glowy maja grype.

3 35
Q*=Z(min{r,(u,), u,(dv,'n)(u,,)})/Zu,(,,)(u") =(09+08+00+0.1+0.0Y1.9=09
n=1

n=l

5 5
0 =Z(min{‘r,(u,),(1 - u,(,,,,vn)(u"))})/ 3~ 1y (2,))=(0.140.2+0.2+0. 1+0)/3.1=0.2.
n=} n=/
Policzymy poprawnosé drugiej reguly, ze ludzie kidrzy maja staby bol glowy maja
erype.

5 5
Q*=2(min{‘:2(un), Kotz hn )})/ Y Hiay(,) = (0.040.1+0.0+0.1+0.1)/1.9~0.2
n=l

=1

=]

35 3
Q-=2(min{r,(u,),(1 —u,(d',‘")(u"))}J/ 3 U~ Ry (,)) =(0.0+0.140.7+0.9+0.9)/3.1=0.8
n=i

Poniewaz dazymy do tego, aby maksymalizowaé Q*a minimalizowaé (~, regula
pierwsza jest zdecydowanie lepiej dopasowana do danego zbioru pigciu przyktadow.
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