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ODPORNOSC REGRESYJNYCH METOD KLASYFIK.ACJI BINARNEJ 

NA ODSTE;PSTWA OD PODSTA WOWYCH ZALOZEN 

Streszczenie 

W pracy przedstawiono analiz? przydatnosci klasyfikator6w binarnych, 
wykorzystujqcych r6wnania prostej regresji liniowej oraz regresji kwadratowej 
powierzchni odpowiedzi wykorzystywanych do realizacji zadan klasyjikacji, a 
takte regresji logistycznej, w przypadku zlo:ionych i nieliniowych zwiqzk6w 
pomirtdzy binarnq zmiennq klasyfikujqcq i zmiennymi objasniajqcymi opisanymi 
rozkladami r6:inymi od rozkladu normalnego. W analizie uwzgl?dniono r6wnie:i 
przypadki, gdy zbiory uczqce, na podstawie kt6rych konstruowano klasyfikatory, 
istotnie r6:iniq sirt od zbior6w testujqcych (lub danych spotykanych w 
zastosowaniach). Przeprowadzony eksperyment symulacyjny sugeruje, :ie w 
przypadku tego samego modelu opisujqcego zbiory uczqce i zbiory testujqce 
zastosowanie klasyjikatora opartego na kwadratowej powierzchni odpowiedzi 
daje lepsze rezultaty ni:i w przypadku zastosowania prostej regresji liniowej. Z 
kolei, klasyjikatory oparte na prostej binarnej regresji liniowej sq bardziej 
odporne na zmianrt modelu danych testujqcych. 

Slowa kluczowe: klasyfikatory binarne, regresja Iiniowa, regresja kwadratowej 
powierzchni odpowiedzi, regresja logistyczna, kopuly 

I . Wprowadzenie 

Zadania klasyfikacji sq podstawowym przedmiotem badan w zakresie eksploracji danych 
(data mining). Mozna je przedstawic jako metody analizy wielowymiarowych cech 
statystycznych, z kt6rych przynajmniej jedna jest cechq dyskretnq. Zadanie klasyfikacji 
polega w tym przypadku na przewidzeniu wartosci tej wyr6znionej cechy dysk.retnej 
(zmiennej klasyfikujqcej) na podstawie znajomosci wartosci pozostalych cech statystycznych. 
Jezeli interesujqca nas dyskretna cecha statystyczna przyjmuje tylko dwie wartosci, to w 
takim przypadku m6wimy o klasyfikacji binarnej. W og6lnym przypadku wartosciami takiej 
cechy mogq bye dowolne etykiety. Jednakze w zadaniach, kt6re bi,dziemy rozpatrywac w 
niniejszej pracy bi,dziemy przyjmowac, ze interesujqca nas cecha bt,dzie przyjmowac dwie 
mozliwe wartosci Iiczbowe, zazwyczaj zero Iub }eden. Funkcje wartosci zmiennych 



opisujqcych klasyfikowane obiekty, kt6re przypisujq zmiennej klasyfikujqcej konkretne 
wartosci nazywamy klasyjikatorami. W szczeg6lnym przypadku, gdy mozliwe Sq tylko dwie 
wartosci zmiennej klasyfikujqcej, mo:i:emy m6wi6 o klasyjikatorach binarnych. 

Zadania klasyfikacji po raz pierwszy zostaly sformulowane w obszarze statystyki w 
latach trzydziestych ubieg!ego stulecia. Pionierem badan w tym zakresie by! slynny statystyk 
angielski Ronald Fisher, kt6ry wprowadzil pojycie analizy dyskryminacyjnej (discriminant 
analysis). Zadaniem analizy dyskryminacyjnej jest podzial element6w pewnego zbioru na 
dwie grupy (odpowiadajqce dwu wartosciom rozpatrywanej binarnej zmiennej decyzyjnej), 
przy czym podzial ten jest dokonywany na postawie analizy wartosci pozostalych cech 
statystycznych opisujqcych rozpatrywane obiekty. Najczysciej stosowanym w praktyce 
modelem analizy dyskryminacyjnej jest wprowadzona przez Fishera liniowa analiza 
dyskryminacyjna, w przypadku kt6rej o podjytej decyzji klasyfikacyjnej decyduje wartosc 
odpowiednio zdefiniowanej kombinacji liniowej obserwowanych wartosci pozostalych cech 
statystycznych opisujqcych rozpatrywane obiekty. Warto zauwa:i:yc, :i:e znane Sq tak:i:e metody 
nieliniowej (np. kwadratowej) analizy dyskryminacyjnej. 

Jak latwo zauwa:i:yc opisany powy:i:ej przyklad zadania klasyfikacji jest scisle zwiqzany ze 
znanym w statystyce od ponad stu lat zagadnieniem wyznaczania zale:i:nosci regresyjnej. W 
ujyciu analizy regresyjnej stanowiqca podstawy przyjytej klasyfikacji zrnienna binarna 
(zmienna klasyfikujqca) jest zmiennq objasnianq, a pozosta!e cechy opisujqce klasyfikowane 
obiekty Sq zrniennymi objasniajqcymi. W takim przypadku wyznaczona na podstawie analizy 
danych statystycznych funkcja regresji (najczysciej liniowa) slu:i:y przewidywaniu wartosci 
zmiennej klasyfikujqcej. 

Historycznie rzecz ujmujqc funkcje regresji zostaly wprowadzone w celu wyznaczenia 
zaleznosci wartosci oczekiwanej zmiennej objasnianej od wartosci zmiennych objasniajqcych. 
Jak latwo zauwa:i:yc, wartosc oczekiwana zmiennej dyskretnej zazwyczaj nie jest Iiczbq 
calkowitq. W zwiqzku z tym dla cel6w klasyfikacji nale:i:y wprowadzic dodatkowy warunek 
pozwalajqcy ustalic wartosc dyskretnej zmiennej klasyfikujqcej na podstawie wyznaczonej 
oceny jej wartosci oczekiwanej. W przypadku zero-jedynkowej klasyfikacji binarnej 
zazwyczaj przyjmuje siy, :i:e wyznaczona ocena wartosci oczekiwanej zmiennej klasyfikujqcej 
mniejsza od 0,5 skutkuje przyjyciem zerowej wartosci zmiennej klasyfikacyjnej, W 
pozostalym zas przypadku przyjmujemy, :i:e zmienna klasyfikacyjna ma wartosc jeden. 
Nalezy jednak pamiytac, ze mozliwe jest przyjycie innych rozwiqzan, np. gdy koszty 
blydnych klasyfikacji nie Sq symetryczne (patrz np. [1]). 

W og6lnym przypadku w regresyjnych problemach klasyfikacyjnych mo:i:na 
wykorzystywac dowolne funkcje regresji, zar6wno liniowe jak i nieliniowe. Na przyklad, 
omawiana w niniejszej pracy regresja logistyczna nie jest sensu stricto regresjq liniowq, ale 
jest przykladem tak zwanego uog6lnionego modelu liniowego. W niniejszej pracy 
ograniczymy siy do analizy wylqcznie modeli regresji liniowej , w jej wersji podstawowej oraz 
w postaci tzw. kwadratowej regresji powierzchni odpowiedzi, a takze regresji logistycznej , w 
przypadku kt6rej funkcja logitowa (funkcja wiq:zqca) ma postac funkcji liniowej lub postac 
kwadratowej funkcji odpowiedzi. Wyb6r wlasnie takich modeli predykcyjnych warunkowany 
jest ich popularnosciq, a tak:i:e - w przypadku modeli wykorzystujqcych regresjy liniowq -
powszechnq dostypnosciq, np. w postaci narzydzi analizy danych dostypnych w arkuszach 
kalkulacyjnych. 



Zagadnienie klasyfikacji w swym og6lnym sformulowaniu znacznie wykracza poza 
obszar zwiqzany z analizq regresji oraz analizq dyskryminacyjnq. Na przyklad, wsr6d 
zmiennych objasniajqcych mogq wystypowac zmienne jakosciowe, w przypadku kt6rych 
przypisywanie im wartosci liczbowych moze budzic uzasadnione kontrowersje. 
Zagadnieniem budowy klasyfikator6w mogqcych znalezc zastosowanie w takich bardzo 
skomplikowanych przypadkach zajmuje siy dzial uczenia maszynowego, zwany uczeniem 
maszynowym pod nadzorem (supervised machine learning). W przypadku uczenia 
maszynowego nie zakladamy zadnego modelu matematycznego opisujqcego zwi<!Zek 
zmiennej klasyfikujqcej ze zmiennymi objasniajqcymi (zwanymi w terminologii uczenia 
maszynowego atrybutami). Na podstawie pelnych informacji, obejmujqcych zar6wno 
wartosci zmiennej klasyfikacyjnej jak i wartosci zmiennych objasniajqcych, dotyczqcych 
pewnego zbioru obiekt6w, zwanego zbiorem uczqcym (treningowym), budowany jest 
odpowiedni klasyfikator. Mozna zauwazyc, ze wspomniane wczesniej klasyfikatory bazujqce 
na funkcji regresji lub metodach dyskryminacyjnych S<l szczeg6lnymi przypadkami 
klasyfikator6w zbudowanych w warunkach uczenia maszynowego pod nadzorem. Opr6cz 
nich duz<l popularnosci<l cieszq siy inne rodzaje klasyfikator6w, takie jak np. drzewa 
decyzyjne, sieci bayesowskie lub klasyfikatory j<ldrowe, a takze klasyfikatory wykorzystujqce 
sztuczne sieci neuronowe. Wykorzystanie tego typu klasyfikator6w zwi<!Zane jest z 
koniecznosciq posiadania specjalistycznego oprogramowania. Z tego tez powodu porniniemy 
je w przeprowadzonej w niniejszej pracy analizie, pornimo tego, ze w wielu z rozpatrywanych 
w niniejszej pracy przypadk6w S<l one bardziej efektywne od klasyfikator6w typu 
regresyjnego. 

Analizie regresji poswiycono tysi<lce ksi¥ek i artykul6w. Liczqca sobie blisko 50 lat i 
przetlumaczona na jyzyk polski fundamentalna monografia Drapera i Smitha [2] liczy blisko 
500 stron, a jej ostatnie wydanie (w I 998 r.) w jyzyku angielskim ma juz ponad 700 stron. 
Mozna wiyc powiedziec, ze jesli chodzi o jej podstawowe zastosowania, a takie S<l 
przedmiotem niniejszej pracy, wiemy praktycznie wszystko. Pozostaj<l jednak pewne 
szczeg6ly, kt6re w konkretnych zastosowaniach mog<l miec istotne znaczenie, a rzadko Sq 
przedmiotem badan podstawowych. Najlepszym przykladem jest problem normalnosci 
rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej objasnianej oraz ewentualnej zaleznosci zmiennych 
objasniaj<lcych. Zagadnienie to zostalo w wyczerpujqcy spos6b przeanalizowane przez 
statystyk6w. Inaczej jednak wygl<lda ta sprawa z punktu widzenia uzytkownika, kt6ry do 
swojej dyspozycji ma narzydzia dostypne w popularnym programie typu arkusza 
kalkulacyjnego, takim jak np. Microsoft Excel. Wyznaczane przez takie narzydzie 
charakterystyki statystyczne wyznaczonej przez program prostej regresji obliczane S<l przy 
zalozeniu normalnosci rozkladu zmiennej objasnianej i wzajemnej niezaleznosci zmiennych 
objasniajqcych. W przypadku odstypstwa od tego zalozenia wszelkie wnioski, dotycz<lce np. 
statystycznej istotnosci wybranych zmiennych objasniaj<lcych, mogq bye blydne. 

Innym problemem jest typ zaleznosci pomii,dzy zmienn<l objasnian<l a zmiennymi 
objasniaj<lcymi. W przypadku prostej regresji liniowej zaklada siy, ze jest to zaleznosc 
liniowa. Jezeli zaleznosc ta nie jest liniowa, to korzystanie z wyznaczonej przez program 
prostej linii regresji (mozna j<l zawsze wyznaczyc!) moze prowadzic do calkowicie blydnych 
wniosk6w. Podobny, choc niedaj<lCY opisac siy w tak prosty spos6b, jest rozpatrywany w 
niniejszej pracy przypadek regresji kwadratowej powierzchni odpowiedzi. 



Kolejny problem dotyczy wykorzystania modeli regresyjnych do zagadnien klasyfikacji. 
Jakjuz wspomniano, w przypadku zadan binamej klasyfikacji istniejq metody znacznie lepsze 
od modeli wykorzystujqcych proste modele regresyjne. Istotne informacje na ten temat mozna 
znaleze w ksi¥ce Koronackiego i Cwika [7] lub fundamentalnej monografii Hastiego i in. 
[3]. Przeglqd interesujqcych wynik6w mozna tez znaleze w dostc,pnym w Internecie raporcie 
[I]. Jezelijednak zdecydujemy sic, na stosowanie tych prostych modeli (chociazby ze wzgh;du 
na brak dostc,pu do odpowiedniego oprogramowania), to ciekawym staje sic, problem 
odpornosci przyjc,tej metody klasyfikacji na odstc,pstwa od podstawowych za!ozen analizy 
regresji. 

Istnieje jednak znacznie powazniejszy problem praktyczny zwiqzany z zagadnieniem 
klasyfikacji. W praktycznie wszystkich pracach na ten temat zaklada sic;, ze zbudowany na 
podstawie pewnego zbioru danych treningowych klasyfikator bydzie stosowany do analizy 
danych generowanych przez taki sam mechanizm (choe niekoniecznie znany) jaki mia! 
zastosowanie w przypadku generacji danych treningowych. W praktyce takie zalozenie moze 
nie bye s!uszne. Hryniewicz [4] pokazal, ze w przypadku zastosowania metod klasyfikacji do 
biezqcej kontroli jakosci proces6w produkcyjnych zmiana parametr6w kontrolowanego 
procesu (np. jego rozregulowanie) moze w istotny spos6b zmienie jakose uzytej metody 
klasyfikacji. Co gorsza, taka zmiana jakosci moze zachodzie w kierunku trudnym do 
przewidzenia. Na przyklad, obiektywne pogorszenie siy jakosci kontrolowanego procesu 
moze, w wyniku zmiany wlasnosci stosowanego klasyfikatora, skutkowae blydnym 
wskazaniem poprawy jakosci takiego procesu. Z podobnymi problemami mozemy spotkae siy 
w przypadku innych zastosowan algorytm6w klasyfikacji. Wyobrazmy sobie, na przyk!ad, ze 
pewien algorytm klasyfikacji stosowany jest do oceny podatnosci pacjent6w na zastosowanie 
pewnej terapii. Jezeli jednak zostanie on zastosowany w przypadku pacjent6w r6zniqcych siy 
od tych, kt6rzy stanowili zbi6r uczqcy w procesie konstrukcji klasyfikatora (np. w wyniku 
zastosowania wobec nich innej, dodatkowej, terapii), to klasyfikacja uzyskana z 
wykorzystaniem danego klasyfikatora moze bye b!ydna. Powyzsze przyk!ady swiadczq, ze 
rozpatrywany w niniejszej pracy problem odpornosci klasyfikatora na odstypstwa od za!oze11 
moze miee duze znaczenie praktyczne. 

W niniejszej pracy do badania w!asnosci klasyfikator6w binarnych wykorzystujqcych 
proste modele regresyjne wykorzystano model symulacyjny zaproponowany w pracach 
Hryniewicza [4], [5]. W pracach tych badano wlasnosci szerszej grupy klasyfikator6w (m.in. 
klasyfikatory wykorzystujqce metody liniowej dyskryminacji oraz klasyfikator C4.5 Quinlana 
majqcy charakter drzewa decyzyjnego), ale ograniczono siy do analizy niewielkiej (np. tylko 
10 zbior6w uczqcych) grupy przyklad6w. W niniejszej pracy ograniczymy siy wylqcznie do 
analizy klasyfikator6w wykorzystujqcych modele regresyjne nalezqce do klasy uog6lnionych 
modeli liniowych, ale bydziemy rozpatrywae znacznie szersze spektrum zbior6w uczqcych i 
zbior6w testowych. Struktura niniejszej pracy jest nastypujqca. W jej drugim punkcie 
przedstawimy matematyczny model s!uzqcy do generacji danych w eksperymentach 
symulacyjnych. Z kolei, w punkcie trzecim przedstawimy wyniki eksperyment6w, kt6rych 
celem by!o por6wnanie jakosci r6znych klasyfikator6w regresyjnych, a takze ich odpornosci 
na wystypowanie odstypstw od przyjytego modelu matematycznego. Prace zakonczy kr6tkie 
jej podsumowanie. 



2. Generacja danych w eksperymentach symulacyjnych 

2.1. Model matematyczny 

W przypadku klasyfikacji binarnej matematycznym modelem opisuj<1cym dane jest 

wielowymiarowy rozklad prawdopodobienstwa wielowymiarowej zmiennej losowej 

(X1, ... ,Xk,Z), gdzie zmienne losowe X1, ... ,Xk S<! zmiennymi objasniaj<1cymi o dowolnych 

rozkladach brzegowych, zas zmienna klasyfikacyjna Z ma rozklad zero-jedynkowy 

(Bernouillego ). Identyfikacja takiego rozkladu prawdopodobienstwa jest w og6lnym 

przypadku bardzo trudna, a poza nielicznymi przypadkami szczeg6lnymi w praktyce 

niemozliwa. Dia potrzeb symulacji danych korzystniejsze jest przyjc,cie zalozenia, ze opisane 

S<! one wielowymiarow<1 zmienn<1 losow<1 (X1, ... ,Xk, T) o ci<1glych rozkladach brzegowych, 

przy czym zmienna losowa T powi<1zana jest ze zmienn<1 klasyfikacyjn<! Z jakims warunkiem, 

na przyklad 

Z _ [1 , T < tc 
- (1) 

0 , T ~ tc' 
gdzie tc jest pewn<1 wartosci<1 krytyczn<1. Powyzszy model zostal zaproponowany w pracach 

Hryniewicza [4],[5] dla przypadku kontroli jakosci procesu produkcyjnego, w kt6rym na 

podstawie obserwacji zmiennych objasniaj<1cych X1, ... ,Xk dokonuje sic, predykcji czasu zycia 

T produkowanych obiekt6w, a nastc,pnie klasyfikuje sic, je na potencjalnie zawodne (gdy 

T < tc) i potencjalnie niezawodne, w przeciwnym przypadku. 

Dalsze uproszczenie modelu mozna uzyskac przyjmuj<1c zalozenie, ze kolejne pary 

zmiennych objasniaj<!cych (X;, X;+1), i = 1, ... ,, k - l opisane S<! dwuwymiarowymi 

rozkladami prawdopodobienstwa zdefiniowanymi przy pomocy dwuwymiarowych kopul 

C; (F; (X;), F;+1 (X;+1) ), i = 1, ... , k - 1, gdzie F1 (x1), ... , Fk (xk) S<! dystrybuantami rozklad6w 

brzegowych zmiennych objasniaj<1cych X1, ... ,Xk, Sile, wzajernnej zaleznosci pomic,dzy 

zmiennymi objasniaj<!cymi bc,dziemy okreslac za pomoc<! wsp6lczynnika asocjacji 

rKendalla, kt6rego wersjc, populacyjn<! dla dowolnej kopuly C(x,y) wyznacza sic, z zaleznosci 

[8] 

r(X, Y) = 4 Jf[o,i]2 C(x,y)dC(x,y) - 1. (2) 

Zamiast wsp6lczynnika asocjacji rKendalla do okreslenia sily zaleznosci mozemy tez 

skorzystac ze wsp6lczynnika korelacji rangowej p Spearmana. Wyznaczanie wartosci tego 

wsp6lczynnika jest jednak dose trudne i w zwi<!zku z tym w rozpatrywanym w niniejszej 

pracy modelu bc,dziemy korzystac ze znacznie prostszego do wyznaczenia wsp6lczynnika 

r Kendalla. Przy okazj i warto zaznaczyc, ze popularna miara zaleznosci, j ak<! jest 

wsp6!czynnik korelacji liniowej r Pearsona w og6lnym przypadku nie jest dobrym 
miernikiem sily zaleznosci. Jest on dobrym miernikiem zaleznosci wyl<!cznie w przypadku 
nielicznych rozklad6w prawdopodobienstwa, a w szczeg6lnosci w przypadku 

wielowymiarowego rozkladu normalnego (gaussowskiego). W przeciwienstwie do miar 

nieparametrycznych, takich jak wsp6!czynniki r Kendalla lub p Spearmana, jego wartosc 



zalezy od postaci rozklad6w brzegowych. Co wic,cej , dla niekt6rych z popularnych rozklad6w 
prawdopodobienstwa wsp6lczynnik korelacji liniowej r Pearsona nie przyjmuje wartosci z 
przedzialu [-1,1], co moze prowadzic do klopot6w z interpretacjq wynik6w analiz 
statystycznych (patrz praca Hryniewicza i Karpinskiego [6]). 

W przyjc,tym w niniejszej pracy modelu matematycznym zastosowano kolejne 

uproszczenie ulatwiajqce zbudowanie modelu symulacyjnego. Wprowadzone zostaly fikcyjne 
ukryte zmienne losowe HX1, .. . ,HXk powiqzane z odpowiadajqcymi im zmiennymi 
objasniajqcymi i odznaczajqce sic, tym, ze ich wartosci mierzone sq na tej samej skali co 
zmienna T. Zaleznosci pomic,dzy zmiennymi objasniajqcymi i odpowiadajqcymi im 

zmiennymi ukrytymi opisane sq kopulami CHi(F;(X;),FHi(HX;)) , i = 1, .. . , k , przy czym sila 

zaleznosci pomic,dzy zmiennq objasniajqca a odpowiadajqcq jej zmiennq ukrytq opisana jest, 

podobnie jak w omawianym powyzej przypadku, wsp6lczynnikiem rKendalla. Dodatkowo, 

przyjc,to zalozenie, ze wartosc oczekiwana kazdej zmiennej ukrytej powiqzana jest prostq 
zaleznosciq liniowq z wartosciq oczekiwanq odpowiadajqcej jej zmiennej objasniajqcej . 

Ostatnie z przyjc,tych zalozen dotyczy modelu zaleznosci pornic,dzy zmiennymi ukrytymi 
HX,, .. ,,HXk, a zmiennq T, od kt6rej wartosci zalezy wartosc zmiennej klasyfikujqcej Z. W 

rozpatrywanym w niniejszej pracy modelu przyjc,to, podobnie jak w pracach Hryniewicza [ 4], 
[5], ze jest to silnie nieliniowa (a nawet nier6zniczkowalna) zaleznosc deterrninistyczna typu 
max-min. 

2.2. Opis eksperymentu symulacyjnego 
Opisany w poprzednim podpunkcie model matematyczny zostal zaimplementowany w 

postaci programu komputerowego sluzqcego do symulacji zlozonych zaleznosci pomic,dzy 

zmiennymi objasniajqcymi i zmiennq klasyfikacyjnq. W stworzonej implementacji 

ograniczono sic, do przypadku k=4 zmiennych objasniajqcych X1, ... ,X4 i odpowiadajqcych im 
zmiennych ukrytych HX,, ... ,HX4. Jako modele (do wyboru uzytkownika) zmiennych 
objasniajqcych przyjc,to nastc,pujqce rozklady prawdopodobienstwa: r6wnomierny, normalny, 
wykladniczy, Weibulla i logarytmiczno-normalny. Z kolei, jako modele zmiennych ukrytych 
przyjc,to rozklady: wykladniczy, Weibulla oraz logarytmiczno-normalny. Wyb6r tych wlasnie 

rozklad6w brzegowych motywowany byl rozpatrywanym w pracach Hryniewicza [4] [5] 

zastosowaniem tego modelu, jakim jest predykcja niezawodnosci. 
W komputerowej implementacji opisanego w poprzednim punkcie modelu 

matematycznego przyjyto, ze wszelkie zaleznosci pomic,dzy zmiennymi losowymi 

(objasniajqcymi i ukrytymi) bc,dq opisywane nastc,pujqcymi kopulami (w terminologii polskiej 
stosowany jest tez termin kopula): 

- niezaleznosci 

C(u, v) = u * v; U, v E [0,1], (3) 

- Claytona 

C(u, v) = [max( u-0 + v- 0 - l; o)r1fe, 0 E [-1, oo )\{0}; u, v E [0,1], (4) 



- Gumbela 

C(u, v) = exp [-(log(u))9 + (-log(v))9/10 ], 0 E [1, oo ); u, v E [0,1], (5) 

- Franka 

C( ) = -~l [l + (exp(-0u)-1)(exp(-0v)-1)] 0 R\{0} · [O l] 
U,V 0 og (exp(-e)-l) , E , U,V E , , 

- Fairlie-Gumbela-Morgensterna (FGM) 

C(u, v) = uv[l + 0(1 - u)(l - v)], 0 E [-1,1]; U, v E [0,1] 

- gaussowski) (normalnij) 

C(u,v) = <P2 (<P- 1(u),¢- 1 (v);r),r E [-1,1]; u,v E [0,1], 

(6) 

(7) 

(8) 

gdzie <1> 2 (x, y; r) jest dystrybuanti) dwuwymiarowego rozkladu normalnego (Gaussa) o 

wspokzynniku korelacji r, zas ¢- 1 (x) jest funkcji) odwrotni) (kwantylowi)) dystrybuanty 

jednowymiarowego rozkladu normalnego. 

Sila zaleznosci pomit,dzy zmiennymi losowymi powi<1zanymi powyzszymi kopulami 

okreslona zosta!a przy pomocy wspokzynnika rKendalla, zdefiniowanego wzorem (2). 

Odpowiednie wzory na wartosc tego wspolczynnika mozna znalezc w fundamentalnej 

monografii Nelsena [8], a takze w pracy Hryniewicza i Karpinskiego [6]. 

Opisany powyzej model symulacyjny moze sluzyc do badania wlasnosci roznych zadan 

klasyfikacji. W opisanym w nastt,pnym punkcie niniejszej pracy eksperymencie analizie 

poddano szesc regresyjnych modeli klasyfikacji: 

- binarna regresja liniowa 4 zmiennych o funkcji regresji danej wzorem 

- regresja liniowa 4 zmiennych zmiermej pomocniczej T 

t =Yo+ Y1X1 + Y2X2 + Y3X3 + y4X4, 

- regresja kwadratowej powierzchni odpowiedzi zmiennej binarnej 

Y2 = flo + fl1X1 + f12X2 + {13X3 + {14X4 + flsx/ + f]6xz2 + f11x/ + flax/ + {19X1X2 + 

f110X1X3+f111X1X4 + f112XzX3 + f113XzX4 + f114X3X4, 

- regresja kwadratowej powierzchni odpowiedzi zmiennej pomocniczej T 

t2 =Yo+ Y1X1 + Y2X2 + y3X3 + y4X4 + YsX1 2 + Y6xz2 + Y1X/ + YsX4 2 + y9X1X2 + 

Y10X1X3+Y11X1X4 + Y12X2X3 + Y13XzX4 + Yl4X3X4. 

- regresja logistyczna z liniowij funkcjij wiiji:ijcq 

ln (_E._) = t50 + o1x1 + t5x2 + 03X3 + t54x4 1-p 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

- regresja logistyczna z funkcjij wiijZijCij w postaci kwadratowej funkcji odpowiedzi 

ln (_E._) = ao + a1X1 + a2X2 + a 3x3 + a4X4 + asx/ + a6x/ + a1x32 + a8x/ + a9x1x2 + 
1-p 

a10X1X3+a11X1X4 + a12X2X3 + a13XzX4 + a14X3X4, (14) 



Parametry modeli liniowych (9)-(12) estymowane Sq metodq najmniejszych kwadrat6w, a 

parametry modeli logistycznych (12)-(13) estymowane Sq metodq najwi<;kszej 
wiarogodnosci . 

W eksperymentach symulacyjnych najpierw generowano pr6bki uczqce (treningowe), na 

podstawie kt6rych identyfikowano powy:i:sze modele regresyjne. Modele (9) i (11) budowane 

byly przy zalozeniu, ze zmienna objasniana ma postac binarnq, zas modele (10) i (12) 

budowane byly dla pomocniczej zmiennej T o wartosciach rzeczywistych. 

Nast<;pnie, generowane byly pr6bki testowe, w przypadku kt6rych wyniki predykcji, 

uzyskane za pomoeq r6wnan regresji (9) - (12) byly przeksztakane na wartosci zmiennej 

klasyfikujqcej (0 lub 1). Wyniki klasyfikacji byly oceniane na podstawie analizy nast<;pujqcej 

macierzy: 

Tabela 1. Podsumowanie wynik6w klasyfikacji binarnej 

Rzeczywista klasa 
1 0 

Przewidywana 1 TP FP 

klasa 0 FN TN 

Symbole op1suJqce kom6rki Tabeli 1 odpowiadajq powszechnie przyj<;tej w uczeniu 

maszynowym terminologii (przej<;tej z analizy danych medycznych). Symbole TP (True 

Positives) oraz TN (True Negatives) oznaczajq liczby poprawnie zaklasyfikowanych obiekt6w 

(odpowiednio, jedynek oraz zer). Symbol FP (False Positives) oznacza liczb<; zer bl<;dnie 

sklasyfikowanych jako jedynki, zas symbol FN oznacza liczb<; jedynek bl<;dnie 

sklasyfikowanych jako zera. Na podstawie tak okreslonych danych okresla si<; r6:i:ne miary 

jakosci klasyfikacji. 

Podstawowa miara jakosci klasyfikacji nazywana jest Dokladnosc (Accuracy) i jest 

definiowana w nast<;pujqcy spos6b: 

Accurac = rP+TN 
y TP+TN+FP+FN 

(15) 

Jest to wi<;c frakcja jednostek poprawnie sklasyfikowanych. Miara ta bylaby wystarczajqca 

gdyby nie mialo znaczenia, kt6re jednostki Gedynki lub zera) klasyfikujemy poprawnie, a 

kt6re niepoprawnie. Zeby uwzgl<;dnic mozliwq (i bardzo cz<;sto wyst<;pujqeq w praktyce) 

asymetri<; konsekwencji wynik6w klasyfikacji wprowadzono dodatkowe wskazniki jakosci, 

takie jak Precyzja (Precision) 

p . . TP 
reciswn = TP+FP , (I 6) 

Czulosc (Sensitivity) 

S . . . TP 
ensitivity = TP+FN , (17) 

oraz Specyjicznosc (Specificity) 

S ·1· . TN peel icity = TN+FP . (18) 



Stosowane Sq takze pewne wskazniki kompleksowe, takie jak np. lndeks Fl (Fl -Index) 

Fl = __ z_r_P __ 
2TP+FP+FN 

(19) 

Szczeg61owq interpretacjy niekt6rych z powyzszych wskainik6w, a takze opis innych 
wskaznik6w jakosci klasyfikacji mozna znalez6 m.in. w ksiqzce Koronackiego i Cwika [7] 
oraz monografii [3] . 

Og6lnie rzecz biorqc, klasyfikatory odznaczajqce siy wyzszq jakosciq powinny mie6 
wyzsze wartosci powyzszych wskainik6w. Odpowiednia wersja znanego ,,twierdzenia o 
darmowych obiadach" Wolperta m6wi namjednak, ze nie istnieje klasyfikator, kt6ry dawalby 
lepsze rezultaty klasyfikacji dla wszystkich mozliwych danych. Nalezy siy wiyc spodziewa6, 
ze zaden z rozpatrywanych w niniejszej pracy liniowych klasyfikator6w regresyjnych nie 
bydzie wykazywal przewagi nad pozostalymi dla wszystkich stosowanych do por6wnan miar 
jakosci klasyfikacji. Przyklady numeryczne, opisane w nastypnym punkcie niniejszej pracy, 
potwierdzajq to przypuszczenie. 

3. Wyniki eksperymentow symulacyjnych 
Eksperymenty symulacyjne majqce na celu por6wnanie jakosci rozpatrywanych w 

niniejszej pracy klasyfikator6w regresyjnych prowadzono dla r6znych kombinacji takich 
wielkosci jak: rozklady prawdopodobienstwa zmiennych objasniajqcych X 1, ... ,X4 i 
odpowiadajqcych im zmiennych ukrytych HX1, ... ,HX4, kopuly opisujqce wzajemne zaleznosci 
pomiydzy zmiennymi objasniajqcymi oraz pomiydzy zmiennymi objasniajqcymi oraz 
odpowiadajqcymi im zmiennymi ukrytymi, a takze wartosci miar sily zaleznosci pomiydzy 
rozpatrywanymi zmiennymi. Uwzglydniono r6wniez r6zne zaleznosci regresyjne pomiydzy 
wartosciami oczekiwanymi zmiennych objasniajqcych i odpowiadajqcych im zmiennych 
ukrytych, a takze r6zne postacie funkcji wiqzqcych wartosci zmiennych ukrytych i ciqglej 
zmie1mej wyjsciowej T W niniejszej pracy zaprezentowano jedynie wyniki uzyskane dla 
modelu identycznego do tego, jaki byl opisany w pracach [4] oraz [5]. Pozwoli to odnosi6 si(, 
to rezultat6w opisanych w tych pracach i w rezultacie ograniczy6 objytos6 niniejszego 
artykulu. 

W rozpatrywanym konkretnym modelu symulacyjnym shizqcym do konstrukcji 
klasyfikator6w przyjyto, ze zmienna objasniajqca X 1 ma rozklad normalny o wartosci 
oczekiwanej 5 i odchyleniu standardowym 0,5, zmienna X2 ma rozklad wykladniczy o 
waiiosci oczekiwai1ej 10, zmienna X3 ma rozklad logarytmiczno-normalny o wartosci 
oczekiwanej jej logarytmu 5 i odchyleniu standardowym jej Jogarytmu r6wnym 1, zas 
zmienna X4 ma rozklad Weibulla o parametrze skali ·10 i parametrze ksztaltu 2. Dia 
zmiennych ukrytych przyj(,to nast(,pujqce rozklady: HX1 - logarytmiczno-normalny, HX2 -
wyldadniczy, HX3 -wykladniczy, HX2 - Weibulla o parametrze ksztaltu 1,5. 

Do opisu zaleznosci pomiydzy parami zmiennych uzyto nast(,pujqcych kopul (w nawiasie 
wartos6 wsp61czynnika ,Kendalla: (X1.X2) - Clayton (0,8), (X2,X3) - gaussowska (-0,8), 
(X3,X4) - Frank (0,8), (X1,HX1) - gaussowska (-0,8), (X2,HX2) - Frank (0,9), (X3,HX3) -
Gumbel (0,9), (X4,HX4) - Clayton (-0,8). Zwiqzek pomi(,dzy zmiennq wyjsciowq T a 
zmiennymi ukrytymi okreslono zaleznosciq nieliniowq T = min [max (HX1; HX2); 
min(/i¥3;HX4)]. Warto zauwazy6, ze np. w przypadku zmiennych objasniajqcych (X2,X3) ich 



dwuwymiarowy rozklad prawdopodobienstwa jest rozkladem ,,normalnym" o rozkladach 
brzegowych niebydqcych rozkladami normalnymi (i na dodatek r6znymi). Takq elastycznosc 

modelowania zlozonych zjawisk stochastycznych mozna uzyskac wykorzystujqc formalizm 
kopul. 

W pracy [4] podano wykres zaleznosci pomiydzy zmiennymi objasniajqcymi 
(oznaczonymi A, B, C D), a zmiennq wyjsciowq (oznaczonq E) dla przykladowego zbioru 
danych wygenerowanych za pomocq opisanego powyzej modelu. 

•: 
n ~ 

:~ ~· .. 
, .. , .~I . . . 
" . .. 

A•E B·E 

~· 

C-E D • E 

Rysunek I. Przykladowe zaleznosci pomi~dzy wartosciami zmiennych objasniajqcych i zmiennej 
objasnianej (4] 

Jak widac, zaleznosci te sq silnie nieliniowe oraz niemonotoniczne. W tej sytuacji powstaje 

zasadnicze pytanie, czy proste zaleznosci regresyjne sq przydatne w zagadnieniach 

klasyfikacji danych opisanych tak nietypowymi zlozonymi modelami. W tym celu 
przeprowadzono eksperyment symulacyjny, w kt6rym wygenerowano 50 zbior6w danych 
treningowych o licznosciach, odpowiednio, 100, 200, 300 oraz 500 obserwacji. Dia kazdego 
z tych zbior6w wyznaczono szesc modeli regresyjnych: 

- Iiniowq regresjy binarnq dla 4 zmiennych objasniajqcych (REG-4), 
- liniowq regresjy dla zmiennej posredniej Ti 4 zmiennych objasniajqcych (REG-T4), 

- binarnq regresjy kwadratowej powierzchni odpowiedzi i 4 zmiennych objasniajqcych (REG-
14), 

- regresjy kwadratowej powierzchni odpowiedzi dla zmiennej posredniej Ti 4 zmiennych 

objasniajqcych (REG-Tl4), 
- regresjy logistycznq z Iiniowq funkcjq wiqzqcq (link function) 4 zrniennych objasniajqcych 
(LOG-REG4) oraz 

- regresjy Iogistycznq z funkcjq wiqzqcq w postaci kwadratowej funkcji odpowiedzi dla 4 
zmiennych objasniajqcych (LOG-REG14). 
Nastypnie dla kazdego zbioru danych treningowych wygenerowano 50 zbior6w danych 

testowych o licznosci 1000 element6w, na kt6rych weryfikowano jakosc otrzymanych (dla 
danego zbioru treningowego) klasyfikator6w. 

Wyniki opisanego powyzej eksperymentu przedstawiono w Tabelach 2-6 oraz na 
Rysunkach 2 - 6. Zich analizy wynika, ze zaden z por6wnywanych klasyfikator6w w spos6b 
wyrazny nie ma przewagi natl pozostalymi. Biorqc jednak pod uwagy wartosci wyznaczonych 
wskaznik6w jakosci mozna przyjqc, ze klasyfikatory wykorzystujqce regresjy kwadratowej 



powierzchni, uwzglt,dniajqce efekt interakcji pomit,dzy zmiennymi objasniajqcymi, 
odpowiedzi Sq nieco lepsze od klasyfikator6w wykorzystujqcych prostq regresjt, Iiniowq. 
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Tabela 2. Por6wnanie Dokladnosci klasyfikator6w regresyjnych 

REG-4 REG-T4 REG-14 REG-T14 LOG-REG4 LOG-REG14 

0,8641 0,8477 0,9009 0,8946 0,8693 0,8881 

0,8665 0,8481 0,9113 0,9010 0,8721 0,8949 

0,8649 0,8459 0,9128 0,9044 0,8712 0,8964 

0,8671 0,8486 0,9147 0,9061 0,8721 0,8971 

0,8664 0,8477 0,9146 0,9072 0,8722 0,8947 
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Rysunek 2, Por6wnanie Dokladnosci klasyfikator6w regresyjnych 

Tabela 3. Por6wnanie Czulosci klasyfikator6w regresyjnych 

REG-4 REG-T4 REG-14 REG-T14 LOG-REG4 LOG-REG14 

0,5556 0,4555 0,7539 0,7034 0,6648 0,6295 

0,5505 0,4482 0,7685 0,7032 0,6480 0,6409 

0,5422 0,4345 0,7678 0,7075 0,6434 0,6429 

0,5453 0,4454 0,7714 0,7108 0,6390 0,6436 

0,5393 0,4395 0,7643 0,7081 0,6376 0,6268 
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Rysunek 3. Por6wnanie Czulo§ci klasyfikator6w regresyjnych 

Tabela 4. Por6wnanie Precyzji klasyfikator6w regresyjnych 

REG-4 REG-T4 REG-14 REG-T14 LOG-REG4 LOG-REG14 

0,8599 

0,8769 

0,8790 

0,8856 

0,8887 

0,96 

0,94 

0,92 

0,9 

0,88 

0,86 

0,84 

0,82 

0,8 

0,78 

0,76 

0 

0,8853 0,8330 0,8406 

0,9007 0,8669 0,8815 

0,9064 0,8735 0,8920 

0,9095 0,8768 0,8966 

0,9120 0,8827 0,9042 
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Rysunek 4, Por6wnanie Precyzji klasyfikator6w regresyjnych 
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Tabela 5. Por6wnanie Specyjicznosci klasyfikator6w regresyjnych 

REG-4 REG-T4 REG-14 REG-T14 

0,9672 0,9790 0,9468 0,9548 

0,9731 0,9830 0,9596 0,9677 

0,9738 0,9847 0,9618 0,9709 

0,9758 0,9848 0,9631 0,9721 

0,9769 0,9856 0,9654 0,9745 
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Rysunek 5. Por6wnanie Specyjicznosci klasyfikator6w regresyjnych 

Tabela 6. Por6wnanie indeksu Fl klasyfikator6w regresyjnych 

REG-4 REG-T4 REG-14 REG-T14 LOG-REG4 LOG-REG14 

0,6684 0,5963 0,7868 0,7626 0,7159 0,7319 

0,6732 0,5963 0,8128 0,7806 0,7179 0,7521 

0,6674 0,5857 0,8154 0,7880 0,7148 0,7558 

0,6732 0,5962 0,8196 0,7920 0,7154 0,7581 

0,6696 0,5919 0,8183 0,7934 0,7151 0,7491 
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Rysunek 6. Por6wnanie indeksu Fl klasyfikator6w regresyjnych 

Powyzszy wniosek potwierdza analiza ,,rang" poszczeg6lnych klasyfikator6w uzyskanych 
w procesie ich por6wnania na przyjytym zbiorze wskainik6w jakosci. Przyjmujemy, ze jeden 
klasyfikator ma nizszq (lepszq!) rangy od drugiego, gdy odpowiadajqcy mu wykres znajduje 
siy wyzej na Rysunkach 2 - 6. Podsumowanie takiego por6wnania przedstawiono w Tabeli 7, 

Tabela 7. Por6wnanie jakosci klasyfikator6w 

Wskaznik jakosci REG-4 REG-T4 REG-14 REG-T14 LOG-REG4 LOG-REG14 

Doklodnosc 5 6 1 2 4 3 
Czu/osc 5 6 1 2 3 4 

Precyzja 4 2 5 3 6 1 

Specyficznosc 3 1 5 4 6 2 

Fl 5 6 1 2 4 3 

Usrednione wartosci rang klasyfikator6w regresyjnych wykorzystujqcych, jako funkcjy 
wiqzqcq, kwadratowq funkcjy odpowiedzi (REG-14 REG-Tl4 oraz LOG-REG14) sq 
jednakowe i wynoszq 2,6. W przypadku dodatkowego premiowania ,,pierwszych miejsc" 
najlepszym staje siy klasyfikator REG-14, Klasyfikator ten wypada tez najlepiej w przypadku 
dokonania bezposrednich por6wnan tych trzech klasyfikator6w. Z kolei, w przypadku 
klasyfikator6w z liniowq funkcjq wil!ZqCq (REG-4, REG-T4 oraz LOG-REG4) srednie rangi 
Sq bardzo podobne z niewielkq przewagq klasyfikatora REG-T4, Jednakze w przypadku gdy 
por6wnamy wylqcznie te trzy klasyfikatory najlepszym wydaje siy bye klasyfikator LOG­
REG4, bazuj<)cy na prostej regresji logistycznej. Pierwszym wnioskiem z tego por6wnania 

jest to, ze klasyfikatory regresyjne wykorzystujqce bardziej zlozonq funkcjy wi<)Z<)Cq sq 
bardziej efektywne od klasyfikator6w wykorzystujqcych prostq funkcjy liniow<). Mozna tez 
wyciqgnqe wniosek, ze jakose klasyfikator6w bazujqcych na danych binarnych nie odbiega od 
jakosci klasyfikator6w budowanych na podstawie obserwacji zmiennych posrednich o 
wartosciach rzeczywistych, co nie wydawalo siy bye rzeczq oczywistq. Z analizy 
przedstawionych powyzej rysunk6w wynika tez, ze dla przyjytego zakresu Iicznosci zbior6w 



,. 

uczqcych jakose klasyfikator6w niewiele siy zmienia. Jedynie w przypadku klasyfikator6w 
bazujqcych na regresji kwadratowej powierzchni odpowiedzi jakose ta rosnie wraz ze 
wzrostem licznosci zbioru uczqcego, co nie jest dziwne, bior<1c pod uwagy fakt, :i:e 
estymowany model ma a:i: 15 parametr6w. 

Opisany powyzej eksperyment symulacyjny dotyczyl przypadku gdy model 
matematyczny opisujqcy <lane ucz<1ce (treningowe), na podstawie kt6rych budowany jest 

klasyfikator i model matematyczny danych, kt6re poddawane S<! procesowi klasyfikacji za 
pomoc<1 tego klasyfikatora, S<! takie same. Jest to podstawowe zalozenie stosowane w uczeniu 
maszynowym. Je:i:eli jednak myslimy o praktycznym zastosowaniu danego konkretnego 

klasyfikatora, to musimy okreslie jego odpornose na zmiany modelu opisujqcego <lane. 
Nale:i:y podkreslie, :i:e problem ten w zasadniczy spos6b r6:i:ni siy od tego czym jest 
zainteresowane srodowisko naukowe zajmujqce siy problemami klasyfikacji i, szerzej, 
uczenia maszynowego. Celem prowadzonych badan z tej dziedziny jest znalezienie takiej 

metody konstrukcji klasyfikatora, by mo:i:na j<1 bylo z powodzeniem zastosowae dla r6:i:nych 
zbior6w danych. Tymczasem dla osoby stosujqcej metody klasyfikacji w swej pracy wa:i:ne 

jest by konkretny klasyfikator, czysto wyznaczony z du:i:ym nakladem sil i srodk6w, spelnial 
swoje zadanie w ulegajqcym zmianie srodowisku. 

W pracach Hryniewicza (4] i (5] rozpatrywany byl problem klasyfikacji produkowanych 
wyrob6w na potencjalnie zawodne i potencjalnie niezawodne. W przypadku stabilnych 

proces6w produkcyjnych raz skonstruowany klasyfikator mo:i:e bye efektywnie 
wykorzystywany przez dluzszy czas. Sytuacja ulegnie jednak zmianie, gdy wystqpiq 
zakl6cenia kontrolowanego procesu. Z przyklad6w omawianych w tych pracach wynika, :i:e 

nawet niewielkie zmiany parametr6w procesu, kt6re nie majq praktycznie :i:adnego wplywu na 
jego jakose, mog<1 w radykalny spos6b pogorszye jakose klasyfikacji, co z kolei moze 
prowadzie do powstawania falszywych alarm6w. Sytuacja moze bye jednak jeszcze gorsza. 

W pewnych przypadkach zmiany parametr6w procesu prowadz<1ce do pogorszenia siy jego 
jakosci mog<1 skutkowae takimi zmianami jakosci klasyfikacji, :i:e kontrolowany proces mo:i:e 
- calkowicie blydnie - wykazywae symptomy poprawy a nie pogorszenia, jak jest w 

rzeczywistosci. Przeanalizowanie wplywu takich niestabilnosci na jakose omawianych w 

niniejszej pracy klasyfikator6w bylo celem nastypnego eksperymentu symulacyjnego. 
W pracach (4] i (5] pokazano, :i:e dla przyjytego modelu generacji danych zmiany 

rozklad6w prawdopodobier\.stwa zmiennych objasniaj<1cych X1, ... ,X4 mog<1 miee bardzo r6:i:ne 

konsekwencje. Okazuje siy, :i:e zwiykszenie wartosci oczekiwanych zmiennych 

objasniaj<1cych X1 oraz X2 prowadzi do zwiykszenia siy frakcji jednostek zaklasyfikowanych 
do klasy ,,l ". Z kolei, do wyst<1pienia tego samego efektu prowadzi zmniejszenie siy wartosci 
oczekiwanych zmiennych objasniaj<1cych X3 oraz X4. Dodatkowo okazalo siy, :i:e z 
praktycznego punktu widzenia zmiany frakcji jednostek zaklasyfikowanych do klasy ,,1", 

kt6re byly wynikiem wzrostu wartosci oczekiwanych zmiennych objasniajqcychX1 orazX2 sq 

pomijalne. Natomiast analogiczne zmiany bydqce efektem zmniejszenia sic, wartosci 
oczekiwanych zmiennych objasniajqcych X3 oraz X4 majq istotne znaczenie. W takim 
przypadku ka:i:da zmiana jakosci klasyfikatora zwi<1zana ze wzrostem wartosci oczekiwanych 
zmiennych objasniajqcych X 1 oraz X 2 bydzie prowadzie do zwiykszenia czc,stosci falszywych 
sygnal6w wskazuj<1cych na zmianc, parametr6w kontrolowanego procesu. W przypadku zmian 
zmiennych X3 oraz X4 sytuacja jest bardziej skomplikowana, gdyz zmiana jakosci 



klasyfikatora moze skutkowac np. szybszym wykryciem rozregulowania sit; kontrolowanego 
procesu. Dokladna ocena skutk6w takiej zmiany jakosci klasyfikatora wymaga w takich 
przypadkach przeprowadzenia zlozonych analiz techniczno-ekonomicznych. Z powyzszych 
rozwazait wynikajednak, ze poziidanii wlasnosciii klasyfikatorajest w kazdym z omawianych 
tu przypadk6w odpowiednia odpornosc na zmiany parametr6w procesu. 

W om6wionym ponizej eksperymencie symulacyjnym przyji;to, ze zmiana paran1etr6w 
procesu polega na zwii;kszeniu sit; wartosci oczekiwanych zmiennych objasniajiicych X 1 oraz 
X2 o wartosc r6wnii 0,5 ich odchylenia standardowego oraz analogicznym zmniejszeniu sit; 
wartosci oczekiwanych zmiennych objasniajiicych X; oraz X4. Na wykresach 
przedstawiajiicych wyniki symulacji zm1eruone wartosci parametr6w zmiennych 
objasniajiicych oznaczono, odpowiednio, przez ShXlp, ShX2p, ShX3m, ShX4m, zas 
przypadek procesu stabilnego oznaczono przez ShO. Przyji;to tez dodatkowe zalozenie, ze 
zmianie ulega wartosc oczekiwana tylko jednej ze zmiennych objasniajiicych. Wyniki 
eksperymentu przedstawiono w Tabelach 8 - 12 oraz na Rysunkach 7 - 11. 

Tabela 8. Por6wnanie Dokladnosci klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych 
parametr6w modelu 

Sh0 ShXlp ShX2p ShX3m ShX4m 

REG-4 : 0,8641 0,8562 0,8704 0,8659 0,8641 

REG-T4: 0,8477 0,8534 0,8651 0,8468 0,8499 

REG-14 : 0,9009 0,8241 0,8962 0,8935 0,9003 

REG-T14: 0,8946 0,8125 0,8822 0,8854 0,8871 

LOG-REG4: 0,8693 0,8619 0,8464 0,8725 0,8704 

LOG-REG14: 0,8881 0,8340 0,8868 0,8962 0,8866 

Accuracy 
0,9200 

0,9000 
~REG-4: 

0,8800 --!;ll • REG-T4: 

0,8600 -.it- REG-14 : 

--1<- REG-T14: 
0,8400 

_. • LOG-REG4: 

0,8200 
X LOG-REG 14: 

0,8000 

Sh0 ShXlp ShX2p ShX3m ShX4m 

Rysunek 7. Por6wnanie Dokladnosci klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych 
parametr6w modelu 



Tabela 9. Por6wnanie Czulo§ci klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych parametr6w 
modelu 

Sh0 ShXlp ShX2p ShX3m ShX4m 

REG-4 : 0,5571 0,6035 0,6943 0,5520 0,5598 

REG-T4: 0,4561 0,6482 0,5732 0,4444 0,4654 

REG-14 : 0,7553 0,7656 0,7681 0,8155 0,7532 

REG-T14: 0,7222 0,7135 0,6620 0,7820 0,6895 

LOG-REG4: 0,6618 0,6405 0,7974 0,6651 0,6607 

LOG-REG 14: 0,6335 0,6638 0,6426 0,7153 0,6258 

Sensitivity 
0,9000 

0,8000 
_.,_REG-4: 

0,7000 -11 • REG-T4: 

0,6000 -Jr- REG-14: 

- ~- REG-T14: 
0,5000 

~ • LOG-REG4: 

0,4000 LOG-REG14: 

0,3000 

Sh0 ShXlp ShX2p ShX3m ShX4m 

Rysunek 8. Por6wnanie Czulosci klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych parametr6w 
modelu 

Tabela 10. Por6wnanie Precyzji klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych parametr6w 

modelu 

Sh0 ShXlp ShX2p ShX3m ShX4m 

REG-4 : 0,8621 0,8169 0,7765 0,8786 0,8569 

REG-T4: 0,8903 0,7693 0,8441 0,8990 0,8895 

REG-14: 0,8415 0,6583 0,8152 0,7815 0,8395 

REG-T14: 0,8411 0,6515 0,8393 0,7723 0,8370 

LOG-REG4: 0,7935 0,8023 0,6691 0,8010 0,7957 

LOG-REG 14: 0,8965 0,7097 0,8789 0,8574 0,8959 



Precision 
0,9500 

0,9000 rl--= -

/ ~ _...,..REG-4: 
0,8500 

\ \K</1~): 
-6 • REG-T4: 

0,8000 
-Ir- REG-14: 

0,7500 \ ,•~ 1 -..:- REG-T14: 

0,7000 ,, \ " - • LOG-REG4: r . 
0,6500 LOG-REG 14: 

0,6000 

Sh0 ShXlp ShX2p ShX3m ShX4m 

Rysunek 9. Por6wnanie Precyzji klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych parametr6w 

modelu 

Tabela 11. Por6wnanie Specyjicznosci klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych 

parametr6w modelu 

Sh0 ShXlp ShX2p ShX3m ShX4m 

REG-4 : 0,9678 0,9415 0,9297 0,9720 0,9668 

REG-T4: 0,9799 0,9227 0,9634 0,9828 0,9797 

REG-14: 0,9500 0,8439 0,9393 0,9199 0,9500 

REG-T14: 0,9528 0,8460 0,9564 0,9204 0,9539 

LOG-REG4: 0,9392 0,9366 0,8629 0,9425 0,9412 

LOG-REG14: 0,9741 0,8914 0,9690 0,9574 0,9747 

Specificity 
1,0000 

0,9800 

0,9600 
_...,..REG-4: 

0,9400 

0,9200 
-fDi • REG-T4: 

0,9000 -.Ir- REG-14: 

0,8800 -..:- REG-T14: 

0,8600 
~ • LOG-REG4: 

0,8400 

0,8200 
LOG-REG 14: 

0,8000 -

Sh0 ShXlp ShX2p ShX3m ShX4m 

Rysunek 10. Por6wnanie Specyjicznosci k1asyfikator6w regresyjnych dla zmiennych 

parametr6w modelu 



Tabela 12. Por6wnanie indeksu Fl klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych 

parametr6w modelu 

Sh0 ShXlp ShX2p ShX3m ShX4m 

REG-4 : 0,6704 0,6700 0,7286 0,6694 0,6724 

REG-T4: 0,5983 0,6889 0,6796 0,5904 0,6077 

REG-14: 0,7918 0,6907 0,7874 0,7942 0,7907 

REG-T14: 0,7738 0,6602 0,7352 0,7742 0,7535 

LOG-REG4: 0,7170 0,6953 0,7243 0,7231 0,7188 

LOG-REG 14: 0,7376 0,6660 0,7377 0,7743 0,7335 

Fl 
0,8500 

0,8000 

_..,..REG-4: 
0,7500 

-Q • REG-T4: 
0,7000 

-,;,- REG-14: 

0,6500 -'1<- REG-T14: 

0,6000 -!IE • LOG-REG4: 

0,5500 LOG-REG14: 

0,5000 

5h0 ShXlp ShX2p ShX3m ShX4m 

Rysunek 11. Por6wnanie indeksu F 1 klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych 

parametr6w modelu 

Z analizy powy:i:szych wykres6w wynika, :i:e klasyfikatory wykorzystuji'!ce prosty model 

regresji binarnej , a tak:i:e prostej regresji logistycznej, zachowuji'! sii; bardziej stabilnie. W 

przypadku klasyfikator6w wykorzystuji'!cych model regresji kwadratowej powierzchni 

odpowiedzi zmiana wartosci oczekiwanej zmiennych objasniaji'!cych X1 oraz X1 prowadzi do 

radykalnej zrniany jakosci klasyfikacji, przy czym tylko w przypadku zmiany Czulosci jest to 

zmiana na lepsze. Z por6wnan wynika r6wnie:i: to, :i:e klasyfikatory wykorzystuji'!ce zmienne 

binarne Si'! bardziej odpome na zmiany parametr6w modelu ni:i: klasyfikatory wykorzystuji'!ce 

wartosci ci!!glej zmiennej posredniej T. 
W om6wionym powy:i:ej eksperymencie przyji;to, :i:e licznosc zbioru uczi'!cego wynosi 

I 00 element6w. Interesuji'!cym mo:i:e bye pytanie czy i jak zmienii'! sii; jakosciowe 
charakterystyki klasyfikatora w przypadku zastosowania wii,kszych zbior6w UCZi'!Cych. W 

Tabeli 13 oraz na Rysunku 12 przedstawiono por6wnanie Dokladnosci klasyfikator6w Reg-4 

oraz Reg-14 dla przypadku zbior6w uczi'!cych o licznosci, odpowiednio, 100 i 500 

element6w. 



Tabela 13. Por6wnanie Dokladnosci liniowych klasyfikator6w regresyjnych dla 
zmiennych parametr6w modelu dla r6znych licznosci zbior6w uczqcych 

Sh0 ShXlp ShX2p ShX3m ShX4m 
REG-4-100 0,8655 0,8622 0,8713 0,8690 0,8628 
REG-4-500 0,867 0,8672 0,8771 0,8665 0,8646 
REG-14-100 0,9035 0,8310 0,9014 0,8217 0,8950 
REG-14-500 0,9157 0,8975 0,9163 0,8604 0,9093 

Accuracy 100 vs 500 

" .. ~-- 4 ' , 

0,9400 

0,9200 

0,9000 

0,8800 

0,8600 

0,8400 

0,8200 

0,8000 

0,7800 

0,7600 

~.. ,.. ... J\ ± 
.. ! -~ - ' 

_. ~ ~ '" -.:,,~ . -
\ I \ I 

.t{ \.I 

-+- REG-4-100 : 

~ ., • REG-4-500 : 

-t;,.- REG-14-100 

-~- REG-14-500 

Sh0 ShXlp ShX2p ShX3m ShX4m 

Rysunek 12. Por6wnanie Dokladnosci liniowych klasyfikator6w regresyjnych dla 
zmiennych parametr6w modelu dla r6znych licznosci zbior6w uczqcych 

Z Rysunku 12 wynika, ze por6wnywane licznosci zbior6w uczqcych nie majq wplywu na 
dokladnosc prostych klasyfikator6w binarnych. Natomiast w przypadku klasyfikatora 
binarnego wykorzystujqcego regresjc, kwadratowej powierzchni odpowiedzi zwic,kszenie 
licznosci zbioru uczqcego nie tylko zwic;ksza dokladnosc klasyfikacji, ale takze zwic;ksza 
stabilnosc klasyfikatora. Podobny efekt uzyskujemy gdy por6wnamy precyzjc, klasyfikator6w 
uzyskanych dla zbior6w uczqcych o r6znych licznosciach. W tym przypadku, 
przedstawionym w Tabeli 14 i na Rysunku 13, zwic;kszenie licznosci zbioru uczqcego ze 100 
do 500 poprawilo precyzjc; klasyfikatora binarnego wykorzystujqcego regresjc; kwadratowej 
powierzchni odpowiedzi oraz zwic;kszylo jego stabilnosc. Nie zmienia to faktu, ze 
klasyfikatory wykorzystujqce prostq regresjc; binarnq sq nadal , biorqc pod uwagc; tr; mian; 
jakosci klasyfikacji, bardziej stabilne. 

Tabela 14. Por6wnanie Precyzji liniowych klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych 
parametr6w modelu dla r6znych licznosci zbior6w uczqcych 

Sh0 ShXlp ShX2p ShX3m ShX4m 
REG-4-100 0,8446 0,8218 0,8075 0,8968 0,8699 
REG-4-500 0,8827 0,8738 0,8314 0,9144 0,8873 
REG-14-100 0,8439 0,6613 0,8274 0,6162 0,8380 
REG-14-500 0,8772 0,8044 0,8694 0,6683 0,8714 



Precision 100 vs 500 
0,95 ~------------
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Rysunek 13. Por6wnanie Precyzji liniowych klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych 
parametr6w modelu dla r6znych licznosci zbior6w ucz!jcych 

Podobne efekty zauwazamy analizuj!jc wplyw licznosci zbioru ucz<1cego na wlasnosci 
klasyfikator6w wykorzystuj!jcych regresjc; logistyczn!j. Nalezy r6wniez zauwazyc, ze dla 
niekt6rych charakterystyk jakosci klasyfikator6w, np. Czulosci, wplyw licznosci zbioru 
ucz<Jcego jest rnniej widoczny niz to ma miejsce w przykladach pokazanych na Rysunkach 12 
- 13. 

Trzeci z przeprowadzonych eksperyment6w symulacyjnych mial odpowiedziec na 
pytanie jak zmienia sic; efektywnosc klasyfikacji gdy parametry modelu generuj!jcego 
klasyfikowane obiekty ulegaj!j losowym zmianom. W tym eksperymencie dopuszczalismy 

przypadek, ze zmianie mog!j jednoczesnie ulec wartosci oczekiwane wszystkich zmiennych 
objasniaj!jcych. Przedstawione w Tabelach 15 - 16 oraz na Rysunkach 14 - 15 wyniki 
dotycz<1 przypadku gdy wartosci oczekiwane zmiennych objasniaj!jcych r6zni<1 sic; o 
maksimum a% od wartosci oczekiwanych przyjc;tych w procesie generacji danych zbioru 
ucz<1cego, przy czym zmiany te mog!j miec charakter zar6wno wzrostu i zmniejszenia 
wartosci parametru. Na Rysunku 14 por6wnano wartosci Dokladnosci rozpatrywanych 
klasyfikator6w, a na Rysunku 15 analizowano wskaznik Fl. 

Tabela 15. Por6wnanie Dokladnosci klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych 
parametr6w modelu dla r6znych poziom6w zmiennosci 

0% max.5% max.10% max.20% max.30% 

REG-4: 0,864 0,868 0,865 0,861 0,851 

REG-T4: 0,848 0,849 0,846 0,84 0,811 

REG-14: 0,902 0,9 0,889 0,873 0,822 

REG-T14: 0,896 0,891 0,88 0,856 0,812 

LOG-REG4: 0,868 0,869 0,867 0,861 0,848 

LOG-REG 14: 0,889 0,888 0,879 0,868 0,823 



Accuracy 
0,92 ~-------------
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Rysunek 14. Por6wnanie Dokladnosci klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych 

pararnetr6w modelu dla r6:i:nych poziom6w zmiennosci 

Tabela 16. Por6wnanie Czulosci klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych parametr6w 
modelu dla r6:i:nych poziom6w zmiennosci 

0% max.5% max.10% 

REG-4 : 0,5659 0,5778 0,5549 

REG-T4: 0,4606 0,4625 0,4568 

REG-14 : 0,7577 0,7647 0,7500 

REG-T14: 0,7236 0,7115 0,6928 

LOG-REG4: 0,6679 0,6796 0,6561 

LOG-REG 14: 0,6307 0,6381 0,6333 
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Rysunek 15. Por6wnanie Czulosci klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych 
pararnetr6w modelu dla r6:i:nych poziom6w zmiennosci 



Tabela 17. Por6wnanie Precyzji klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych parametr6w 
modelu dla r6znych poziom6w zmiennosci 

0% max.5% max.10% 

REG-4 : 0,8614 0,8564 0,8722 

REG-T4 : 0,8974 0,8889 0,8911 

REG-14: 0,8448 0,8326 0,8208 

REG-T14: 0,8458 0,8363 0,8194 

LOG-REG4: 0,7940 0,7901 0,8076 

LOG-REG 14: 0,9016 0,8912 0,8737 

Precision 
0,9500 ~------------

0,9000 

o,s5oo +-~=~'.'."::::..:_:.:==::t:::::~L 
0,8000 -l-"'Ji:-;;;;:-;-w __ __,...,.,,~~ ..... ---

0, 7500 +------------

0,7000 -t----------~--

0,6500 +--~--~-~-~--~ 

max.20% max.30% 

0,8673 0,8589 

0,8938 0,8719 

0,7754 0,7083 

0,7700 0,7069 

0,7982 0,7931 

0,8441 0,7677 

~REG-4: 

-ill • REG-T4: 

-~ REG-14 : 

-~- REG-Tl4: 

__. • LOG-REG4: 

· ·• LOG-REG 14: 

Rysunek 16. Por6wnanie Precyzji klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych 
parametr6w modelu dla r6znych poziom6w zmiennosci 

Tabela 18. Por6wnanie Specyficznosci klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych 
parametr6w modelu dla r6znych poziom6w zmiennosci 

0% max.5% max.10% max.20% max.30% 

REG-4 : 0,9691 0,9671 0,9728 0,9719 0,9722 

REG-T4 : 0,9824 0,9814 0,9826 0,9831 0,9839 

REG-14: 0,9538 0,9483 0,9451 0,9274 0,9086 

REG-T14: 0,9566 0,9529 0,9489 0,9325 0,9225 

LOG-REG4: 0,9423 0,9396 0,9489 0,9437 0,9430 

LOG-REG14: 0,9767 0,9735 0,9698 0,9603 0,9436 



Specificity 
0,9900 ~-----------
0,9800 +--==--"'!!ii'-----'=== -="----------""'----
0,9700 ,-............... 
0,9600 +-~------
0,9500 +-~ ~ 

0,9400 
0,9300 +----- ---~,, . ...,,._ __ 
0,9200 +-----------~ 
0,9100 +----- ------"',--
0,9000 +------------
0,8900 +--~--~-~-~-~ 

-+-REG-4: 

-ili • REG-T4 : 

-1,- REG-14: 

-~- REG-T14: 

- • LOG-REG4: 

LOG-REG 14: 

Rysunek 17. Por6wnanie Specyficznosci klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych 
parametr6w modelu dla r6znych poziom6w zmiennosci 

Tabela 19. Por6wnanie wskainika Fl klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych 
parametr6w modelu dla r6znych poziom6w zmiennosci 

Fl 0% max.5% max.10% max.20% max.30% 

REG-4 : 0,6776 0,6883 0,6768 0,6789 0,6542 

REG-T4 : 0,6033 0,6094 0,6034 0,6114 0,5356 

REG-14: 0,7966 0,7950 0,7708 0,7402 0,6477 

REG-T14: 0,7794 0,7647 0,7407 0,6954 0,5881 

LOG-REG4: 0,7196 0,7200 0,7139 0,7051 0,6728 

LOG-REG 14: 0,7407 0,7432 0,7260 0,7027 0,6055 

Fl 
0,8500 ~----- --------

0,8000 -i--.~.--..-=-------- -­
-+-REG-4 : 

0,7500 +-- -~ ~~ ....... ~----

-ra • REG-T4 : 

o, 7000 r--;.::::::~~:::::;~::::~-:: -~- --- Ir- REG-14: 
0,6500 +-- - - -------~="'It-

-~- REG-T14: 
0,6000 +--l,Jl"""--"""""--""",._,G"'-"'=.:.,,.,- -' 

~ • LOG-REG4: 
0,5500 -i--------------.--

LOG-REG14: 
0,5000 +---~-~- -~-- ~-~ 

0% max.5% max.10%max.20%max.30% 

Rysunek 18. Por6wnanie wskainika Fl klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych 
parametr6w modelu dla r6znych poziom6w zmiennosci 



Analiza wynik6w eksperymentu wskazuje na zdecydowanie wii,kszq stabilnosc 
klasyfikator6w opartych na prostej regresji binarnej oraz prostej regresji logistycznej. W 
przypadku duzej zmiennosci parametr6w (max. 30%) klasyfikator wykorzystujqcy prostq 
regresji, binarnq czterech zmiennych odznacza sii, r6wniez najwii,kszq efektywnosciq. 

Jednakze w przypadku malych zmian wartosci parametr6w modelu najlepszymi pozostajq 
klasyfikatory wykorzystujqce kwadratowq funkcji, wiqzqcq, zar6wno w przypadku regresji 
liniowej jak i regresji logistycznej. 

4. Podsumowanie 
W pracy por6wnano jakosc klasyfikator6w zbudowanych na modelach regresyjnych 

opartych na prostej regresji liniowej oraz na regresji kwadratowej powierzchni odpowiedzi. 

Analizowano r6wniez jakosc klasyfikator6w opartych na regresji Jogistycznej z liniowq oraz 
kwadratowq funkcjq wiqzqcq. Por6wnania dokonano metodami symulacyjnymi dla przypadku 
gdy zmienne objasniane sq silnie zalezne i sq opisane rozkladami istotnie r6zniqcymi sii, od 

rozkladu normalnego. Dodatkowo zalo:i:ono silnie nieliniowq, a nawet nier6zniczkowalnq, 
zaleznosc pomii,dzy zmiennymi modelu. Z przeprowadzonych badan wynika, ze klasyfikatory 
wykorzystujqce modele regresji binarnej sq dokladniejsze od modeli wykorzystujqcych 
wyniki obserwacji zmiennych o wartosciach rzeczywistych. Wykazujq sii, one dodatkowo 

wii,kszq odpornosciq na zmiany parametr6w modelu generacji danych. W warunkach w miari, 

stabilnych najlepszq jakosciq odznaczal sii, klasyfikator zbudowany na binarnej regresji 

kwadratowej powierzchni odpowiedzi. Jednak:i:e w przypadku duzych zaburzen modelu 

najlepszym okazal sii, klasyfikator wykorzystujqcy prostq regresji, binarnq. 
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ROBUSTNES OF REGRESSION-BASED BINARY CLASSIFIERS AGAINST 

DEPARTURES FROM BASIC ASSUMPTIONS 

Summary 

The applicability of simple binary classifiers based on linear regression and 
quadratic response surface regression was discussed when the dependence 
between input and output variables is complex and nonlinear, and the model is 
different from the normal one. Cases when training sets (used for the construction 
of a classifier) and test sets (or data used in real applications) are generated by 
different mechanisms have been also considered. The results of simulation 
experiments suggest that binary classifiers based on the quadratic response 
surface regression are better than classifiers based on the simple linear regression 
when both training and test sets are generated by the same mechanism. However, 
classifiers based on the linear regression are more robust against a change of the 
mechanism that generates the data in real applications. 

Key words: binary classifiers, linear regression, quadratic response surface regression, 
copulas 
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