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Streszczenie

W pracy przedstawiono analize przydatnosci klasyfikatoréw binarnych,
wykorzystujqcych réwnania prostej regresji liniowej oraz regresji kwadratowej
powierzchni odpowiedzi wykorzystywanych do realizacji zadah klasyfikacji, a
takze regresji logistycznej, w przypadku zlozownych i nieliniowych zwigzkéw
pomiedzy binarng zmienng klasyfikujqcqg i zmiennymi objasniajgcymi opisanymi
rozktadami réznymi od rozktadu normalnego. W analizie uwzgledniono réwniez
przypadki, gdy zbiory uczgce, na podstawie ktorych konstruowano klasyfikatory,
istotnie rézniq sig od zbioréw testujgcych (lub danych spotykanych w
zastosowaniach). Przeprowadzony eksperyment symulacyjny sugeruje, ze w
przypadku tego samego modelu opisujqcego zbiory uczqce i zbiory testujgce.
zastosowanie klasyfikatora opartego na kwadratowej powierzchni odpowiedzi
daje lepsze rezultaty niz w przypadku zastosowania prostej regresji liniowej. Z
kolei, klasyfikatory oparte na prostej binarnej regresji liniowej sq bardziej
odporne na zmiang modelu danych testujgcych.

Slowa kluczowe: klasyfikatory binarne, regresja liniowa, regresja kwadratowej
powierzchni odpowiedzi, regresja logistyczna, kopuly

1. Wprowadzenie

Zadania klasyfikacji sa podstawowym przedmiotem badan w zakresie eksploracji danych
(data mining). Mozna je przedstawi¢ jako metody analizy wielowymiarowych cech
statystycznych, z ktérych przynajmniej jedna jest cecha dyskretng. Zadanie klasyfikacji
polega w tym przypadku na przewidzeniu wartosci tej wyr6znionej cechy dyskretnej
(zmiennej klasyfikujacej) na podstawie znajomosci wartosci pozostatych cech statystycznych.
Jezeli interesujgca nas dyskretna cecha statystyczna przyjmuje tylko dwie wartosci, to w
takim przypadku méwimy o klasyfikacji binarnej. W ogdlnym przypadku wartosciami takiej
cechy moga by¢ dowolne etykiety. Jednakze w zadaniach, ktére bgdziemy rozpatrywaé w
niniejszej pracy bedziemy przyjmowac, ze interesujaca nas cecha bedzie przyjmowaé dwie
mozliwe wartosci liczbowe, zazwyczaj zero lub jeden. Funkcje warto$ci zmiennych



opisujacych klasyfikowane obiekty, ktére przypisuja zmiennej klasyfikujacej konkretne
warto$ci nazywamy klasyfikatorami. W szczeg6lnym przypadku, gdy mozliwe sg tylko dwie
wartosci zmiennej klasyfikujacej, mozemy mowic o klasyfikatorach binarnych.

Zadania klasyfikacji po raz pierwszy zostaly sformulowane w obszarze statystyki w
latach trzydziestych ubieglego stulecia. Pionierem badan w tym zakresie byt stynny statystyk
angielski Ronald Fisher, ktéry wprowadzil pojecie analizy dyskryminacyjnej (discriminant
analysis). Zadaniem analizy dyskryminacyjnej jest podzial elementéw pewnego zbioru na
dwie grupy (odpowiadajace dwu warto$ciom rozpatrywanej binarnej zmiennej decyzyjnej),
przy czym podzial ten jest dokonywany na postawie analizy warto$ci pozostatych cech
statystycznych opisujacych rozpatrywane obiekty. Najczgsciej stosowanym w praktyce
modelem analizy dyskryminacyjnej jest wprowadzona przez Fishera liniowa analiza
dyskryminacyjna, w przypadku ktorej o podjetej decyzji klasyfikacyjnej decyduje wartosé
odpowiednio zdefiniowanej kombinacji liniowej obserwowanych wartosci pozostalych cech
statystycznych opisujacych rozpatrywane obiekty. Warto zauwazy¢, ze znane sg takze metody
nieliniowej (np. kwadratowej) analizy dyskryminacyjne;j.

Jak tatwo zauwazy¢ opisany powyzej przyktad zadania klasyfikacji jest $cisle zwigzany ze
znanym w statystyce od ponad stu lat zagadnieniem wyznaczania zaleznosci regresyjnej. W
ujeciu analizy regresyjnej stanowigca podstawe przyjetej klasyfikacji zmienna binarna
(zmienna klasyfikujaca) jest zmienna objasniana, a pozostate cechy opisujace klasyfikowane
obiekty sg zmiennymi objasniajacymi. W takim przypadku wyznaczona na podstawie analizy
danych statystycznych funkcja regresji (najczesciej liniowa) stuzy przewidywaniu wartosci
zmiennej klasyfikujace;j.

Historycznie rzecz ujmujgc funkcje regresji zostaly wprowadzone w celu wyznaczenia
zaleznosci warto$ci oczekiwanej zmiennej objasnianej od wartosci zmiennych objasniajacych.
Jak latwo zauwazy¢, warto$é oczekiwana zmiennej dyskretnej zazwyczaj nie jest liczba
catkowitg. W zwigzku z tym dla celow klasyfikacji nalezy wprowadzi¢ dodatkowy warunek
pozwalajgcy ustali¢ warto$¢ dyskretnej zmiennej klasyfikujgcej na podstawie wyznaczonej
oceny jej wartosci oczekiwanej. W przypadku zero-jedynkowej klasyfikacji binarnej
zazwyczaj przyjmuje sie, ze wyznaczona ocena wartosci oczekiwanej zmiennej klasyfikujacej
mniejsza od 0,5 skutkuje przyjeciem zerowej wartosci zmiennej klasyfikacyjnej, W
pozostalym za$ przypadku przyjmujemy, ze zmienna klasyfikacyjna ma warto$¢ jeden.
Nalezy jednak pamietaé, ze mozliwe jest przyjecie innych rozwiazan, np. gdy koszty
blednych klasyfikacji nie sg symetryczne (patrz np. [1]).

W ogbélnym przypadku w regresyjnych problemach klasyfikacyjnych mozna
wykorzystywaé dowolne funkcje regresji, zarowno liniowe jak i nieliniowe. Na przyklad,
omawiana w niniejszej pracy regresja logistyczna nie jest sensu stricto regresja liniows, ale
jest przykladem tak zwanego uogélnionego modelu liniowego. W niniejszej pracy
ograniczymy si¢ do analizy wylacznie modeli regresji liniowej, w jej wersji podstawowej oraz
w postaci tzw. kwadratowej regresji powierzchni odpowiedzi, a takze regresji logistycznej, w
przypadku ktérej funkcja logitowa (funkcja wigzgca) ma posta¢ funkcji liniowej lub postaé
kwadratowej funkcji odpowiedzi. Wybdr wiasnie takich modeli predykcyjnych warunkowany
jest ich popularnoscia, a takze — w przypadku modeli wykorzystujacych regresje liniowg -
powszechng dostgpnoscia, np. w postaci narzedzi analizy danych dostgpnych w arkuszach

kalkulacyjnych.



Zagadnienie klasyfikacji w swym ogélnym sformulowaniu znacznie wykracza poza
obszar zwigzany z analiza regresji oraz analiza dyskryminacyjng. Na przykiad, wsrod
zmiennych objasniajacych moga wystgpowaé zmienne jako$ciowe, w przypadku ktérych
przypisywanie im wartosci liczbowych moze budzi¢ uzasadnione kontrowersje.
Zagadnieniem budowy klasyfikatorow mogacych znalezé zastosowanie w takich bardzo
skomplikowanych przypadkach zajmuje si¢ dzial uczenia maszynowego, zwany uczeniem
maszynowym pod nadzorem (supervised machine learning). W przypadku uczenia
maszynowego nie zaktadamy zadnego modelu matematycznego opisujacego zwigzek
zmiennej klasyfikujacej ze zmiennymi objasniajagcymi (zwanymi w terminologii uczenia
maszynowego atrybutami). Na podstawie pelnych informacji, obejmujacych zaréwno
wartosci zmienne] klasyfikacyjnej jak i warto$ci zmiennych objasniajacych, dotyczacych
pewnego zbioru obiektéw, zwanego zbiorem uczacym (treningowym), budowany jest
odpowiedni klasyfikator. Mozna zauwazy¢, ze wspomniane wczesniej klasyfikatory bazujace
na funkcji regresji lub metodach dyskryminacyjnych sa szczegélnymi przypadkami
klasyfikatoréw zbudowanych w warunkach uczenia maszynowego pod nadzorem. Oprécz
nich duzg popularnoscig cieszg si¢ inne rodzaje klasyfikatoréw, takie jak np. drzewa
decyzyjne, sieci bayesowskie lub klasyfikatory jadrowe, a takze klasyfikatory wykorzystujace
sztuczne sieci neuronowe. Wykorzystanie tego typu klasyfikatorow zwigzane jest z
konieczno$cig posiadania specjalistycznego oprogramowania. Z tego tez powodu pominiemy
je w przeprowadzonej w niniejszej pracy analizie, pomimo tego, ze w wielu z rozpatrywanych
w niniejszej pracy przypadkéw sa one bardziej efektywne od klasyfikatorow typu
regresyjnego.

Analizie regresji po$wiecono tysigce ksigzek i artykuldw. Liczaca sobie blisko 50 lat i
przetlumaczona na jgzyk polski fundamentalna monografia Drapera i Smitha [2] liczy blisko
500 stron, a jej ostatnie wydanie (w 1998 r.) w jezyku angielskim ma juz ponad 700 stron.
Mozna wigc powiedzieé, ze jesli chodzi o jej podstawowe zastosowania, a takie sg
przedmiotem niniejszej pracy, wiemy praktycznie wszystko. Pozostajg jednak pewne
szczegOly, ktore w konkretnych zastosowaniach moga mie¢ istotne znaczenie, a rzadko sg
przedmiotem badan podstawowych. Najlepszym przykladem jest problem normalnosci
rozktadu prawdopodobienstwa zmiennej objasnianej oraz ewentualnej zaleznosci zmiennych
objasniajagcych. Zagadnienie to zostalo w wyczerpujacy sposdb przeanalizowane przez
statystykow. Inaczej jednak wyglada ta sprawa z punktu widzenia uzytkownika, ktéry do
swojej dyspozycji ma narzedzia dostgpne w popularnym programie typu arkusza
kalkulacyjnego, takim jak np. Microsoft Excel. Wyznaczane przez takie narzg¢dzie
charakterystyki statystyczne wyznaczonej przez program prostej regresji obliczane sg przy
zalozeniu normalnosci rozkladu zmiennej objasnianej i wzajemnej niezaleznos$ci zmiennych
objasniajgcych. W przypadku odstgpstwa od tego zatozenia wszelkie wnioski, dotyczace np.
statystycznej istotnosci wybranych zmiennych objasniajgcych, moga by¢ bledne.

Innym problemem jest typ zaleznosci pomiedzy zmienng objasniang a zmiennymi
objasniajgcymi. W przypadku prostej regresji liniowej zaklada sig, ze jest to zaleznos$¢
liniowa. Jezeli zalezno$¢ ta nie jest liniowa, to korzystanie z wyznaczonej przez program
prostej linii regresji (mozna ja zawsze wyznaczy¢!) moze prowadzi¢ do calkowicie blgdnych
wnioskow. Podobny, cho¢ niedajgcy opisa¢ si¢ w tak prosty sposob, jest rozpatrywany w
niniejszej pracy przypadek regresji kwadratowej powierzchni odpowiedzi.



Kolejny problem dotyczy wykorzystania modeli regresyjnych do zagadnien klasyfikacji.
Jak juz wspomniano, w przypadku zadan binarnej klasyfikacji istniejg metody znacznie lepsze
od modeli wykorzystujacych proste modele regresyjne. Istotne informacje na ten temat mozna
znalezé w ksigzce Koronackiego i Cwika [7] lub fundamentalnej monografii Hastiego i in.
[3]. Przeglad interesujacych wynikéw mozna tez znalezé w dostgpnym w Internecie raporcie
[1]. Jezeli jednak zdecydujemy sie na stosowanie tych prostych modeli (chociazby ze wzgledu
na brak dostgpu do odpowiedniego oprogramowania), to ciekawym staje si¢ problem
odpornosci przyjetej metody klasyfikacji na odstepstwa od podstawowych zalozen analizy
regresji.

Istnieje jednak znacznie powazniejszy problem praktyczny zwigzany z zagadnieniem
klasyfikacji. W praktycznie wszystkich pracach na ten temat zaklada sie, ze zbudowany na
podstawie pewnego zbioru danych treningowych klasyfikator bedzie stosowany do analizy
danych generowanych przez taki sam mechanizm (choé niekoniecznie znany) jaki miat
zastosowanie w przypadku generacji danych treningowych. W praktyce takie zatozenie moze
nie by¢ stuszne. Hryniewicz [4] pokazal, ze w przypadku zastosowania metod klasyfikacji do
biezacej kontroli jako$ci proceséw produkcyjnych zmiana parametréw kontrolowanego
procesu (np. jego rozregulowanie) moze w istotny sposdb zmieni¢ jakosé uzytej metody
klasyfikacji. Co gorsza, taka zmiana jakosci moze zachodzi¢ w kierunku trudnym do
przewidzenia. Na przyklad, obiektywne pogorszenie si¢ jakosci kontrolowanego procesu
moze, w wyniku zmiany wlasnosci stosowanego klasyfikatora, skutkowa¢ blednym
wskazaniem poprawy jakosci takiego procesu. Z podobnymi problemami mozemy spotkaé si¢
w przypadku innych zastosowan algorytmoéw klasyfikacji. Wyobrazmy sobie, na przyktad, ze
pewien algorytm klasyfikacji stosowany jest do oceny podatnosci pacjentdw na zastosowanie
pewne;j terapii. Jezeli jednak zostanie on zastosowany w przypadku pacjentéw rdznigcych si¢
od tych, ktérzy stanowili zbidr uczacy w procesie konstrukcji klasyfikatora (np. w wyniku
zastosowania wobec nich innej, dodatkowej, terapii), to klasyfikacja uzyskana z
wykorzystaniem danego klasyfikatora moze by¢ bledna. Powyzsze przyktady swiadcza, ze
rozpatrywany w niniejszej pracy problem odpornosci klasyfikatora na odstgpstwa od zalozen
moze mie¢ duze znaczenie praktyczne.

W niniejszej pracy do badania wiasnosci klasyfikatoréw binarnych wykorzystujacych
proste modele regresyjne wykorzystano model symulacyjny zaproponowany w pracach
Hryniewicza [4], [5]. W pracach tych badano wiasnosci szerszej grupy klasyfikatoréw (m.in.
klasyfikatory wykorzystujace metode liniowej dyskryminacji oraz klasyfikator C4.5 Quinlana
majacy charakter drzewa decyzyjnego), ale ograniczono si¢ do analizy niewielkiej (np. tylko
10 zbioréw uczacych) grupy przyktadéw. W niniejszej pracy ograniczymy sie wylacznie do
analizy klasyfikatorow wykorzystujacych modele regresyjne nalezace do klasy uogdlnionych
modeli liniowych, ale bedziemy rozpatrywac znacznie szersze spektrum zbior6w uczacych i
zbioréw testowych. Struktura niniejszej pracy jest nastepujgca. W jej drugim punkcie
przedstawimy matematyczny model stuzgcy do generacji danych w eksperymentach
symulacyjnych. Z kolei, w punkcie trzecim przedstawimy wyniki eksperymentéw, ktérych
celem bylo poréwnanie jakosci réznych klasyfikatoréw regresyjnych, a takze ich odpornosci
na wystegpowanie odstgpstw od przyjetego modelu matematycznego. Prace zakonczy krotkie
jej podsumowanie.



2. Generacja danych w eksperymentach symulacyjnych
2.1. Model matematyczny

W przypadku klasyfikacji binarnej matematycznym modelem opisujacym dane jest
wielowymiarowy rozklad prawdopodobienstwa wielowymiarowej zmiennej losowej
(X}, ... X Z), gdzie zmienne losowe Xj,...,X; sa zmiennymi objasniajacymi o dowolnych
rozkladach brzegowych, za$§ zmienna klasyfikacyjna Z ma rozklad zero-jedynkowy
(Bernouillego). Identyfikacja takiego rozkladu prawdopodobienstwa jest w ogdlnym
przypadku bardzo trudna, a poza nielicznymi przypadkami szczegdlnymi w praktyce
niemozliwa. Dla potrzeb symulacji danych korzystniejsze jest przyjgcie zalozenia, ze opisane
sg one wielowymiarowg zmienng losowa (X},..., X T) o ciaglych rozktadach brzegowych,
przy czym zmienna losowa 7' powigzana jest ze zmienna klasyfikacyjna Z jakim$ warunkiem,
na przyktad

(1, T<t
Z_{O , T>t/ M

gdzie t. jest pewna wartoscig krytycznga. Powyzszy model zostal zaproponowany w pracach
Hryniewicza [4],[5] dla przypadku kontroli jakosci procesu produkcyjnego, w ktérym na
podstawie obserwacji zmiennych objasniajacych Xj, ..., Xi dokonuje si¢ predykcji czasu zycia
T produkowanych obiektow, a nastgpnie klasyfikuje si¢ je na potencjalnie zawodne (gdy
T < t.)ipotencjalnie niezawodne, w przeciwnym przypadku.

Dalsze uproszczenie modelu mozna uzyskaé¢ przyjmujac zalozenie, ze kolejne pary
zmiennych objasniajacych (X, Xi41),i=1,..,,k—1 opisane sa dwuwymiarowymi
rozktadami prawdopodobienstwa zdefiniowanymi przy pomocy dwuwymiarowych koput
Ci(Fi XD, FHl(XiH)),i =1,..,k — 1, gdzie F;(xy), ..., Fx (x}) sa dystrybuantami rozktadow
brzegowych zmiennych objasniajagcych X, ... X, Sile wzajemnej zaleznosci pomigdzy
zmiennymi objasniajagcymi bedziemy okre§la¢ za pomoca wspoélczynnika asocjacji
7Kendalla, ktorego wersj¢ populacyjng dla dowolnej kopuly C(x,y) wyznacza si¢ z zaleznosci

[8]
(X,Y) = 4ff[0‘1]z C(x,y)dC(x,y) — 1. 2)

Zamiast wspotczynnika asocjacji 7Kendalla do okreslenia sity zaleznosci mozemy tez
skorzysta¢ ze wspolczynnika korelacji rangowej p Spearmana. Wyznaczanie wartosci tego
wspblezynnika jest jednak do$¢ trudne i w zwigzku z tym w rozpatrywanym w niniejszej
pracy modelu bedziemy korzystaé ze znacznie prostszego do wyznaczenia wspoiczynnika
rKendalla. Przy okazji warto zaznaczy¢, ze popularna miara zaleznodci, jakg jest
wspolczynnik korelacji liniowej » Pearsona w ogélnym przypadku nie jest dobrym
miernikiem sily zaleznodci. Jest on dobrym miernikiem zaleznosci wylgcznie w przypadku
nielicznych rozkladéw prawdopodobiefistwa, a w szczegdlnosci w  przypadku
wielowymiarowego rozkladu normalnego (gaussowskiego). W przeciwienstwie do miar
nieparametrycznych, takich jak wspélczynniki zKendalla lub p Spearmana, jego wartosé



zalezy od postaci rozktadéw brzegowych. Co wiecej, dla niektérych z popularnych rozktadow
prawdopodobienstwa wspétczynnik korelacji liniowej » Pearsona nie przyjmuje wartosci z
przedziatu [-1,1], co moze prowadzi¢ do klopotéw z interpretacja wynikéw analiz
statystycznych (patrz praca Hryniewicza i Karpinskiego [6]).

W przyjetym w niniejszej pracy modelu matematycznym zastosowano kolejne
uproszczenie utatwiajace zbudowanie modelu symulacyjnego. Wprowadzone zostaty fikcyjne
ukryte zmienne losowe HXj, ..., HX; powigzane z odpowiadajgcymi im zmiennymi
objasniajacymi i odznaczajace si¢ tym, Zze ich wartosci mierzone sa na tej samej skali co
zmienna 7. Zalezno$ci pomiedzy zmiennymi objasniajacymi i odpowiadajacymi im
zmiennymi ukrytymi opisane sg koputami CHi(Fi(Xi),FH,-(HXL-)),i =1,...,k, przy czym sita
zaleznosci pomi¢dzy zmienng objasniajgca a odpowiadajgcg jej zmienng ukryta opisana jest,
podobnie jak w omawianym powyzej przypadku, wsp6iczynnikiem 7 Kendalla. Dodatkowo,
przyjeto zalozenie, ze warto$é oczekiwana kazdej zmiennej ukrytej powigzana jest prosta
zaleznodcig liniowa z wartoscia oczekiwang odpowiadajacej jej zmiennej objasniajace;j.
Ostatnie z przyjetych zalozen dotyczy modelu zaleznosci pomigdzy zmiennymi ukrytymi
HXj,...,HX}, a zmienng 7, od ktérej wartosci zalezy warto$¢ zmiennej klasyfikujacej Z. W
rozpatrywanym w niniejszej pracy modelu przyjeto, podobnie jak w pracach Hryniewicza [4],
[5], ze jest to silnie nieliniowa (a nawet nierézniczkowalna) zalezno$¢ deterministyczna typu

max-min.

2.2. Opis eksperymentu symulacyjnego

Opisany w poprzednim podpunkcie model matematyczny zostal zaimplementowany w
postaci programu komputerowego stuzacego do symulacji ztozonych zaleznosci pomigdzy
zmiennymi objasniajacymi i zmienng klasyfikacyjng. W stworzonej implementacji
ograniczono si¢ do przypadku k=4 zmiennych objasniajacych Xj, ..., Xy i odpowiadajacych im
zmiennych ukrytych HXj,...,HX, Jako modele (do wyboru uzytkownika) zmiennych
objasniajacych przyjeto nastepujace rozklady prawdopodobienstwa: rownomierny, normalny,
wyktadniczy, Weibulla i logarytmiczno-normalny. Z kolei, jako modele zmiennych ukrytych
przyjeto rozktady: wyktadniczy, Weibulla oraz logarytmiczno-normalny. Wybér tych wiasnie
rozkladéw brzegowych motywowany byl rozpatrywanym w pracach Hryniewicza [4] [5]
zastosowaniem tego modelu, jakim jest predykcja niezawodnosci.

W komputerowej implementacji opisanego w poprzednim punkcie modelu
matematycznego przyjeto, ze wszelkie zaleznosci pomigdzy zmiennymi losowymi
(objasniajacymi i ukrytymi) beda opisywane nastepujacymi koputami (w terminologii polskiej
stosowany jest tez termin kopula):

- niezaleznosci
Clu,v) =ux*v; u,ve01], 3)
- Claytona

Cw,v) = [max(u®+v?0 -1 0)]'1/9,9 € [-1,o)\{0}u,v e [0,1], (4)



- Gumbela

Cwv) = exp|~(log@)? + (~logw))) | .6 € Ly uveol], ()
- Franka
Clu,v) = —2log[1+ (9"”“*’(‘;1;2(;)"1“1()‘ 0] 6 € R\(0); w,v € [0,1], 6)
- Fairlie-Gumbela-Morgensterna (FGM)

Clu,v) =w[1+60(1-u)(1-v)],0 € [-1,1]; u,v € [0,1] @)

- gaussowska (normalng)

C(w,v) = Oy(@ 7 (w), @ *(v);r),r € [-1,1]; w,v € [0,1], (8)
gdzie ®,(x,y;r) jest dystrybuanta dwuwymiarowego rozkladu normalnego (Gaussa) o
wspotezynniku korelacji 7, za§ ®~1(x) jest funkcjg odwrotng (kwantylows) dystrybuanty
jednowymiarowego rozktadu normalnego.

Sita zalezno$ci pomigdzy zmiennymi losowymi powigzanymi powyzszymi kopulami
okreslona zostata przy pomocy wspdlczynnika 7Kendalla, zdefiniowanego wzorem (2).
Odpowiednie wzory na warto$¢ tego wspolczynnika mozna znalezé w fundamentalne]
monografii Nelsena [8], a takze w pracy Hryniewicza i Karpinskiego [6].

Opisany powyzej model symulacyjny moze stuzy¢é do badania wtasnosci roznych zadan
klasyfikacji. W opisanym w nastgpnym punkcie niniejszej pracy eksperymencie analizie
poddano szesé regresyjnych modeli klasyfikacji:

- binarna regresja liniowa 4 zmiennych o funkcji regresji danej wzorem

Y = Bo + B1xy + Baxa + Baxs + Paxy, ©)
- regresja liniowa 4 zmiennych zmiennej pomocniczej 7'
U =7Yo +V1X1 T VaXz + V3X3 + VaXa, (10)
- regresja kwadratowe]j powierzchni odpowiedzi zmiennej binarnej
Y2 = Bo + Brx1 + Baxy + Baxs + BaxXy + Psxi? + Bexa? + Brxs® + Bexa® + Poxix, +
Brox1X3+P11%1 X4 + PraXaXs + P13xaXy + PraXzXy, (11)
- regresja kwadratowej powierzchni odpowiedzi zmiennej pomocniczej 7'

ty = Vo + Va¥y + VoXy + VaXg + VaXy + Vsx1? + VeXo? + Vrx3® + VaXa® + voxi X, +
V10X1X3HY11X1X4 + V12X2X3 + V13X2X4 + V14X3%4- (12)

- regresja logistyczna z liniowa funkcja wiazaca
In (ﬁ) = 8o + 6121 + x5 + 83x3 + 844 (13)
- regresja logistyczna z funkcja wigzacg w postaci kwadratowej funkcji odpowiedzi
In (i—p) =0y + 01X, + 02%5 + O3X3 + 044 + 05%1% + GeX2% + 07x3% + 0gx42 + Tox1 %, +

O10X1X3+011X1X4 + O12X2X3 + O13XXy + O14X3X4. (14)



Parametry modeli liniowych (9)—(12) estymowane s metoda najmniejszych kwadratow, a
parametry modeli logistycznych (12)-(13) estymowane s3 metoda najwigkszej
wiarogodnosci.

W eksperymentach symulacyjnych najpierw generowano probki uczace (treningowe), na
podstawie ktérych identyfikowano powyzsze modele regresyjne. Modele (9) i (11) budowane
byly przy zalozeniu, ze zmienna objasniana ma postaé binarng, zas modele (10) i (12)
budowane byly dla pomocniczej zmiennej 7' o wartosciach rzeczywistych.

Nastepnie, generowane byly probki testowe, w przypadku ktérych wyniki predykcji,
uzyskane za pomoca réwnan regresji (9) — (12) byly przeksztalcane na wartosci zmiennej
klasyfikujacej (0 lub 1). Wyniki klasyfikacji byty oceniane na podstawie analizy nastgpujacej
macierzy:

Tabela 1. Podsumowanie wynikéw klasyfikacji binarnej

Rzeczywista klasa
1 0
Przewidywana . iF o
Klasa 0 FN N

Symbole opisujace komérki Tabeli 1 odpowiadaja powszechnie przyjetej w uczeniu
maszynowym terminologii (przejetej z analizy danych medycznych). Symbole TP (7rue
Positives) oraz TN (True Negatives) oznaczaja liczby poprawnie zaklasyfikowanych obiektow
(odpowiednio, jedynek oraz zer). Symbol FP (False Positives) oznacza liczbe zer blednie
sklasyfikowanych jako jedynki, za§ symbol FN oznacza liczbg¢ jedynek blednie
sklasyfikowanych jako zera. Na podstawie tak okreslonych danych okresla si¢ rézne miary
jakosci klasyfikacji.

Podstawowa miara jakosci klasyfikacji nazywana jest Dokladnos¢ (Accuracy) i jest
definiowana w nastepujacy sposob:

TP+TN (1 5)

Accuracy = TP+TN+FP+FN

Jest to wiec frakcja jednostek poprawnie sklasyfikowanych. Miara ta bylaby wystarczajaca
gdyby nie miato znaczenia, ktére jednostki (jedynki lub zera) klasyfikujemy poprawnie, a
ktére niepoprawnie. Zeby uwzgledni¢ mozliwa (i bardzo czesto wystepujacg w praktyce)
asymetri¢ konsekwencji wynikéw klasyfikacji wprowadzono dodatkowe wskazniki jakosci,
takie jak Precyzja (Precision)

Precision = % 5 (16)
Czulos¢ (Sensitivity)

Sensitivity = % , 17)
oraz Specyficznos¢ (Specificity)

Specificity = —. (18)



Stosowane s takze pewne wskazniki kompleksowe, takie jak np. Indeks F1 (F1-Index)

2TP
Fl= 2TP+FP+FN (19)

Szczegdlows interpretacje niektérych z powyzszych wskaznikow, a takze opis innych
wskaznikéw jakosci klasyfikacji mozna znalezé m.in. w ksigzce Koronackiego i Cwika [7]
oraz monografii [3] .

Ogolnie rzecz biorac, klasyfikatory odznaczajace sie wyzsza jakoscig powinny mieé
wyzsze wartosci powyzszych wskaznikow. Odpowiednia wersja znanego ,,twierdzenia o
darmowych obiadach” Wolperta méwi nam jednak, ze nie istnieje klasyfikator, ktéry dawatby
lepsze rezultaty klasyfikacji dla wszystkich mozliwych danych. Nalezy si¢ wiec spodziewac,
ze zaden z rozpatrywanych w niniejszej pracy liniowych klasyfikatorow regresyjnych nie
bedzie wykazywal przewagi nad pozostalymi dla wszystkich stosowanych do poréwnan miar
jakosci klasyfikacji. Przyktady numeryczne, opisane w nastgpnym punkcie niniejszej pracy,
potwierdzaja to przypuszczenie.

3. Wyniki eksperymentéw symulacyjnych

Eksperymenty symulacyjne majace na celu poréwnanie jakosci rozpatrywanych w
niniejszej pracy klasyfikatoréw regresyjnych prowadzono dla réznych kombinacji takich
wielkos$ci jak: rozktady prawdopodobienstwa zmiennych objasniajacych Xj,..., X, i
odpowiadajgcych im zmiennych ukrytych HXj, ..., HXy, kopuly opisujgce wzajemne zaleznosci
pomigdzy zmiennymi objasniajacymi oraz pomigdzy zmiennymi objasniajacymi oraz
odpowiadajgcymi im zmiennymi ukrytymi, a takze warto$ci miar sity zaleznosci pomiedzy
rozpatrywanymi zmiennymi. Uwzglgdniono réwniez rézne zaleznosci regresyjne pomiedzy
wartosciami oczekiwanymi zmiennych objasniajacych i odpowiadajagcych im zmiennych
ukrytych, a takze rézne postacie funkcji wigzacych wartosci zmiennych ukrytych i cigglej
zmiennej wyjsciowej 7° W niniejszej pracy zaprezentowano jedynie wyniki uzyskane dla
modelu identycznego do tego, jaki byt opisany w pracach [4] oraz [5]. Pozwoli to odnosi¢ si¢
to rezultatow opisanych w tych pracach i w rezultacie ograniczy¢ objeto$¢ niniejszego
artykutu.

W rozpatrywanym konkretnym modelu symulacyjnym stuzagcym do konstrukeji
klasyfikatorow przyje¢to, ze zmienna objasniajaca X; ma rozklad normalny o wartosci
oczekiwanej 5 i odchyleniu standardowym 0,5, zmienna X; ma rozktad wyktadniczy o
wartoéci oczekiwanej 10, zmienna X3 ma rozklad logarytmiczno-normalny o wartosci
oczekiwanej jej logarytmu 5 i odchyleniu standardowym jej logarytmu réwnym 1, zas
zmienna X; ma rozktad Weibulla o parametrze skali 10 i parametrze ksztattu 2. Dla
zmiennych ukrytych przyjeto nastgpujace rozktady: HX; — logarytmiczno-normalny, HX, —
wykladniczy, HX;— wykladniczy, HX, — Weibulla o parametrze ksztattu 1,5.

Do opisu zaleznosci pomiedzy parami zmiennych uzyto nastgpujacych koput (w nawiasie
warto$¢ wspétczynnika 7Kendalla: (X;,X;) — Clayton (0,8), (X5X3) — gaussowska (-0,8),
(X35,Xy) — Frank (0,8), (X;,HX;) — gaussowska (-0,8), (X3 HX;) — Frank (0,9), (X3HX3) —
Gumbel (0,9), (X,HX,) — Clayton (-0,8). Zwigzek pomig¢dzy zmienng wyjsciowg 7' a
zmiennymi ukrytymi okre$lono zaleznoscig nieliniowa T = min [max (HX;, HX));
min(HXs HX,)]. Warto zauwazy¢, ze np. w przypadku zmiennych objasniajacych (X2,X3) ich



dwuwymiarowy rozklad prawdopodobienistwa jest rozkladem ,,normalnym” o rozkladach
brzegowych niebgdacych rozktadami normalnymi (i na dodatek réznymi). Taka elastycznosé
modelowania ztozonych zjawisk stochastycznych mozna uzyska¢ wykorzystujac formalizm
koput.

W pracy [4] podano wykres zaleznosci pomiedzy zmiennymi objasniajgcymi
(oznaczonymi A, B, C D), a zmienng wyjsciowa (oznaczong E) dla przyktadowego zbioru
danych wygenerowanych za pomocg opisanego powyzej modelu.

A-E B-E
-
. o g
3 “ e
o . w0
H w3
e ae! lo o
s Y 5 o
t .»Q. L ¢ 21 s
»
s ., . L.
Y od “@. Y K X SN . ™
) ) s e ! » o o s e
C-E D-E
N 1
% ! e
. . . .
® w0 =
» “ *s
W S e * ¢ BRI
R R » bos 0% NN
...f': ., . B IEX o O .
s ° - . s '~y
3 . . . v ce .

Rysunek 1. Przyktadowe zalezno$ci pomigdzy warto$ciami zmiennych objasniajacych i zmiennej
objasnianej [4]

Jak wida¢, zaleznosci te sg silnie nieliniowe oraz niemonotoniczne. W tej sytuacji powstaje
zasadnicze pytanie, czy proste zaleznosci regresyjne sg przydatne w zagadnieniach
klasyfikacji danych opisanych tak nietypowymi zlozonymi modelami. W tym celu
przeprowadzono eksperyment symulacyjny, w ktérym wygenerowano 50 zbioréw danych
treningowych o licznosciach, odpowiednio, 100, 200, 300 oraz 500 obserwacji. Dla kazdego
z tych zbioré6w wyznaczono sze$¢ modeli regresyjnych:
- liniowg regresje binarng dla 4 zmiennych objasniajacych (REG-4),
- liniowg regresje¢ dla zmiennej posredniej 7'i 4 zmiennych objasniajacych (REG-T4),
- binarng regresj¢ kwadratowej powierzchni odpowiedzi i 4 zmiennych objasniajacych (REG-
14),
- regresje kwadratowej powierzchni odpowiedzi dla zmiennej posredniej 7 i 4 zmiennych
objasniajgcych (REG-T14),
- regresj¢ logistyczna z liniowa funkcja wiazaca (link function) 4 zmiennych objasniajacych
(LOG-REGH4) oraz
- regresj¢ logistyczng z funkcja wiazaca w postaci kwadratowej funkcji odpowiedzi dla 4
zmiennych objasniajgcych (LOG-REG14).
Nastepnie dla kazdego zbioru danych treningowych wygenerowano 50 zbioréw danych
testowych o licznosci 1000 elementéw, na ktérych weryfikowano jako$¢ otrzymanych (dla
danego zbioru treningowego) klasyfikatoréw.

Wyniki opisanego powyzej eksperymentu przedstawiono w Tabelach 2-6 oraz na
Rysunkach 2 — 6. Z ich analizy wynika, Zze zaden z poréwnywanych klasyfikatoréw w sposéb
wyrazny nie ma przewagi nad pozostatymi. Biorac jednak pod uwagg wartosci wyznaczonych
wskaznikéw jakosci mozna przyjaé, ze klasyfikatory wykorzystujace regresj¢ kwadratowe;j



powierzchni,

uwzgledniajace efekt interakcji pomigdzy zmiennymi objasniajgcymi,
odpowiedzi sa nieco lepsze od klasyfikatoréw wykorzystujacych prosta regresje liniows.

Tabela 2. Poréwnanie Dokladnosci klasyfikatorow regresyjnych

n REG-4 REG-T4 REG-14 REG-T14 LOG-REG4 | LOG-REG14
100 0,8641 0,8477 0,9009 0,8946 0,8693 0,8881
200 0,8665 0,8481 0,9113 0,9010 0,8721 0,8949
300 0,8649 0,8459 0,9128 0,9044 0,8712 0,8964
400 0,8671 0,8486 0,9147 0,9061 0,8721 0,8971
500 0,8664 0,8477 0,9146 0,9072 0,8722 0,8947
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Rysunek 2. Poréwnanie Dokfadnosci klasyfikatorow regresyjnych
Tabela 3. Porownanie Czufosci klasyfikatorow regresyjnych
n REG-4 REG-T4 REG-14 REG-T14 | LOG-REG4 LOG-REG14
100 0,5556 0,4555 0,7539 0,7034 0,6648 0,6295
200 0,5505 0,4482 0,7685 0,7032 0,6480 0,6409
300 0,5422 0,4345 0,7678 0,7075 0,6434 0,6429
400 0,5453 0,4454 0,7714 0,7108 0,6390 0,6436
500 0,5393 0,4395 0,7643 0,7081 0,6376 0,6268




SENSITIVITY
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Rysunek 3. Poréwnanie Czufosci klasyfikatorow regresyjnych
Tabela 4. Poréwnanie Precyzji klasyfikatoréw regresyjnych
n REG-4 REG-T4 REG-14 REG-T14 LOG-REG4 LOG-REG14
100 0,8599 0,8853 0,8330 0,8406 0,7863 0,8896
200 0,8769 0,9007 0,8669 0,8815 0,8104 0,9203
300 0,8790 0,9064 0,8735 0,8920 0,8095 0,9246
400 0,8856 0,9095 0,8768 0,8966 0,8161 0,9275
500 0,8887 0,9120 0,8827 0,9042 0,8170 0,9358
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Rysunek 4. Poréwnanie Precyzji klasyfikatoréw regresyjnych




Tabela 5. Poréwnanie Specyficznosci klasyfikatorow regresyjnych

n REG-4 REG-T4 REG-14 REG-T14 | LOG-REG4 | LOG-REG14
100 0,9672 0,9790 0,9468 0,9548 0,9366 0,9722
200 0,9731 0,9830 0,9596 0,9677 0,9479 0,9806
300 0,9738 0,9847 0,9618 0,9709 0,948 0,9819
400 0,9758 0,9848 0,9631 0,9721 0,9509 0,9828
500 0,9769 0,9856 0,9654 0,9745 0,9514 0,9853
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Rysunek 5. Poréwnanie Specyficznosci klasyfikatoréw regresyjnych
Tabela 6. Poréwnanie indeksu F1 klasyfikatorow regresyjnych

n REG-4 REG-T4 REG-14 REG-T14 LOG-REG4 LOG-REG14
100 0,6684 0,5963 0,7868 0,7626 0,7159 0,7319
200 0,6732 0,5963 0,8128 0,7806 0,7179 0,7521
300 0,6674 0,5857 0,8154 0,7880 0,7148 0,7558
400 0,6732 0,5962 0,8196 0,7920 0,7154 0,7581
500 0,6696 0,5919 0,8183 0,7934 0,7151 0,7491
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Rysunek 6. Poréwnanie indeksu F1 klasyfikatorow regresyjnych
Powyzszy wniosek potwierdza analiza ,,rang” poszczeg6lnych klasyfikatorow uzyskanych
W procesie ich poréwnania na przyjetym zbiorze wskaznikow jakosci. Przyjmujemy, ze jeden
klasyfikator ma nizsza (lepsza!) range od drugiego, gdy odpowiadajacy mu wykres znajduje
si¢ wyzej na Rysunkach 2 — 6. Podsumowanie takiego poréwnania przedstawiono w Tabeli 7.

Tabela 7. Poréwnanie jakosci klasyfikatorow

Wskaznik jakosci REG-4 REG-T4 REG-14 REG-T14 LOG-REG4 | LOG-REG14
Doktadnos¢ 5 6 1 2 4 3
Czutos¢ 5 6 2 3 4
Precyzja 4 2 5 3 6 1
Specyficznos¢ 3 1 5 4 6 2
F1 5 6 1 2 4 3

Usrednione wartosci rang klasyfikatorow regresyjnych wykorzystujacych, jako funkcje
wigzacg, kwadratowa funkcj¢ odpowiedzi (REG-14 REG-T14 oraz LOG-REGI14) s3
jednakowe i wynoszg 2,6. W przypadku dodatkowego premiowania ,,pierwszych miejsc”
najlepszym staje si¢ klasyfikator REG-14. Klasyfikator ten wypada tez najlepiej w przypadku
dokonania bezposrednich poréwnan tych trzech klasyfikatorow. Z kolei, w przypadku
klasyfikatoréw z liniowa funkcjg wigzgcg (REG-4, REG-T4 oraz LOG-REGH4) s$rednie rangi
sg bardzo podobne z niewielkg przewagg klasyfikatora REG-T4. Jednakze w przypadku gdy
poréwnamy wylacznie te trzy klasyfikatory najlepszym wydaje si¢ by¢ klasyfikator LOG-
REG#4, bazujacy na prostej regresji logistycznej. Pierwszym wnioskiem z tego poréwnania
jest to, ze klasyfikatory regresyjne wykorzystujace bardziej zitozona funkcje wigzacy sa
bardziej efektywne od klasyfikatoréw wykorzystujacych prosta funkcje liniowa. Mozna tez
wyciagnaé wniosek, ze jakosé klasyfikatoréw bazujacych na danych binarnych nie odbiega od
jakos$ci klasyfikatorow budowanych na podstawie obserwacji zmiennych posrednich o
warto$ciach rzeczywistych, co nie wydawalo si¢ byé rzecza oczywista. Z analizy
przedstawionych powyzej rysunkéw wynika tez, ze dla przyjetego zakresu licznosci zbiorow



uczacych jakosé klasyfikatorow niewiele si¢ zmienia. Jedynie w przypadku klasyfikatorow
bazujacych na regresji kwadratowej powierzchni odpowiedzi jako$¢ ta rosnie wraz ze
wzrostem licznosci zbioru uczacego, co nie jest dziwne, bioragc pod uwage fakt, ze
estymowany model ma az 15 parametrow.

Opisany powyzej eksperyment symulacyjny dotyczyt przypadku gdy model
matematyczny opisujacy dane uczace (treningowe), na podstawie ktérych budowany jest
klasyfikator i model matematyczny danych, ktére poddawane sg procesowi klasyfikacji za
pomoca tego klasyfikatora, sg takie same. Jest to podstawowe zalozenie stosowane w uczeniu
maszynowym. Jezeli jednak mys$limy o praktycznym zastosowaniu danego konkretnego
klasyfikatora, to musimy okresli¢ jego odpornos$¢ na zmiany modelu opisujgcego dane.
Nalezy podkresli¢, ze problem ten w zasadniczy sposéb rézni si¢ od tego czym jest
zainteresowane S$rodowisko naukowe zajmujgce si¢ problemami klasyfikacji i, szerzej,
uczenia maszynowego. Celem prowadzonych badan z tej dziedziny jest znalezienie takiej
metody konstrukcji klasyfikatora, by mozna jg bylo z powodzeniem zastosowa¢ dla réznych
zbioréw danych. Tymczasem dla osoby stosujacej metody klasyfikacji w swej pracy wazne
jest by konkretny klasyfikator, czesto wyznaczony z duzym nakladem sit i $rodkéw, spetniat
swoje zadanie w ulegajacym zmianie srodowisku.

W pracach Hryniewicza [4] i [5] rozpatrywany byl problem klasyfikacji produkowanych
wyrobéw na potencjalnie zawodne i potencjalnie niezawodne. W przypadku stabilnych
procesow  produkcyjnych raz skonstruowany klasyfikator moze by¢ efektywnie
wykorzystywany przez dluzszy czas. Sytuacja ulegnie jednak zmianie, gdy wystapia
zakldocenia kontrolowanego procesu. Z przyktadow omawianych w tych pracach wynika, ze
nawet niewielkie zmiany parametréw procesu, ktore nie majg praktycznie zadnego wptywu na
jego jakosé, mogg w radykalny sposob pogorszy¢ jakos¢ klasyfikacji, co z kolei moze
prowadzi¢ do powstawania falszywych alarméw. Sytuacja moze by¢ jednak jeszcze gorsza.
W pewnych przypadkach zmiany parametréw procesu prowadzace do pogorszenia si¢ jego
jakosci moga skutkowac¢ takimi zmianami jakosci klasyfikacji, ze kontrolowany proces moze
— catkowicie blednie — wykazywaé symptomy poprawy a nie pogorszenia, jak jest w
rzeczywistosci. Przeanalizowanie wptywu takich niestabilnosci na jako$¢ omawianych w
niniejszej pracy klasyfikatoréw bylto celem nastepnego eksperymentu symulacyjnego.

W pracach [4] i [5] pokazano, ze dla przyjetego modelu generacji danych zmiany
rozkladéw prawdopodobiefistwa zmiennych objasniajacych X, ..., Xy moga mie¢ bardzo rézne
konsekwencje. Okazuje sie, ze zwigkszenie wartosci oczekiwanych zmiennych
objasniajacych X; oraz X> prowadzi do zwiekszenia si¢ frakcji jednostek zaklasyfikowanych
do klasy ,,1”. Z kolei, do wystgpienia tego samego efektu prowadzi zmniejszenie si¢ wartosci
oczekiwanych zmiennych objasniajagcych X3 oraz X, Dodatkowo okazalo si¢, ze z
praktycznego punktu widzenia zmiany frakcji jednostek zaklasyfikowanych do klasy ,,17,
ktore byly wynikiem wzrostu wartosci oczekiwanych zmiennych objasniajgcych X; oraz X; s
pomijalne. Natomiast analogiczne zmiany bedace efektem zmniejszenia si¢ wartosci
oczekiwanych zmiennych objasniajagcych X3 oraz X; majg istotne znaczenie. W takim
przypadku kazda zmiana jako$ci klasyfikatora zwigzana ze wzrostem wartosci oczekiwanych
zmiennych objasniajacych X; oraz X bedzie prowadzi¢ do zwigkszenia czgstosci falszywych
sygnalow wskazujacych na zmiang parametréw kontrolowanego procesu. W przypadku zmian
zmiennych X3 oraz X, sytuacja jest bardziej skomplikowana, gdyz zmiana jako$ci



klasyfikatora moze skutkowaé np. szybszym wykryciem rozregulowania si¢ kontrolowanego
procesu. Dokladna ocena skutkéw takiej zmiany jakosci klasyfikatora wymaga w takich
przypadkach przeprowadzenia zlozonych analiz techniczno-ekonomicznych. Z powyzszych
rozwazan wynika jednak, ze pozadang wlasnoscig klasyfikatora jest w kazdym z omawianych
tu przypadkéw odpowiednia odporno$é na zmiany parametréw procesu.

W omdéwionym ponizej eksperymencie symulacyjnym przyjeto, ze zmiana parametrow
procesu polega na zwigkszeniu si¢ wartosci oczekiwanych zmiennych objasniajacych X; oraz
X; o warto$¢ réwng 0,5 ich odchylenia standardowego oraz analogicznym zmniejszeniu si¢
warto$ci  oczekiwanych zmiennych objasniajagcych X; oraz X, Na wykresach
przedstawiajacych  wyniki symulacji zmienione wartosci parametr6w zmiennych
objasniajacych oznaczono, odpowiednio, przez ShXlp, ShX2p, ShX3m, ShX4m, zas
przypadek procesu stabilnego oznaczono przez Sh0. Przyjeto tez dodatkowe zalozenie, ze
zmianie ulega warto$¢ oczekiwana tylko jednej ze zmiennych objasniajacych. Wyniki
eksperymentu przedstawiono w Tabelach 8 — 12 oraz na Rysunkach 7 —11.

Tabela 8. Poréwnanie Dokladnosci klasyfikatordw regresyjnych dla zmiennych

parametréw modelu
Sho ShX1p ShX2p ShX3m | ShX4m
REG-4 : 0,8641 | 0,8562 | 0,8704 | 0,8659 | 0,8641
REG-T4 : 0,8477 | 0,8534| 0,8651| 0,8468 | 0,8499
REG-14 : 0,9009 | 0,8241| 0,8962 | 0,8935| 0,9003
REG-T14: 0,8946 | 0,8125| 0,8822 | 0,8854 | 0,8871

LOG-REG4: 0,8693 | 0,8619 | 0,8464 | 0,8725| 0,8704
LOG-REG14: | 0,8881 | 0,8340| 0,8868 | 0,8962 | 0,8866
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Rysunek 7. Poréwnanie Doktadnosci klasyfikatorow regresyjnych dla zmiennych
parametréw modelu



Tabela 9. Poréwnanie Czulosci klasyfikatorow regresyjnych dla zmiennych parametréw
modelu

Sh0 | ShXlp | ShX2p | ShX3m | ShX4m

REG-4 : 0,5571| 0,6035| 0,6943 | 0,5520| 0,5598
REG-T4: 0,4561 | 0,6482 | 0,5732| 0,4444 | 0,4654
REG-14 : 0,7553 | 0,7656 | 0,7681 | 0,8155| 0,7532

REG-T14: 0,7222 | 0,7135| 0,6620| 0,7820| 0,6895
LOG-REG4: | 0,6618 | 0,6405| 0,7974 | 0,6651 | 0,6607
LOG-REG14: | 0,6335| 0,6638 | 0,6426 | 0,7153 | 0,6258
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Rysunek 8. Pordwnanie Czufosci klasyfikatorow regresyjnych dla zmiennych parametréw
modelu

Tabela 10. Por6wnanie Precyzji klasyfikatorow regresyjnych dla zmiennych parametrow
modelu

Sho ShX1p ShX2p ShX3m | ShX4m

REG-4 : 0,8621 | 0,8169 | 0,7765| 0,8786 | 0,8569
REG-T4 : 0,8903 | 0,7693 | 0,8441 | 0,8990 | 0,8895
REG-14 : 0,8415| 0,6583 | 0,8152 | 0,7815| 0,8395
REG-T14: 0,8411| 0,6515| 0,8393| 0,7723| 0,8370

LOG-REG4: 0,7935| 0,8023 | 0,6691 | 0,8010| 0,7957
LOG-REG14: | 0,8965| 0,7097 | 0,8789 | 0,8574 | 0,8959
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Rysunek 9. Por6wnanie Precyzji klasyfikatorow regresyjnych dla zmiennych parametrow
modelu

Tabela 11. Poréwnanie Specyficznosci klasyfikatorow regresyjnych dla zmiennych
parametrow modelu

ShO | ShXlp |ShX2p | ShX3m | ShX4m

REG-4 : 0,9678 | 0,9415| 0,9297 | 0,9720 | 0,9668
REG-T4 : 0,9799 | 0,9227 | 0,9634| 0,9828 | 0,9797
REG-14 : 0,9500 | 0,8439 | 0,9393 | 0,9199 | 0,9500
REG-T14: 0,9528 | 0,8460 | 0,9564 | 0,9204 | 0,9539

LOG-REG4: 0,9392 | 0,9366| 0,8629 | 0,9425| 0,9412
LOG-REG14: | 0,9741| 0,8914 | 0,9690| 0,9574 | 0,9747
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Rysunek 10. Poréwnanie Specyficznosci klasyfikatoréw regresyjnych dla zmiennych
parametréw modelu



Tabela 12. Poréwnanie indeksu F1 klasyfikatorow regresyjnych dla zmiennych
parametréw modelu

Sho ShX1p ShX2p ShX3m | ShX4m

REG-4 : 0,6704 | 0,6700| 0,7286 | 0,6694 | 0,6724
REG-T4 : 0,5983 | 0,6889 | 0,6796 | 0,5904 | 0,6077
REG-14 : 0,7918 | 0,6907 | 0,7874 | 0,7942 | 0,7907
REG-T14: 0,7738 | 0,6602 | 0,7352 | 0,7742| 0,7535

LOG-REG4: 0,7170 | 0,6953 | 0,7243 | 0,7231 | 0,7188
LOG-REG14: | 0,7376 | 0,6660 | 0,7377 | 0,7743 | 0,7335
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Rysunek 11. Poréwnanie indeksu F1 klasyfikatoréw regresyjnych dla zmiennych
parametréw modelu

Z analizy powyzszych wykreséw wynika, ze klasyfikatory wykorzystujace prosty model
regresji binarnej, a takze prostej regresji logistycznej, zachowuja si¢ bardziej stabilnie. W
przypadku klasyfikatoréw wykorzystujacych model regresji kwadratowej powierzchni
odpowiedzi zmiana warto$ci oczekiwanej zmiennych objasniajacych X; oraz X3 prowadzi do
radykalnej zmiany jako$ci klasyfikacji, przy czym tylko w przypadku zmiany Czulosci jest to
zmiana na lepsze. Z poréwnan wynika réwniez to, ze klasyfikatory wykorzystujace zmienne
binarne sg bardziej odporne na zmiany parametréw modelu niz klasyfikatory wykorzystujgce
warto$ci ciaglej zmiennej posredniej 7.

W oméwionym powyzej eksperymencie przyjgto, ze licznosé zbioru uczacego wynosi
100 elementéw. Interesujacym moze by¢ pytanie czy i jak zmienig si¢ jakosciowe
charakterystyki klasyfikatora w przypadku zastosowania wigkszych zbioréw uczacych. W
Tabeli 13 oraz na Rysunku 12 przedstawiono poréwnanie Dokladnosci klasyfikatorow Reg-4
oraz Reg-14 dla przypadku zbioréw uczacych o licznosci, odpowiednio, 100 i 500
elementow.



Tabela 13. Poréwnanie Doktadnosci liniowych klasyfikatorow regresyjnych dla
zmiennych parametréw modelu dla réznych licznosci zbioréw uczacych

ShO ShX1p | ShX2p | ShX3m | ShX4m
REG-4-100 | 0,8655 | 0,8622 | 0,8713 | 0,8690 | 0,8628
REG-4-500 0,867 | 0,8672 | 0,8771 | 0,8665 | 0,8646
REG-14-100 | 0,9035| 0,8310 | 0,9014 | 0,8217 | 0,8950
REG-14-500 | 0,9157 | 0,8975| 0,9163 | 0,8604 | 0,9093

Accuracy 100 vs 500
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Rysunek 12. Poréwnanie Doktadnosci liniowych klasyfikatoréw regresyjnych dla
zmiennych parametréw modelu dla réznych licznosci zbioréw uczacych

Z Rysunku 12 wynika, ze poréwnywane licznosci zbioré6w uczacych nie maja wplywu na
doktadnos$¢ prostych klasyfikatorow binarnych. Natomiast w przypadku klasyfikatora
binarnego wykorzystujacego regresj¢ kwadratowej powierzchni odpowiedzi zwigkszenie
licznosci zbioru uczgcego nie tylko zwigksza dokladno$¢ klasyfikacji, ale takze zwigksza
stabilnos¢ klasyfikatora. Podobny efekt uzyskujemy gdy poréwnamy precyzje klasyfikatorow
uzyskanych dla zbioréw uczacych o rdéznych licznosciach. W tym przypadku,
przedstawionym w Tabeli 14 i na Rysunku 13, zwiekszenie licznosci zbioru uczacego ze 100
do 500 poprawito precyzje klasyfikatora binarnego wykorzystujacego regresj¢ kwadratowe;j
powierzchni odpowiedzi oraz zwiekszylo jego stabilnos¢. Nie zmienia to faktu, ze
klasyfikatory wykorzystujace prosta regresj¢ binarng sg nadal, biorac pod uwage t¢ miarg
jakosci klasyfikacji, bardziej stabilne.

Tabela 14. Poréwnanie Precyzji liniowych klasyfikatoréw regresyjnych dla zmiennych
parametréw modelu dla réznych licznosci zbioréw uczacych

Sh0 | ShXlp | ShX2p | ShX3m | ShX4m
REG-4-100 | 0,8446 | 0,8218 | 0,8075 | 0,8968 | 0,8699
REG-4-500 | 0,8827 | 0,8738 | 0,8314 | 0,144 | 0,8873
REG-14-100 | 0,8439 | 0,6613 | 0,8274 | 0,6162 | 0,8380
REG-14-500 | 0,8772 | 0,8044 | 0,8694 | 0,6683 | 0,8714
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Rysunek 13. Poréwnanie Precyzji liniowych klasyfikator6w regresyjnych dla zmiennych
parametréw modelu dla réznych licznosci zbioréw uczacych

Podobne efekty zauwazamy analizujagc wplyw licznosci zbioru uczacego na wiasnosci
klasyfikatorow wykorzystujacych regresje logistyczng. Nalezy rowniez zauwazy¢, ze dla
niektérych charakterystyk jakosci klasyfikatorow, np. Czulosci, wplyw licznosci zbioru
uczacego jest mniej widoczny niz to ma miejsce w przyktadach pokazanych na Rysunkach 12
- 13.

Trzeci z przeprowadzonych eksperymentéw symulacyjnych mial odpowiedzie¢ na
pytanie jak zmienia si¢ efektywnos$¢ klasyfikacji gdy parametry modelu generujacego
klasyfikowane obiekty ulegaja losowym zmianom. W tym eksperymencie dopuszczali$my
przypadek, ze zmianie mogg jednoczesnie ulec wartosci oczekiwane wszystkich zmiennych
objasniajagcych. Przedstawione w Tabelach 15 — 16 oraz na Rysunkach 14 — 15 wyniki
dotycza przypadku gdy wartosci oczekiwane zmiennych objasniajacych réznig si¢ o
maksimum a% od wartosci oczekiwanych przyjetych w procesie generacji danych zbioru
uczacego, przy czym zmiany te moga mie¢ charakter zaréwno wzrostu i zmniejszenia
wartoéci parametru. Na Rysunku 14 pordéwnano wartosci Dokladnosci rozpatrywanych
klasyfikatoréw, a na Rysunku 15 analizowano wskaznik F/.

Tabela 15. Poréwnanie Doktadnosci klasyfikatorow regresyjnych dla zmiennych
parametréw modelu dla réznych pozioméw zmiennosci

0% | max.5% max.10% | max.20% | max.30%
REG-4 : 0,864 0,868 0,865 0,861 0,851
REG-T4: 0,848 0,849 0,846 0,84 0,811
REG-14: 0,902 0,9 0,889 0,873 0,822
REG-T14: 0,896 0,891 0,88 0,856 0,812
LOG-REG4: 0,868 0,869 0,867 0,861 0,848
LOG-REG14: 0,889 0,888 0,879 0,868 0,823
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Rysunek 14. Poréwnanie Doktadnosci klasyfikatorow regresyjnych dla zmiennych
parametréw modelu dla réznych pozioméw zmiennosci

Tabela 16. Poréwnanie Czutosci klasyfikatorow regresyjnych dla zmiennych parametrow
modelu dla réznych pozioméw zmiennosci

0% | max.5% max.10% | max.20% | max.30%

REG-4 : 0,5659 0,5778 0,5549 0,5653 0,5520
REG-T4 : 0,4606 0,4625 0,4568 0,4752 0,4457
REG-14 : 0,7577 0,7647 0,7500 0,7593 0,7414
REG-T14: 0,7236 0,7115 0,6928 0,6885 0,6240

LOG-REG4: 0,6679 0,6796 0,6561 0,6680 0,6603
LOG-REG14: 0,6307 0,6381 0,6333 0,6462 0,6217
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Rysunek 15. Poréwnanie Czutosci klasyfikatorow regresyjnych dla zmiennych
parametréw modelu dla réznych pozioméw zmiennosci



Tabela 17. Poréwnanie Precyzji klasyfikatorow regresyjnych dla zmiennych parametréw
modelu dla réznych pozioméw zmiennosci

0% | max.5% max.10% | max.20% | max.30%

REG-4 : 0,8614 0,8564 0,8722 0,8673 0,8589
REG-T4: 0,8974 0,8889 0,8911 0,8938 0,8719
REG-14: 0,8448 0,8326 0,8208 0,7754 0,7083
REG-T14: 0,8458 0,8363 0,8194 0,7700 0,7069

LOG-REG4: 0,7940 0,7901 0,8076 0,7982 0,7931
LOG-REG14: | 0,9016 0,8912 0,8737 0,8441 0,7677
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Rysunek 16. Poréwnanie Precyzji klasyfikatoréw regresyjnych dla zmiennych
parametréw modelu dla réznych pozioméw zmiennosci

Tabela 18. Poréwnanie Specyficznosci klasyfikatoréw regresyjnych dla zmiennych
parametréw modelu dla réznych pozioméw zmiennosci

0% | max.5% max.10% | max.20% | max.30%

REG-4 : 0,9691 0,9671 0,9728 0,9719 0,9722
REG-T4: 0,9824 0,9814 0,9826 0,9831 0,9839
REG-14: 0,9538 0,9483 0,9451 0,9274 0,9086
REG-T14: 0,9566 0,9529 0,9489 0,9325 0,9225

LOG-REG4: 0,9423 0,9396 0,9489 0,9437 0,9430
LOG-REG14: 0,9767 0,9735 0,9698 0,9603 0,9436
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Rysunek 17. Poréwnanie Specyficznosci klasyfikatoréw regresyjnych dla zmiennych
parametrow modelu dla réznych pozioméw zmiennosci

Tabela 19. Poréwnanie wskaznika F1 klasyfikatoréw regresyjnych dla zmiennych
parametréw modelu dla réznych poziomoéw zmiennosci

F1 0% | max.5% max.10% | max.20% | max.30%
REG-4 : 0,6776 0,6883 0,6768 0,6789 0,6542
REG-T4 : 0,6033 0,6094 0,6034 0,6114 0,5356
REG-14 : 0,7966 0,7950 0,7708 0,7402 0,6477
REG-T14: 0,7794 0,7647 0,7407 0,6954 0,5881
LOG-REG4: 0,7196 0,7200 0,7139 0,7051 0,6728
LOG-REG14: | 0,7407 0,7432 0,7260 0,7027 0,6055
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Rysunek 18. Poréwnanie wskaznika F1 klasyfikatorow regresyjnych dla zmiennych

parametréw modelu dla réznych pozioméw zmiennosci



Analiza wynikéw eksperymentu wskazuje na zdecydowanie wieksza stabilnosé
klasyfikatoréw opartych na prostej regresji binarnej oraz prostej regresji logistycznej. W
przypadku duzej zmienno$ci parametréw (max. 30%) klasyfikator wykorzystujgcy prostg
regresje binarng czterech zmiennych odznacza si¢ réwniez najwigksza efektywnoscig.
Jednakze w przypadku matych zmian wartosci parametréw modelu najlepszymi pozostajg
klasyfikatory wykorzystujace kwadratowa funkcje wiazacg, zarbwno w przypadku regresji
liniowej jak i regresji logistyczne;j.

4. Podsumowanie

W pracy poréwnano jako$¢ klasyfikatordw zbudowanych na modelach regresyjnych
opartych na prostej regresji liniowej oraz na regresji kwadratowej powierzchni odpowiedzi.
Analizowano réwniez jako$¢ klasyfikatoréw opartych na regresji logistycznej z liniowa oraz
kwadratowa funkcja wigzacg. Pordwnania dokonano metodami symulacyjnymi dla przypadku
gdy zmienne objasniane sg silnie zalezne i sg opisane rozktadami istotnie r6znigcymi si¢ od
rozkladu normalnego. Dodatkowo zatozono silnie nieliniows, a nawet nierézniczkowalna,
zalezno$¢ pomigdzy zmiennymi modelu. Z przeprowadzonych badan wynika, ze klasyfikatory
wykorzystujagce modele regresji binarnej sa doktadniejsze od modeli wykorzystujacych
wyniki obserwacji zmiennych o wartosciach rzeczywistych. Wykazuja sie¢ one dodatkowo
wigkszg odpornoscig na zmiany parametréw modelu generacji danych. W warunkach w miare
stabilnych najlepsza jakos$cig odznaczal si¢ klasyfikator zbudowany na binarnej regresji
kwadratowej powierzchni odpowiedzi. Jednakze w przypadku duzych zaburzen modelu
najlepszym okazat si¢ klasyfikator wykorzystujacy prosta regresje binarng.
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ROBUSTNES OF REGRESSION-BASED BINARY CLASSIFIERS AGAINST
DEPARTURES FROM BASIC ASSUMPTIONS

Summary

The applicability of simple binary classifiers based on linear regression and
quadratic response surface regression was discussed when the dependence
between input and output variables is complex and nonlinear, and the model is
different from the normal one. Cases when training sets (used for the construction
of a classifier) and test sets (or data used in real applications) are generated by
different mechanisms have been also considered. The results of simulation
experiments suggest that binary classifiers based on the quadratic response
surface regression are better than classifiers based on the simple linear regression
when both training and test sets are generated by the same mechanism. However,
classifiers based on the linear regression are more robust against a change of the
mechanism that generates the data in real applications.

Key words: binary classifiers, linear regression, quadratic response surface regression,
copulas
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