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Przedmiotem pracy niniejszej sa funkcye, ktére powstajg przez
catkowanie rozwigzan réwnan rézniczkowych zwyczajnych liniowych
jednorodnych rzedu 2-go. Wedtug tresci dzieli sie ta praca na dwie
czesci.

W pierwszej czesci (Roz. I, 11) zajmuje sie istotnie funkcyami,otrzyma-
nemi przez proste catkowanie rozwigzan; chodzito mi tu mianowicie o prze-
bieg tych funkcyi przy dowolnej zmianie zmiennej niezaleznej. Do tego
celu, jak Wogole do kazdego badania, nadajg sie szczegoélniej funkcye
jednowartosciowe zmiennej. Tym powodowany, wprowadzitem do rozwa-

zania jako zmienng niezalezng =n(z iloraz rozwigzan réwnania i za-

jatem sie okresleniem takich rownan roézniczkowych, aby owe funkcye
catkowe byty rzeczywiscie funkcyami jednowartosciowemi zmiennej rl.
Dlatego nalezalo naprzéod w rozdziale | rozwazy¢ blizej same row-
nania, funkcye n(z) i odwrotng jej funkcye automorficzng z (n),
ktora przedewszystkiem przy powyzszych zatozeniach powinna by¢ funk-



0 CALKACH ROZWIAZAN. 265

cya jednowartosciowa. Nie chcac przerywaé rozumowania nieustannem od-
wotywaniem sie do bardzo licznych prac, odnoszacych sie do tego przed-
miotu, zreszta wielce porozrzucanych, podaje w rozdziale I (uwzgledniajac
literature) najgtdwniejsze wiasnosci tak réwnan rdzniczkowych jak
i funkcyi automorficznych. Opartem sie za$ przytem na pracach Fuchsa,
Poincarego, Kleina, szczeg6lnie zas na wykladach tego ostatniego:
»,O rdéwnaniach rolniczkowychu, ktore miat w Getyndze w latach
1890 i 1891. Podnosze to tutaj wyraznie, tem bardziej, ze dla krot-
kosci w tekscie odpowiednich cytat nie robie.

Zatatwiwszy sie z blizszem okreSleniem réwnan, zajmuje sie w roz-
dziale Il badaniem grupy owych funkcyi catkowych. Przy wspomnia-
nych zatozeniach grupa ta okazata si¢ izomorficzna wzgledem grupy
rownan rézniczkowych i grupy funkcyi n. Stad zas wyniknety pewne
zwigzki liniowe jednorodne miedzy statemi grupy; doktadne jednak
okreslenie tych statych przeprowadzam tylko na szczeg6lnym przykia-
dzie. Dla tego przykfadu wyprowadzam wzory, stuzace do stopniowe-
go obliczenia statych i przy koncu podaje owe state w postaci wyraz-
nej funkcyi spotykanych w teoryi liczb.

Nadmienie tu jeszcze, ze przy podstawieniach grupy funkcyi
catkowych nie zmieniajg sie odwrotne tym ostatnim funkcye, ktérych
okreslaniem zajmowat sie¢ Fuchs w latach 1880, 1881 i nastepnych (Got-
tinger Nachrichten 1880; Crelle's Journal 89 ; str. 151 i nast, i t d.).
Dla zbadania wiec dokitadnego takze tych funkcyi —o ile one istniejg—
wydaje sie pozadang znajomo$¢ blizsza owych grup.

Czes$¢ druga tej pracy, ktorg stanowi rozdziat 111, jest poswiecona
funkcyom, ktére przy pomocy rozwigzah pewnych réwnan rézniczko-
wych podobnie sg zbudowane i podobne wiasnosci posiadajg jak catki
Abelowe trzeciego gatunku. Funkcyami temi zajmowali sie poprzednio
Abel, Jacobi, Fuchs i Frobenius. Tutaj zadaniem mojem byto ujgc
te funkcye w inng dogodng forme catek podwdjnych — taka, jaka nadat
Klein (wychodzac z badan Weierstrassa) catkom hypereliptycznym trze-
ciego gatunku. W ustepie pierwszym rozdziatu 111 podaje obszerniej
historye tego przedmiotu, i omawiam otrzymane przeze mnie wyniki.

ZaznaczyC jeszcze musze, ze na istnienie owych funkcyi i na
przypuszczalng mozliwos¢ ich przeksztatcenia zwrécit moje uwage pro-
fesor Klein w Getyndze, z ktérego cennych rad miatem niejednokrotnie
sposobnos¢ korzystac.

Rozprawy mat.-przyr, T. XXV. 34
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ROZDZIAL I.
Rownania rézniczkowe i funkcye automorficzne.

Za podstawe rozwazan stuzy¢ beda réwnania rozniczkowe je-
dnorodne, rzedu 2-go, nalezace do klasy réwnan okreslonych przez
Fuchsa wtoérnie 66-ym dziennika Crelle,a 1 Dla systematycznosci i aby
unikng¢ powtarzania sie, przedstawie krétko gtowne — zreszta znane —
wiasnosci tych roéwnan.

Oznaczajac przez p i q Spotczynniki réwnania, przez y() za$ k¥%
pochodna funkcyi y wzgledem zmiennej niezaleznej z, napiszemy to
rébwnanie w ksztatcie:

O spotczynnikach p i q zaktadamy, iz sg funkcyami algebraicz-
nemi wymiernemi. Na szczegélniejszg uwage zastugujg punkty z = e
i=1, 2, , n) ptaszczyzny zmiennej z, w ktérych owe Spétczynniki
otrzymujg wartosci nieskonczenie wielkie. W istocie, jak zaraz zoba-
czymy, zachowujag sie w tych punktach catki réwnania (1) wyjgtkowo,
wskutek czego owe punkty nazywajg sie¢ punktami osobliwymi ré-
wnania. W przeciwstawieniu do tego, kazdy inny punkt nazywa sie
punktem zwyczajnym.

Owoz okazato sie ’), ze w okolicy kazdego punktu zwyczajnego
istniejg dwie catki réwnania (1) od siebie liniowo niezalezne, tworzace
t z. uktad zasadniczy | pozwalajace sie przedstawi¢ za pomocag
szeregow .

pod warunkiem, ze

Calka ogdélna réwnania wyraza sie przez.

1) Fuchs: Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit veranderlichen
Coefficienten, str. 121 i nastep., Zob. takze Zajaczkowski: Pamietnik Wydziatu mat.-
przyrodn. Akad. Umiej., tom XIII.

2) Wiasnos¢ ta znana byta juz Cauchy,emu.
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gdzie ¢, , 02 sg statemi dowolnemi. Zaktadajac, ze catki réwnania (1)
nie powinny posiada¢ tak zwanych przez Weierstrassa punktéw isto-
tnie osobliwych, znalazt Fuchs, ze w okolicy punktéw osobliwych e,
zawsze istnieje uktad catek zasadniczych, ktére mozna przedstawi¢ przez
szeregi :

Liczby F,, Ki' nazywajg sie wyktadnikami nalezagcymi do
punktu osobliwego ei. W razie, gdy rdznica wyktadnikébw ~K'i-k'
jest liczbg catkowitg lub zerem, catki owe dajg si¢ przedstawi¢ zapo-
mocg szeregow:

W celu zbadania wiasnosci catek w okolicy punktu z = podstawia-
my, jak wiadomo, z — — i rozwijamy funkoye yt ,yivt okolicy punktu

z'=0. Stagd wprost wynika, ze, jezeli punkt z — oo jest punktem zwy-
czajnym, to:

jezeli za$ punkt z = o jest punktem osobliwym, to:

Korzystajac z powyzszych wihasnosci, mozemy roéwnaniu réznicz-
kowemu (1) nada¢ ksztalt o wiele dogodniejszy.

ZatozyliSmy, ze p, a sg funkcyami wymiernemi i przypuscilismy,
ze catki réwnania nie posiadajg punktow istotnie osobliwych.

Z tego ostatniego warunku wynika, ze:
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268 STANISLAW KEPINSKI.

posiadajg wartosci skonczone. Stad za$ okazuje sie, ze p i g maja
ksztatt;

gdzie ci, c't sg liczbami statemi, a G,,_t(2) jest funkcyg catkowita

zmiennej z stopnia (n—2)-go:

Aby wyznaczy¢ state ct, ¢, podstawmy w réwnaniu (1)

i uwzglednijmy wyrazenia (5). Spotczynnik najnizszej potegi tak otrzy-
manego wyrazenia, przyréwnany do zera, przedstawi nam tak zwane
rownanie charakterystyczne:

ktorego pierwiastkami sg wiasnie wyktadniki fc'0 IE\ nalezgce do punktu
osobliwego ei. Stad wynika, ze:

Podstawiajgc zas w (1) z=— i postepujac podobnie jak poprzednio,

otrzymamy dla punktu w nieskoriczonosci (z=o) rdéwnanie charaktery-
styczne:

Jezeli wiec k" oznaczajg, jak poprzednio, wyktadniki nalezace do
tego punktu, to:

rébwnanie wiec (t) przejdzie na:
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Jezeli punkt w nieskonczonosci (z—) jest punktem zwyczajnym
to k" =0. Nadto zauwazymy, ze warunkiem, aby nie wyste-
powaty logarytmy w rozwinieciach catek w okolicy tego punktu ),
jest jeszcze B=0. W tyra wiec przypadku réwnanie (6) przybiera
ksztatt:

z warunkiem, ze

Podstawiajac w réwnaniu (6) (n—1) zamiast n, otrzymamy réw-
nanie roznigce sie od réwnania (7) tylko tem, ze jeden z punktéw o0so-
bliwych, n. p. e, znajduje sie w nieskorczonosci; otrzymane wiec row-
nanie jest tylko szczegdlnym przypadkiem rownania (4). Brak za$ wszel-
kiej istotnej roznicy miedzy temi rownaniami objasnia twierdzenie:

lewa strona réwnania (7) posiada wzgledem podsta-
wienia liniowego:

ceche niezmienna.
Jakoz, geometrycznie przedstawia to podstawienie odtworzenie pta-
szczyzny, lub lepiej kuli zmiennej z na siebie samg. Wskutek tego

1) Fuchs, Crelle,s Journ. Bd. 68, str. 374—378; Frobenius, Crelle,s Journ. Bd.
76, str. 224—226.
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zmienia tylko punkty osobliwe swoje potozenie, wszystkie za$ inne state
réwnania (7) pozostana bez zmiany.

Z wiasnosci tej wynika bezposrednio, ze, bez naruszenia ogolno-
sci, mozemy zawsze trzem punktom osobliwym nada¢ potozenie dowol-
ne, i naprzyklad mozemy jeden z nich przenies¢ do nieskonhczo-
nosci. Zwazajac na te wiasno$¢ widzimy réwniez, ze za state wyznacza-
jace rownanie (7) nie nalezy uwaza¢ oddzielnych n wielkosSci ei, lecz
tylko (n—3) z nich, albo raczej (n—3) ich stosunkéw podwdéjnego po-
dziatu. Tak wiec statemi réwnania (7) sa:

a) (n—3) stosunkéw podwojnego podziatu punktéw osobliwych ef,

0) 2n wyktadnikéw k'i k"i,

¢) (n—3) statych dowolnych A', B', ..., N', ktore wedtug Kleina
nazwiemy parametrami akcesorycznymi réwnania.

Razem 4n—6 statych.

Tyle co do ksztattu réwnania rézniczkowego. Jeszcze kilka stow
powiemy o zachowaniu sie catek tegoz rownania. Na ptaszczyznie zmien-
nej z poprowadzmy z dowolnego (ale zwyczajnego) punktu 20 linie wza-
jem sie nieprzecinajace: L, do punktoéw ei. Linie te nazywaé¢ bedziemy
przecieciami. W punkcie z* istniejg, jak widzieliSmy, zawsze dwie
catki od siebie liniowo niezalezne, tworzace uktad zasadniczy i pozwa-
lajgce sie przedstawi¢ w okolicy tegoz punktu zapomocg szeregéw (5)!
Szeregi te nazywamy wedtug Weierstrassa elementami poczgtko-
wymi funkcyi y1, y2. Jezeli zmiennej z pozwolimy porusza¢ sie do-
wolnie w swej ptaszczyznie, jednak tak, aby nie przekraczata linii 7v,
to z elementéw poczatkowych otrzymamy dalsze elementy funkcyi y1, y2.
Zbior wszystkich elementéw w ten spos6b otrzymanych tworzy gatezie
funkcyi Z1, y2, ktére nazywamy g ateziami poczatkowemi. Kazda
inng gatgz, (a jest ich wogble moéwigc nieskonczenie wiele), otrzymamy
z gatezi poczatkowych, pozwalajgc zmiennej z przekracza¢ poprowadzone
linie L, i wykonywac obiegi okoto punktéw osobliwych; punkty wiec
te sa zarazem punktami rozgatezienia naszych funkcyi. Jezeli ga-
tezie otrzymane z gatezi poczatkowych yl, yi wskutek obiegu okoto
punktu osobliwego e nazwiemy y'l, y'2, to wedlug Fuchsa istniejg
zwigzki:

ktérych wyznacznik
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Powiemy wiec: przy obiegu zmiennej z okoto punktu
osobliwego e ulegaja gatezie yl, y! podstawieniom linio-
wym, ktorych wyznacznik jest rozny od zera.

Takich rdznych podstawien jest oczywiscie n, to jest tyle, ile jest
punktéw osobliwych. Lecz z uwagi, ze po obiegu okoto wszystkich
punktow osobliwych powrécimy znowu do punktu wyjscia z wartoscia-
mi poczatkowemi y1, yl wynika, ze podstawienia te sg z sobg zwigzane
zapomoca rownosci

ktorej lewa strona przedstawia symbolicznie szereg po sobie wykony-
wanych podstawien VIi

Oczywiscie, ze wszystkie gatezie funkcyi yl, yt, do ktérych mo-
zemy wogole doj$¢ przez obiegi zmiennej z okoto punktéw osobliwych,
otrzymamy, wykonywajgc po sobie w dowolnym porzadku podstawia-
nia Ai. Wskutek tego te podstawienia nazywajg sie podstawieniami ro-
dzgcemi. Zbidér zas wszystkich w ten sposéb otrzymywanych podsta-
wien tworzy grupe roéwnania rézniczkowego, ktorg stale ozna-
cza¢ bedziemy literg T.

Wiasnosci réwnan w poprzednim ustepie przytoczone postuzg jako
przygotowanie do omodwienia wiasnosci funkcyi i funkcyi

automorficznej z (). Poruszymy tym sposobem zakres nowszej teoryi
funkcyi stanowiacy przedmiot licznych i rozlegtych badan, ktére dzieki
pracom Poincarégo i Kleina zajety od razu w nauce powazne stanowisko
i znalazty liczne zastosowania.

Z badan tych uwzglednimy tutaj tylko czes¢ ich nieznaczna. Cho-
dzi¢ nam mianowicie bedzie tylko o te gtébwne wiasnosci powyzszych
funkcyi, ktére nam w dalszym ciggu okaza sie potrzebnemi.

Zamiast rozwaza¢ funkcye yl, y2 z osobna, wezmy pod rozwage
ich iloraz :

Z zachowania sie catek yl, y! na ptaszczyznie zmiennej z wnosi-
my wprost o zachowaniu sie funkcyi n na tejze ptaszczyznie. A miano-
wicie: n jest w og6le moéwigc wielo- albo doktadniej nieskornczenie wie-
lowartosciowg funkcyg zmiennej z.
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Najogélnigjszem jej wyrazeniem jest:

gdzie a, b, ¢, d sg liczbami statemi dowolnemi, takiemi, ze

Podobnie jednak jak poprzednio, zwr6cimy uwage tylko na te gatezie
funkcyi n, ktére mozna otrzymac¢ z jednej raz obranej gatezi przez
obiegi zmiennej z okoto punktoéw osobliwych. Jako taka gataz poczat-
kowg przyjmiemy iloraz gatezi poczatkowych vy, yi. WoOwczas wszyst-
kie gatezie powyzej okreSlone funkcyi n, sa zwigzane z poczatkowq za-
pomoca podstawien liniowych

tworzacych grupe podstawien. Grupe te oznacza¢ bedziemy przez li-
tere F. Jej podstawieniami rodzacemi sg podstawienia

Zwigzane ze sobg zapomocg réwnosci:

Zauwazymy tu jeszcze, ze kazde z tych podstawien rodzgcych zawiera
trzy state o' B'f y'f. 87 tak, iz w grupie " zachodzitoby 3n statych.
Z uwagi jednak na ostatnig réwno$¢ i na to, ze charakter grupy sie

nie zmieni, jezeli zamiast n wprowadzimy wynika, iz ilos¢ tych

statych grupy redukuje sie do 3n - 6.

Geometrycznie przedstawiaja, jak wiadomo, podstawienia liniowe
(11), odtworzenie ptaszczyzny n na siebie samg. Przy tem odtworzeniu
przechodzg kota na ptaszczyznie znowu w kota i katy pozostajg zacho-
wane tak co do wielkosci, jak co do kierunku, w ktorym je liczyC raz
postanowiliSmy. Podstawienia wiec te wyrazajg analitycznie powino-
wactwo kotowe (Mbbiusa), a mianowicie w przeciwstawieniu do
podstawien, przy ktorych kierunki liczenia katéw ulegaja zmianie, no-
szg nazwe podstawien rodzaju pierwszego. Wedtug Kleina,
dzielimy te podstawienia na podstawienia eliptyczne, hyperboliczne, lo-
xodromiczne i paraboliczne. Podstawienia nalezace do trzech pierwszych
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poddziatéw posiadajg dwa punkty state m, i n, przy ktérych pomocy
mozna owe podstawienia przedstawi¢ w formie kanonicznej:

Owbéz podstawieniami eliptycznemi nazywamy te, dla ktérych mod p—1
a wiec p=e'®, podstawieniami hyperbolicznemi takie, dla ktérych p jest
liczbg rzeczywistg, dla podstawien za$ loxodromicznych p jest liczbg ze-
spolong (mod p</™)-

Nakoniec podstawienia paraboliczne stanowig przejscie miedzy pod-
stawieniami eliptycznemi i hyperbolicznemi, posiadajg tylko jeden punkt
stalty i mozna je przedstawi¢ w postaci

gdzie N jest liczbg stala.

Z rozwinie¢ funkcyi yi i y2 na szeregi (8 1). wynikajg bez zadnych
trudnosci nastepujgce przedstawienia funkcyi n w okolicy oddzielnych
punktow.

Jezeli przez n0 nazwiemy wartos¢ funkcyi n w punkcie zwyczaj-
nym 2,="0, to

gdzie
Zachowujac znaczenie powyzsze liczb mf, n,, mie¢ bedziemy w oko-
licy punktu osobliwego ei'

gdzie

Nakoniec jezeli przez ni0 oznaczymy wartos¢ n w punkcie z=oo,
to w przypadku, gdy ten punkt jest punktem zwyczajnym, co nadal
przyjmujemy, jest

gdzie

1) Oczywiscie Spoétczynniki a, i... sa inne niz Spotczynniki w réwn. (2).
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[Gdyby z — co byt punktem osobliwym, to

gdzie doi20, a A=k"'-k"].

Z rozwinie¢ tych bezposrednio wynika, iz punkty osobliwe e ro-
wnania roézniczkowego sg (wogble modwigc) punktami rozgatezienia tak-
ze funkcyi n.

Przy pomocy powyzszych wiasnosci funkcyi n nie trudno jest zbu-
dowaé réwnanie rézniczkowe, ktéremu ona czyni zado$é. Poniewaz naj-
ogolniejsze wyrazenie tej funkcyi

zawiera trzy state dowolne a:b:c:d, zadane wiec réwnanie rozniczko-
we bedzie rzedu trzeciego. Cechg tego rdéwnania bedzie oczywiscie to,
iz przy powyzszem podstawieniu pozostaje niezmiennem. Szukajac ta-
kiego niezmiennego wyrazenia

znalazt Schwarzl), iz

Wyrazenie to nazwat Cayley schwarzyanem, oznacza¢ je bedziemy
zapomocg symbolu, wprowadzonego przez Kleina: [n]j. Z wiasnosci
schwarzyanu jako niezmiennika, okazuje sig, iz, jako funkcya zmien-
nej z, nie zmienia sie przy obiegach tejze okoto punktéw osobliwych,
a przeto : schwarzyan [n]? jest funkcya jednowartosciowa zmiennej z. Nadto
rozwijajac [n]: przy pomocy wzorow (16), (17), (1-8), na szereg w oko-
licy oddzielnych punktéw, otrzymamy: dla punktu osobliwego z=eil

w okolicy za$ punktu

1) Schwarz: Ueher diejenigen Falle, in welchen etc., Crelle,s Journ. tom 75 str.
299 i nast.
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Schwarzyan zatem jest funkcya zmiennej zespolonej z jednowartoscio-
wa 1 nieposiadajagca punktdw istotnie osobliwych, lecz tylko skoriczong
ilos¢ biegundéw. Funkcya taka moze by¢ tylko funkcyga wymierng
algebraiczng, ktorej biegunami sg punkty osobliwe ¢- Korzystajac z osta-
tnich rozwinie¢ na szeregi, nietrudno jest te funkcye utworzy¢; otrzy-
mamy mianowicie;

Zwigzek ten przedstawia nam wiasnie zgdane rownanie roézniczkowe,
ktorego catkg jest funkcya 7)

Zauwazymy tu jeszcze, iz statemi tego rOwnania sag

n liczcb \— n—3 stosunkéw podwdjnego podziatu wielko-
§ci ¢-, oraz n—3 parametrow akcesorycznych: A, B< ..., N’ razem
3n—6 statych, t. j. dokladnie tyle, ile wynosi liczba statych grupy F'
funkeyi .

PowiedzieliSmy poprzednio, ze, aby pewng gataz funkcyi y odosob
ni¢, prowadzimy na ptaszczyznie zmiennej z z dowolnego zwyczajnego
punktu z0 do punktow osobliwych li-
nie ktérych przekracza¢ nie wolno.
Toz samo stosuje sie do funkcyi 7]
Dla jasnosci wyobrazmy sobie, zeSmy
ptaszczyzne z wzdtuz tych linii L, roz-
cieli; wowczas napewno do tak rozcie-
tej ptaszczyzny naleze¢ bedzie jedna
gataz funkcyi +. Zachodzi pytanie jaki
obraz tak rozcietej ptaszczyzny z przed-
stawia sie na plaszczyznie 7)?
Zauwazmy naprzéd, ze w okolicy
punktu zwyczajnego z0 jest funkcya 7
przedstawiona zapomocg szeregu potegowego, posiadajgcego wyktadniki
catkowite poczawszy od jednosci. Stad widoczna, ze obszar punktu zwy-
czajnego z0 odtworzy sie na obszar punktu 7j0 taki, iz zupetnemu obie-
gowi okoto punktu z0 odpowie jeden zupeiny obieg okoto punktu to.
Toz samo zachodzi w okolicy punktu z —oc gdy zatozymy, ze nie jest
punktem osobliwym, coSmy zresztg przyjeli.
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Inaczej sie rzecz przedstawia w punktach osobliwych. W okolicy
tych punktéw mieliSmy rozwiniecie na szereg:

Zawsze mozemy wybra¢ taka gataz, iz cze$¢ rzeczywista roznicy
-K'i-K'I' jest liczbg wiekszg lub rowng zeru, tak, iz gdy

Z rozwiniecia na szereg wynika, iz punktowi potozonemu w bliz-
kosci punktu osobliwego e odpowiada na ptaszczyznie n punkt potozony
w blizkosci mi. Podstawiajac za$

otrzymamy

Obiegowi wiec zupetnemu okoto punktu osobliwego odpowiada Aj
obiegéw okoto punktu m,; innemi stowy: obrazem obszaru punktu oso-
bliwego jest obszar punktu m zawarty miedzy ramionami kata 2A; .

Ramiona tego kata przechodza w siebie przy pomocy podstawien
(14, 15) i mianowicie, jezeli

mamy podstawienie eliptyczne
paraboliczne
hyperboliczne

loxodromiczne.

Zaznaczymy tu, ze w przypadku y) otrzymamy przy naszym spo-
sobie przeciecia ptaszczyzny, jako odtworzenie, Wogole méwigc, pas
wijgcy sie nieskonczenie wiele razy.

Obejmujac teraz cato$¢ odtworzenia, widzimy, ze jako obraz ptasz-
czyzny z otrzymamy na ptaszczyznie n pole wieloboku (Fig. 2), posia-
dajacego nastepujace wiasnosci:

1) Wielobok nasz jest %o-bokiem o tgcznosci pojedynczej.

2) Wierzchotki tego wieloboku dzieta sie na dwie klasy. Do
pierwszej nalezg te, ktére sg obrazem punktu z*, z ktéregoSmy prowa-
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dzili linie Li; na Fig. 2. oznaczyliSmy je przez litery i=1 2 .. n).
Do klasy drugiej zaliczamy te
wierzchotki: tnf) ktére sga odtwo-
rzeniem punktéw osobliwych.

3) Suma katow w wierz-
chotkach n<0 réwna sie 2tv, kiedy
zaktadamy, ze punkt zn jest punk-
tem zwyczajnym, co tu wiasnie
przyjmujemy.

4) Katy w wierzchotkach
mi sg réwne 2Wit.

6) Pary bokéw wieloboku wy-
chodzacych z wierzchotkéw njf,
przechodzg w siebie przy podsta-

wieniach A'i.  Wielobok ten nazywa si¢ wielobokiem zasadniczym.

Zaleznie od tego, czy funkcya n przyjmuje dla punktéw ptaszczy-
zny z wartosci nieskonczenie wielkie czy tez nie, pole naszego wielo-
boku przechodzi przez punkt n = o albo nie. Nadto, jezeli Aj = 1 moga
w wierzchotkach m, powstawa¢ punkty, posiadajgce ten sam charakter,
co punkty rozgatezienia powierzchni Riemanna a wskutek tego pole
wieloboku moze by¢ wielokrotnie pokryte. Zauwazymy juz jednak
z gory, ze w dalszym ciggu wytacznie mie¢ bedziemy do czynienia
z wielobokiem, ktérego pole na siebie nie zachodzi; z tegoto takze
wzgledu wytgczamy z rozwazania przypadek v.

Nakoniec wypada jeszcze kilka stéw powiedzie¢ o ksztatcie bokow
wieloboku. Ksztatt ten, zalezy oczywiscie od sposobu przeciecia plasz-
czyzny z, t.j. od ksztattu linii Li. Przez odpowiedni jednak dobor tych
linii zawsze do tego mozna doprowadzi¢, ze bokami wieloboku bedg
tuki kot. Wielobok za$ ograniczony kotami jest z tego wzgledu do
rozwazania dogodnym, ze, jak zauwazyliSmy przy podstawieniach li-
niowych (o ktéorych jeszcze nizej pomoéwimy), kota znowu przecho-
dza w kota. Nadal wiec boki wieloboku przyjmowaé bedziemy zawsze
jako tuki kot

Dotad moéwiliSmy o odtworzeniu ptaszczyzny z za pomocag jednej
(poczatkowej) gatezi funkcyi n. Inne gatezie tej funkcyi otrzymujemy,
jak wiadomo, z poczatkowej, przez wykonywanie na tejze podstawien gru-
py . Punkty wiec wieloboku, przedstawiajgcego odtworzenie ptaszczy-
zny z za pomocg dalszych gatezi, powstajg z punktéw wieloboku za-
sadniczego przy pomocy podstawien grupy I'. Punkty takie nazywaja
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sie punktami z sobg rownowazny mi, wieloboki za$ wielobokami z sobg
rownowaznymi wzgledem grupy . Widocznem jest, ze kazdy
z tycli wielobokéw stuzy¢ moze za wielobok zasadniczy; a z okreSlenia
ich wynika ta gtéwna wiasnos¢, ze rwielobok zasadniczy nie posiada
w swem polu punktéw z sobg réwnowaznych wzgledem grupy Iu.

Zbiér tych, wogole moéwiagc, nieskonczenie wielu wielobokéw po-
kryje ptaszczyzne n Ilub tylko jej cze$¢ raz albo wielokrotnie, sto-
sownie do pewnych warunkdéw, ktére nizej rozwazymy.

Na szczegoélniejsza uwage zastuguje przypadek, kiedy wszystkie
3n — 6 spotczynnikdéw roéwnania rzedu 3-go (20) s liczbami rzeczywi-
stemu Woéwczas punkty osobliwe lezg na osi rzeczywistej ptaszczyzny z,
i jako przeciecia mozemy uzy¢ odcinka osi rzeczywistej, tgczacej punkty
eiet . . .en. Nietrudno okazaé¢, ze temu wiasnie przecieciu odpowiada
wielobok otoczony kotami.

Jakoz z uwagi, ze rdéwnanie (20) posiada Spoétczynniki rzeczy-
wiste, wynika, iz, dobierajgc state catkowania rzeczywiste, mozemy dla
punktéw ktoregokolwiek z odcinkéw el ei + 1 przedstawi¢ pewng gatgz
funkcyi n za pomoca szeregu potegowego, posiadajacego Spotczynniki
rzeczywiste. Ze za$ kazda inna gatgz jest zwigzana z galezig raz obrang
przez podstawienie liniowe, z drugiej za$ strony prosta przechodzi przy
tem podstawieniu w koto (wogole), twierdzenie wiec powyzsze jest
okazane.

Stosownie do naszego rozciecia ptaszczyzny z jest wielobok za-
sadniczy (2n —2)-bokiem (Fig. 3), posiadajacym we wierzchotkach mi

i mn katy odpowiednio 2A,1t, 2A, 11, w pozostatych za$ wierzchotkach
mi i mi katy >Im.
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Uzupetniajac przecigcie odcinkiem enel , podzielimy plaszczyzne z
na potowy z sobg symetryczne. Temu podziatowi plaszczyzny odpo-
wiada nastepujacy podziat wieloboku zasadniczego. Jezeli obierzemy taka
gataz funkcyi n, ktéraby odcinek enel odtwarzata na odcinek mn m!
osi rzeczywistej n, to, poniewaz szereg przedstawiajacy te gatgz posiada
Spotczynniki rzeczywiste, punktom z,, symetrycznym wzgledem osi rze-
czywistej na ptaszczyznie z, odpowiada¢ bedg punkty symetryczne wzgle-
dem osi rzeczywistej na ptaszczyznie n. Wskutek tego odcinek il m,
dzieli wielobok zasadniczy na potowy symetryczne z sobg w zwy-
ktem tego stowa znaczeniu. OgOlnie wiec wielobok (m! ... mn. .. mt)
mozna podzieli¢ zapomocg pewnego kota, przechodzacego przez mi i
na czesci wzgledem tego kota symetryczne.

§ 3.

W ustepie tym zajmiemy sie z kolei funkcya odwrotng funkcyi n,
t. j. funkcyg ™(n)- Z uwagi, ze przy obiegu zmiennej z okoto punktu
osobliwego ei funkcyg n ulega jednemu z podstawienn grupy ' wynika
bezposrednio, iz w punktach z sobg réwnowaznych na ptaszczyznie n,
otrzymuje funkcya z (n) tez samg wartos¢, a wiec innemi stowy: funk-
cya z(n) pozostaje bez zmiany przy podstawieniach grupy I". | tejto
whasnosci charakterystycznej zawdziecza funkcyg z (n) nazwe nadang
jej przez Kleina: ,,funkcyg automorficznaa

Poniewaz zbiér wielobokéw zasadniczych pokrywa plaszczyzne n
albo jej czes¢ wogdle wielokrotnie, wiec takze, wogo6le méwigc, funk-
cya automorficzna z (n) jest funkcya wielowartosciowa.

Jednem wiec z najwazniejszych pytan, ktére sie tu nasuwaja, jest
pytanie: Kiedy funkcya z (n) jest funkcya jednoznaczng?

Pytanie to stanowito wilasnie gtowny przedmiot badan Kleina
i Poincar6go i nad niem musimy sie tu zastanowic.

Koniecznym i wystarczajagcym warunkiem jednowartosciowosci funk-
cyi z(n) jest, aby ptaszczyzna n albo jej czes¢ pokrytg zostata tylko
raz przez zbioér wielobokéw zasadniczych. Stad wynika naprzod, ze
pole wieloboku zasadniczego nie moze samo na siebie zachodzi¢. Nadto,
w statych punktach podstawien eliptycznych i loxodromicznyeh schodza
sie z sobg wszystkie te wieloboki, ktére powstajg z wieloboku zasadni-
czego przez powtarzanie odpowiedniego podstawienia. Do jednowartoscio-
wosci wiec funkcyi z () potrzeba, aby te wieloboki nawzajem na siebie
nie zachodzity, albo inaczej, aby, przy powtarzaniu nieograniczonem
owego podstawienia, nakrywaty sie doktadnie tak, izby réwnowazne punkty
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przypadly na siebie. Nie moze za$ to mie¢ miejsca, jezeli podstawienie
jest loxodromiczne albo nawet eliptyczne, ktérego amplituda ¢ (por.
str. 277) nie jest utamkiem 2m. Pomijajac te przypadki, zajmiemy sie
w dalszym ciggu wielobokami zasadniczymi, posiadajgcymi nastepujgce
dwie wiasnosci:

a) Katy we wierzchotkach mi sg réwne , gdzie li jest liczbg

catkowitg lub nieskonczenie wielkg;

b) podstawienia rodzace A\ grupy I'" sg podstawieniami eliptycznemi
lub parabolicznemi.

RoOwnanie rdzniczkowe (20) przybierze odpowiednio do tych zato-
zen ksztatt:

gdzie |, jest liczbg catkowitg, ktora stawac sie moze nieskonczenie wielka.

Powyzsze warunki jednak jednowartosciowosci funkcyi z (n) wecale
nie sa jeszcze wystarczajgce. O potrzebie warunkéw dodatkowych
przekona¢ sie mozna tatwo, poréwnywajgc state grupy [, okreslonej
przez wielobok zasadniczy ze statemi réwnania (21).

Tylko w przypadku, kiedy réwnanie posiada n=3 punktéw o0so-
bliwych, t. j. w przypadku tak zwanych funkcyi tréjkatnych, ilos¢
statych okreslajacych grupe I jest réwna ilosci statych réwnania, tak, iz
warunki powyzsze sg konieczne i wystarczajace, aby funkcya z () byta
funkcya jednowartosciowa.

Warunkami dodatkowymi dla przypadkéw n = 3 zajmowrali sie
w szeregu licznych rozpraw Schottky IR Poincare 8 i Klein 8).

W dwu rozprawach: ,Memoire sur les groupes Fuchsiennesu
i ,Memoire sur les groupes Kleineensu rozwaza Poincare wieloboki, kt6-
rych zbiér pokrywa calg ptaszczyzne tylko raz, stosujac metody
geometryczne. Z tych wielobokéw zajmowaé nas beda te tylko, ktore
nalezg do rodzaju p = O, a to dla tego, zeSmy Spotczynniki réwnan
rozniczkowych okreslili jako funkcye wymierne zmiennej z.

1) Schottky: Inaug. Dissertation. Breslau 1876 ; Crelle,s Jour. Bd. 83.

2) Poincare: Acta math., t. 1. p. 1—62; t. 1. p. 49—92.

3) Klein: Uber eindeutige Funct. niit linearen Transf. in sich. Mat. Ann Bd. 19,
20, str. 51 i nast. Neue Beitrage zur Riem. Theorie. Mat. Ann. Bd. 21, str. 141 > nast.
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W pracy pierwszej z powyzej wymienionych, otrzymuje Poincare
przez stosowne rozciecie ptaszczyzny z wieloboki, ktérych kota stojg
prostopadle do pewnego kota podstawowego, niezmieniajgcego sie przy
podstawieniach grupy P. Koto'to mozna, przez odpowiednie podstawie-
nie liniowe, zawsze zamieni¢ na linie prosta, n. p. na 0§ rzeczywista
ptaszczyzny, wskutek czego podstawienia grupy otrzymujg Spoétczynniki
rzeczywiste. Ow6z warunkami koniecznymi i wystarczajacymi na to, aby
zbiér wielobokéw pokrywat pole kota niezmiennego, wzglednie potowe
ptaszczyzny, albo cata plaszczyzne 7, tylko raz, sa

1) Pary bokéw zwigzanych z sobg zapomoca podstawien grupy,
powinny by¢ z sobg réwnowaznemi ;
2) Suma katéw w wierzchotkach, stanowiacych odtworzenie jednego

i tego samego punktu osobliwego e;, powinna by¢ réwng —, gdzie Z jest

liczbg catkowitg lub nieskoriczenie wielka.

Przez przemienianie pewnych statych przy zachowaniu katéw wie-
loboku otrzymat Klein (Comp. Rendus 1881) z powyzszych wielobo-
kéw, pokrywajacych pole kota, wieloboki ogoélniejsze, ktérych boki nie
stojg juz prostopadle do kota niezmiennego, ktorych jednak zbior po-
krywa jeszcze tylko raz obszar ptaszczyzny 7], ograniczony linig nie-
analityczna. Podstawienia grupy przez takie wieloboki okre$lone, po-
siadajg Spotczynniki zespolone.

Wieloboki powyzsze stanowig jednak tylko jedne klase (premiere
espece) wielobokéw badanych przez Poincarégo, w drugiej z powyzej
wspomnianych rozpraw. Précz tych bowiem , otrzymuje Poincare inne,
a to sposobem nastepujgcym: Grupe T, posiadajagcg Spoétczynniki zespo-
lone przedstawia geometrycznie, dzielac przestrzen lezaca ponad plasz-
czyzng 1] za pomocg kul (wzglednie ptaszczyzn), prostopadtych do
ptaszczyzny . Otrzymuje wiec jako geometryczny obraz grupy podziat
przestrzeni na wielosciany zasadnicze, przy pomocy ktorych wy-
prowadza nastepujace warunki nieciagtosci grupy:

1) Pary $cian zwigzanych z sobg zapomocg podstawien grupy,
powinny by¢ z soba réwnowaznemi;
2) Suma katéw dwusciennych nalezacych do krawedzi, tworzacych

jeden tak zwany cykl, powinna by¢ rowng y-, gdzie I- jest liczbg cal-

kowita.

Jezeli taki wieloscian zasadniczy posiada jako $ciany r wielobo-
kéw na ptaszczyznie «: JI* jF2, ... FCr), to kazdy z tych wielobokdw
jest na pewno wielobokiem zasadniczym grupy, zbior za$ wielobokow

Rozprawy mat.-prz.yr, T. XXV. 36
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réwnowaznych z jednym z nich, pokrywa tylko raz pewien obszar
ptaszczyzny n.

Zauwazy¢ nadto nalezy, ze istniejg jeszcze inne sposoby otrzymy-
wania wielobokéw zasadniczych. Wystarczy wspomnie¢ n. p. 0 sposobie
Kleinal) otrzymywania wielobokéw, zwanym przez niego ,lneinander-
schiebungu. Nie bedziemy sie jednak nad tym przedmiotem zastanawiali,
lecz poznawszy na drodze geometrycznej gtdwne wiasnosci wielobokdéw
zasadniczych , prowadzacych do jednorazowego pokrycia ptaszczyzny n
albo jej czesci, zwracamy sie do réwnania rozniczkowego (21).

Zachodzi mianowicie pytanie, kiedy réwnanie (21) okresla takie
wieloboki. Odpowiedzi na to pytanie, a na nich tylko poprzesta¢ mu-
simy, znajdujemy w oddzielnych twierdzeniach Kleina i Poincarego,
zamieszczonych w pracach powyzej wymienionych. Twierdzenia te ze-
brat i obszernie wytozyt Poincare w rozprawie: ,Sur les groupes des
equations lincairesu (Acta math. t. 1V). Twierdzenia te brzmia:

1. Zawsze mozna i tylko w jeden sposéb tak dobra¢ parametry
akcesoryczne V1, B, .. N réwnania (21), ze funkcya z (n) jest funkcya
jednowartosciowa, niezmieniajaca sie¢ przy podstawieniach grupy I, po-
siadajgcych Spotczynniki rzeczywiste, i istniejacg wewnagtrz kota, albo
wzglednie wewnatrz potowy ptaszczyzny n. W tym wiec ostatnim przy-
padku jest to koto albo 0§ rzeczywista granicg naturalng funkcyi z (n).

2. Roéwniez tylko jednym sposobem mozna dobra¢ parametry akce-
soryczne tak, iz funkcya automorficzna -z(n) jest funkcyg jednowarto-
Sciowa, istniejacg w calej plaszczyznie n i niezmieniajaca sie przy
podstawieniach, posiadajgcych czyto Spotczynniki rzeczywiste, czy tez
Spotczynniki zespolone.

3. Nakoniec zawsze mozna nieskonczenie wielu sposobami dobraé
tak parametry, iz funkcya z(n) jest funkcyg jednowartosciows, nie-
zmieniajgca sie przy podstawieniach grupy o spoétczynnikach zespolonych
i istniejacg w pewnych tylko obszarach ptaszczyzny! n.

W ustepach 17-ym i nastepnych, powyzej przytoczonej rozprawy,
zajmuje sie Poincare przyblizonem obliczaniem parametréw akceso-
rycznych.

Dla jasnosci zaznaczam jeszcze raz, ze z tych grup i funkcyi,
ktérych ogélny rys podatem, uwzglednimy tylko szczeg6lne przypadki.
I tak, jak wspomnieliSmy, zajmiemy sie grupami, naleZzagcemi do ro-

1) Zob. Klein: w wyzej przytoczonej pracy, Mat. Ann. 21 (1882), str. 141 i nast.
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dzaju p — 0, lecz i z tych grup tylko te rozwaza¢ bedziemy, ktére pro-
wadzg do jednorazowego pokrycia czesci ptaszczyzny n.
8 4

Jednowartosciowa funkcya z{ti) ustanawia miedzy ptaszczyznami
z i n odpowiednio$¢ taka, iz jednemu punktowi ptaszczyzny n odpowiada
jeden punkt ptaszczyzny z, lecz jednemu punktowi ptaszczyzny z od-
powiada wogoble nieskonczenie wiele punktéow (z sobg réwnowaznych)
ptaszczyzny n. Chcac jednak doprowadzi¢ do tego, izby jednemu punk-
towi z odpowiadat tylko jeden punkt ptaszczyzny n, uciekamy sie do
znanego w teoryi funkcyi algebraicznych sposobu Riemanna. Wyobra-
zamy wiec sobie, ze do kazdego wieloboku zasadniczego nalezy osobna
ptaszczyzna z, ktoérg nazywamy lisciem (Blatt). Liscie te umieszczamy
jeden na drugim i tgczymy je z sobg w punktach osobliwych tak, iz
n. p. w punkcie ei tgczy sie z sobg kazdym razem Ili lisci w porzadku
kotowym. W ten sposob zbudowana powierzchnie nazywaé bedziemy
powierzchnig Riemanna, nalezacg do funkcyi n (z) lub do réwnania (21).
Jej punktami rozgatezienia sa naturalnie punkty osobliwe e, linie
za$ Li sg liniami przejscia z jednego miejsca do nastepujacego.

Tego sposobu wyrazania sie z powodu jego wielkiej dogodnosci
bedziemy uzywali bardzo czesto w dalszym ciggu. Powiemy wiec n. p.
funkcya n (z) odtwarza stosownie do naszej umowy nalezacg do niej, wogdle
mowiac, nieskonczenie wielolisciowa powierzchnie Riemanna na zbidr
wielobokow, pokrywajgcych tylko raz pewien obszar ptaszczyzny n.

ROZDZIAL II.
Funkcye:

Nie zaznaczyliSmy dotad wyraznie, lecz jest to oczywiste, ze nie-
skonczenie wiele réwnan rzedu 2-go prowadzi do tegoz samego réwna-
nia rzedu 3-go (21). Sa to mianowicie rdéwnania, ktore posiadajg tez

same roznice wyktadnikéw

Naodwroét, majgc dane réwnanie (21), mozemy tatwym sposobem
otrzyma¢ wszystkie rOownania, do niego nalezgce, rzedu 2-go. W tym
celu przyjmujemy:
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gdzie

Owoz twierdzimy, ze tak okreslone funkcye nl, n? zado$¢ czynig row-
naniu rozniczkowemu rzedu 2-go. Zwazmy bowiem, ze jezeli nl, n?
majg by¢ catkami réwnania, to réwnanie to mozemy napisa¢ w postaci
wyznacznika:

Z réwnosci (1) wynika

a wiec zadane réwnanie otrzymuje Kksztait:

Jezeli przy obiegach zmiennej z funkcya n ulega podstawieniom

to poniewaz

ulegajg nl, n? przy obiegach podstawieniom:

posiadajgcym wyznaczniki
Poniewaz spotczynnik przy jest réwny zeru, wyktadniki wiec

czynig zados¢ réwnosciom
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Poniewaz za$

wiec

Suma tych wyktadnikéw

skad sie okazuje, ze w powyzszem rownaniu punkt z=co jest takze
punktem osobliwym.

Kazde inne réwnanie rzedu 2-go nalezace do réwnania (21) otrzy-
mamy z rownania (2) podstawiajgc

Wyktadniki nalezace do punktéow osobliwych w ten sposéb otrzymy-
wanych réwnan sa:

Jezeli zada¢ bedziemy, aby punkt z=oco byt punktem zwyczajnym,
to poniewaz woéwczas X ki- -k"i=n-PR, nalezy tak dobra¢ liczby ai (co
zawsze uczyni¢ mozna), aby

Wychodzac wigc z réwnania (21) Rozdz. I, mozna z pomiedzy
rownan rzedu 2-go, do owego réwnania nalezacych, wybiera¢ najodpo-
wiedniejsze, zaleznie od celu, ktory sobie wytykamy. Dla nas najodpo-
wiedniejszemu w dalszym ciggu okazg sie takie, ktérych rozwigzania
yl, y? nie posiadajg punktéw rozgatezienia na powierzchni Riemanna na-
lezacej do funkcyi n (z). Zastanowi¢ sie wiec musimy nad tem, czy
i wzglednie kiedy powyzszy warunek moze by¢ spetniony.

W tym celu rozrézni¢ nam nalezy dwa przypadki: a) wszystkie
liczby li sg liczbami skonczonemi, ©¢) miedzy liczbami li znajdujg sie
nieskonczenie wielkie.

Jezeli funkcye yl, y? majg byé funkcyami nierozgatezionemi na
powierzchni Riemanna i liczby li sg wszystkie liczbami skoriczonemi,
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to, poniewaz w kazdym punkcie rozgatezienia powierzchni, schodzi sie
z sobg li lisci, wyktadniki K'i, k'™ musza by¢ ksztattu:

gdzie rl sg liczbami catkowitemi ksztattu ri=r'i-{-inli a r'i i m sg
liczbami catkowitemi oraz r"i <.
Woéwczas z réwnania (3) mamy

Podstawiajgc te wyrazenia w roéwnanie (4) i zwazajagc na powyzsza do-
wolnos¢ liczb ri, otrzymamy réwnanie

stanowigce warunek dla liczb i

Jezeli jednak miedzy liczbami li znajdujg sie nieskonczenie wielkie to
w odnosnych punktach osobliwych e, nazwijmy je ek, tgczy sie z sobg w po-
rzadku kotowym nieskonczenie wiele lisci. Dla tych wiec punktéw moga
wyktadniki k' — ki" posiada¢ dowolne wartosci rzeczywiste i zawsze
jeszcze funkcye yl, nie bedg w tych punktach na powierzchni Rie-
manna rozgatezione. Oznaczajac te wyktadniki przez ¥ =% -p- i za-
chowujgc wskaznik i dla punktow osobliwych, dla ktorych li sg skon-
czone, otrzymamy zamiast (6) réwnosc:

liczba catkowita.

Poniewaz tutaj rt sg liczbami dowolnemi, zatem przy odpowied-
nim doborze rk zawsze istniejg rozwiazania réwnania (7).

Inaczej rzecz przedstawia sie w przypadku pierwszym i nad nim
nalezy sie blizej zastanowié. Roztrzasng¢é mianowicie nalezy, kiedy roé-
wnanie (6) posiada rozwigzanie w liczbach catkowitych ri.

Poniewaz prawa strona roéwnania (6) jest liczbg catkowitg dowol-
ng, réwnanie wiec owo mozemy napisa¢ w postaci kongruencyi:
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Rozwigzaniem tej kongruencyi zajmowat sie E. Ritter ’); podaje-
my tu jego rezultaty i wskazujemy do nich droge nieco zmieniona
i moze przystepniejsza.

Rozrézniamy dwa przypadki:

1) Wszystkie liczby |, sg nieparzyste.

Przy tem zatozeniu sg liczby 2riz=1-1i liczbami parzystemi:

Podstawiajgc w réwnaniu (6)

otrzymamy réwnanie:

liczb, catkow.

Dla uproszczenia rozumowania przyjmiemy prawa strone roéwna zeru,
co z powodu dowolnosci v, zawsze uczyni¢ mozemy. ROwnanie w ten
sposéb uproszczone:

posiada widocznie rozwigzania v, = 0, albo raczej vi= 0 (mod /) Zau-
wazymy, ze rozwigzanie to jest tylko wtedy jedyne, kiedy liczby li sa
wzgledem siebie pierwsze. Mnozac bowiem woéwczas lewg strone réwna-

nia przez -y—, gdzie L=11, C,. .., Z, a Zu oznacza ktoragkolwiek z liczb

Z, otrzymujemy warunek konieczny

Postepujac w podobny sposéb nietrudno sic przekonaé, ze w kazdym
innym przypadku istnieja obok powyzszych jeszcze inne rozwigzania.

1) W pracy: Die eindeutigen automorphen Formen etc. (Math. Ann. Bd./j"l, str.
30—35) zajmuje sie Ritter wyznaczaniem pewnych ,uktadéw czynnikéw!', od ktérych
istnienia zalezy istnienie grupy ' podstawien liniowych jednorodnych izomorficznej
wzgledem grupy ' podstawieni niejednorodnych. Niezadtugo zobaczymy, ze te pytania wcho-
dzg takze w nasz zakres; stad wiec tozsamo$¢ warunkéw. Dla doktadnosci zauwazymy
jeszcze, ze zwigzki, zwane przez Rittera drugorzednymi (secundare Relationen), tutaj
odpadajg; ograniczyliSmy sie bowiem do funkcyi istniejacych tylko wewnatrz pewnego
obszaru (kota) ptaszczyzny n.
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2) Miedzy liczbami I, znajduje sie jedna lub wiecej
p ar zy s tych.

Wéweczas obok kongruencyi (8) wystepuje jako warunek inna,
ktéra na podstawie réwnania (6) w ten sposob otrzymujemy.

Mnozac roéwnanie (6) przez podwojong najmniejsza spoing wielo-
krotnos¢ 2L liczb Z, mie¢ bedziemy:

Poniewaz tak L jak i -y- jest podzielne przez 2, zatem

co jest wiasnie nowym warunkiem dla liczb Z. Jezeli przez 11, 12,...,Z),
oznaczymy te z liczb li, ktére zawierajg najwyzsza potege dwu: 21
i nazwiemy:

to powyzsza kongruencya (9) zredukuje sie do:

gdzie juz tak A jak IALLA2 ... ™ sg liczbami nieparzystemi. Stad

za$ wprost wynika, iz tej ostatniej, a wiec takze kongruencyi (9), tyl-

ko wodwczas staje sie zado$¢, gdy & jest liczbg parzysta; zatem

kongruencya (9) posiada tylko woéwczas rozwigzania, jezeli ilos¢ liczb Z,
zawierajacych najwyzsza potege 21 jest parzysta.

Naodwr6t, jezeli warunek (9) jest spetniony, to poniewaz liczby

nie majg wszystkie spolnego dzielnika, zawsze znalez¢ mozemy liczby

catkowite r, czynigce zado$¢ rownaniu nieoznaczonemu, posiadajgcemu
Spoétczynniki catkowite:

czyli réwnaniu

Jezeli ilos¢ punktow osobliwych n przedstawia liczbe parzysta, to
oczywiscie liczby ri sg takze rozwigzaniami kongruencyi (8); jezeli za$
n jest liczbg nieparzystg, to kongruencyi (8) stanie sie zados¢, gdy za-
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miast jednej z liczb ro podstawimy: ra — la, gdzie la jest jedng z liczb
parzystych ukfadu liczb i

Widzimy wiec, ze kongruencya (8) zawsze posiada rozwigzania,
jezeli tylko liczby li czynig zado$¢ kongruencyi (9).

Mamy zatem twierdzenie: zawsze istnieja rownania roz-
niczkowe rzedu 2-go przy danych li, ktérych caitki yl,y!
nie sg rozgatezione na powierzchni Riemanna nalezgcej
do funkcyi ri(z). Woyjatek stanowi przypadek, Kkiedy
wszystkie liczby |li sg skonczone i nieparzysta ich ilosc¢
zawiera jako czynnik najwyzszg z poteg liczby 2 zacho-
dzacych w liczbach Z; woéwczas takie réwnania na pewno
nie istnieja.

8 2

Charakterystycznym zwrotem, ktory teraz badaniu nadajemy, jest
to, ze jako zmienng niezalezng obieramy wielkos¢ n.

Wogoble mowigc, catki yl, y? sg funkcyami wielowartosciowemi
tej zmiennej. W przeciwstawieniu temu ogolnemu zachowaniu sie ca-
tek yl, y? twierdzimy: jezeli rownanie roézniczkowe rze-
du 2-go posiada nastepujace dwie wiltasnosci: 1) catki
jegoyl, y? nie sg rozgatezione na powierzchni Rie-
manna n (z); 2) funkcyan() odtwarza owa powierz-
chnie Riemanna na obszar (n. p. kolo) ptaszczyzny
n pokryty raz zupeilnie, t j. jezeli funkcya auto-
morficzna z(n) jest funkcya jednowarto$ciowa istnie-
jaca tylko wewnatrz obszaru, —

to catki yl, y! takiego rownania rozniczkowego sa
funkcyami jednowartosciowemi zmiennej n istnie-
jacemi wewnatrz owego obszaru.

Aby tego twierdzenia dowie$¢, potrzeba naprzod okazaé¢, iz fun-
kcye yl (n), y! (n) nie posiadajg w obszarze ptaszczyzny n, w ktéorym
istnieja, punktéw rozgatezienia. W tym celu rozwazy¢ nam nalezy dwa
rodzaje punktéw:

1)punkty n=n0 lezagce na polu wielobokéw. Punktom tym, jak
wiadomo, odpowiadajg punkty zwyczajne ptaszczyzny z, dla ktérych
mieliSmy rozwiniecia (2) i (16):
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Z ostatniego réwnania otrzymujemy wyrazenie:

ktére podstawiajgc w dwu pierwszychwyrazeniach, otrzymamy dla y1, y?
szeregi potegowe idgce wedtug catkowitych rosngcych poteg n—np.
Punkt wiec n =n0 jest takze dla funkcyi yl, yi punktem zwyczajnym.
Tozsamo stosuje sie do punktu n=n00}

2) punkty n=m, bedace wierzchotkami wiclobokéw. Punktom tym
odpowiadajg na ptaszczyznie z punkty osobliwe e, dla ktérych istniaty
rozwiniecia:

Z ostatniego rozwiniecia mamy :

tak, iz

Stad sie okazuje, ze takze punkty n=mi nie sa punktami rozgatezienia
funkcyi y1, y2.

PrzypusciliSmy tu, ze |, sg liczbami skoczonemi. Lecz jezeli Z jest
liczbg nieskonczenie wielkg, to, poniewaz w odpowiednich punktach
n=mi, takze log (z—ejk) jest funkcya nierozgateziong, zatem roéwniez
(z—€k)r<, gdzie rk jest liczbg dowolng rzeczywistg (nawet niewymierng)
posiada tez sarne wiasnos¢. A wiec i w punktach mk nie sg yl, y? roz
gatezione. C. b. d. o.

Dla uzupetnienia dowodu twierdzenia o jednowartosciowosci funkcyi
YV, Yl zauwazymy, ze obszar ptaszczyzny rl, w ktérym sie znajdujemy,
jest obszarem o0 tgcznosci pojedynczej, tak iz kazda droga zamknieta,
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zakreSlona wewnatrz tego obszaru, pozwala sie w sposob ciggly, bez
przerwy, zredukowaé¢ do jednego punktu.

Tym wiec sposobem twierdzenie nasze jest okazane. Wnioskiem
z niego bezposrednim jest to, Zze grupa I podstawien jednorodnych ro-
wnania rézniczkowego rzedu 2-go jest izomorficzng wzgledem grupy I
podstawieri liniowych niejednorodnych funkcyi n.

Nad tym stosunkiem grup I'i " nalezy sie blizej zastanowié.

Zauwazmy naprzod, ze Spétczynniki podstawienia Ai grupy I mo-
ga sie rozni¢ od spoétczynnikéw odpowiedniego podstawienia grupy I
tylko czynnikiem statym o,

W Rozdziale 1 mieliSmy miedzy podstawieniami rodzacemi grupy
" zwigzek (13). Nadto jezeli miedzy podstawieniami grupy " znaj-
dujag sie podstawienia eliptyczne A'i o peryodzie 1., to z postaci
tych podstawienn wprost wynika, ze takie podstawienie Z razy powtorzone
prowadzi do podstawienia tozsamosciowego

Takich zwigzkéw roznych od siebie otrzymamy tyle, ile zachodzi ré-
znych od siebie podstawien eliptycznych rodzacych.

Poniewaz grupa I jest grupg izomorficzna wzgledem grupy I, t.].
kazdemu podstawieniu grupy " odpowiada jedno podstaivienie grupy I
i nawzajem, wiec miedzy podstawieniami grupy I istnie¢ musza doktad-
nie tez same zwigzki, co miedzy podstawieniami grupy I'. Zwigzek
odpowiadajgcy zwigzkowi (13, Rozdz. I) byt przedstawiony przez réwnanie
(10, Rozd. I). Zwigzkom za$ powyzszym (11) odpowiada¢ beda:

Stad wynika, ze takze miedzy spétczynnikami d. istnieja pewne zalez-
noéci. Aby je blizej poznaé, przyjmiemy, Ze wyznaczniki podstawien (VI)
grupy [ sga réwne jednosci (co zawsze osiggnag¢ mozna) a nadto wpro-
wadzimy wraz z Ritterem 1) do pomocy grupe jednorodng F" taka, iz
jednemu podstawieniu

odpowiadajg dwa podstawienia:

1) L c. str. 22 i nast.
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a wiec takze szczeg6lnie podstawieniu tozsamosciowemu

dwa podstawienia:

Taka grupe '™ widocznie zawsze zbudowa¢ mozemy. Zwigzkom (12
Rozdz. 1) i (11) miedzy podstawieniami grupy ' odpowiadajg przy od-
powiednio dobranych podstawieniach tej nowej grupy zwigzki

Otdz, poniewaz Spoétczynniki podstawienn grupy I roznig sie od
spotczynnikéw podstawien grupy '™ tylko czynnikami ¢, podstawienia
za$ grupy I zado$¢ czynig zwigzkom (10, Rozdz. 1) i (12), wiec mig-
dzy spotczynnikami ¢i istnieja réwnosci:

Stad za$ jest widoczne, ze Spotczynniki ¢t nalezace do podsta-
wien eliptycznych grupy jakotez do wszystkich, ktoére z powyzszych
przez powtarzanie i kombinacye powstajg, sg pierwiastkami z jednosci

i majg ksztatt:

Zanim przedmiot ten opuscimy, zrobimy jeszcze uwage nastepu-
jaca. W 8. 1-ym tego rozdzialu widzieliSmy, ze catki nil, n, réwnania
rozniczkowego (2) ulegaja podstawieniom jednorodnym o wyznaczniku
rownym jednosci. Z temi catkami sg zwigzane catki yl, y,i, do ktérych
nalezy grupa I, zapomocg réwnosci:

Przy obiegu zatem okoto punktu osobliwego e; przybeda dla skon-
czonego przy spotczynnikach podstawien funkcyi nl, n? czynniki:

co jest zgodne z powyzszym rezultatem.
Nadto, gdy {=oo, to czynniki te beda:

www.rcin.org.pl



O CALKACH ROZWIAZAN. 293

a wiec takze dt sg pierwiastkami z jednosci. Nakoniec z réwnania (6)
i (7) wprost wynika zwigzek:

albo wzglednie

§ 3.

Przechodzimy do naszego wilasciwego zadania, a mianowicie do ba-
dania catek rozwigzan rownan rézniczkowych wyzej okreslonych:

Warunki, pod ktérymi funkcye yl, y2 sg funkcyami jednowarto-
sciowemi zmiennej 1, wymienione w ustepie poprzedzajgcym, potrzebujg
tylko nieznacznego uzupetnienia, aby pozostaty warunkami koniecznymi
i wystarczajgcymi, na to, aby takze funkcye

byty na ptaszczyznie n funkcyami jednowarto$ciowemi.
W istocie, przyjmujac zamiast z wielko$¢ n za zmienng niezalezna,

nalezy zamiast dz podstawic¢ .dn. Poniewaz jednak funkeya z(n)

jest jednowartosciowa, wiec toz samo stosuje sie do jej pochodnej, tak, iz
pod znakami catkowania posiada¢ bedziemy same funkcye jednowartoscio-
we. Jezeli wiec tylko postaramy sie jeszcze o to, abysmy wewnatrz ob-
szaru ptaszczyzny n nie otrzymywali punktow ,logarytmicznych”, t. j.
punktéw, dla ktorych

to i wowczas jeszcze kazdg droge zamknieta wewngtrz obszaru, bedzie-
my mogli zredukowac¢ do jednego punktu dowolnego, a wiec i wdwczas
jeszcze funkcye |, yj, jako funkcye zresztg nierozgalezione pozostang
funkcyami jednowartosciowemi.

Aby rozstrzygng¢, kiedy yl, j? posiadajg punkty logarytmiczne,
wystarczy, jak zwykle, rozpatrzy¢ trzy rodzaje punktow:

1) Nad punktem zwyczajnym z0 ptaszczyzny z w odlegtosci skoni-
czonej nie bedziemy sie zatrzymywali, gdyz jak z rozwinie¢ funkcyi
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Uli yt w okolicy takiego punktu sie okazuje, jest on takze punktem
zwyczajnym dla funkcyi ji1, ji.

2) Jezeli jednak zO=cof to podstawiajgc 2::t—j otrzymamy

Wprowadzajgc wiec zamiast yl, yi rozwiniecia ich na szeregi (2),
mie¢ bedziemy w okolicy punktu t=0

Aby zatem nie wystepowaly logarytmy, potrzeba, izby al=31=0, co
ze wzgledu na nieréwnos$¢ auv31l—ald0¢(9 jest niemozliwe. Tak wiec,
w razie gdy punkt t—O0 czyli z = o jest dla funkcyi vy,, punktem
zwyczajnym, to jest on dla funkcyi J1, J, punktem logarytmicznym.
Stad wynika, ze punkt z = co musi by¢ punktem osobliwym réwnania,
jezeli nie chcemy mie¢ punktéow logarytmicznych w funkcyach jil ji.
Aby jednak unikng¢ wprowadzania nowych punktéw osobliwych, prze-
nosimy jeden z punktéw osobliwych: en do nieskorficzonosci i tym spo-
sobem ograniczamy sie do rozwazania

3) n punktéow osobliwych el, e ... e, (, en=rco.
Jezeli liczby 7, AV - ==sg liczbami skonczonemi, to, aby

punkty ei nie bylty punktami logarytmicznymi, wystarcza zatozenie, ze
wyktadniki

nie otrzymujg wartosci ujemnych catkowitych, a

wartosci catkowitych mniejszych od 2.

Jezeli za$ li-oco to odpowiednie wykiadniki K'i-k"i przyjmowac
moga wartosci jakiekolwiek, gdyz w punktach mi, odpowiadajacych pun-
ktom g, jest jeszcze, jak w 8 2 zaznaczyliSmy, log (z—¢) funkcya je-
dnowartosciowa.
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8. 4.

Rozwazywszy oddzielne punkty osobliwe funkcyi j1, j2, zwréémy
teraz uwage na zachowanie sie tych funkcyi przy dowolnej zmia-
nie, t j. przy dowolnych obiegach zmiennej z okoto punktéw osobli-
wych (rozgatezienia) powierzchni Riemanna. Ograniczymy sie przytem
do funkcyi , J2, nieposiadajgcych punktéw logarytmicznych.

Jako granice nizsze funkcyi yl, j2 obieramy punkt staty, zresztg
dowolny z0 (moglibySmy réwnie dobrze dwa state punkty obrac) i uwa-
zamy J1, j? jako funkcye krancow wyzszych z; mamy zatem:

Pochodne tych funkcyi:

ulegaja, jak wiadomo, przy obiegach zmiennej z podstawieniom linio-
wym jednorodnym grupy I

ktore blizej poznaliSmy w §. 2-gim.

Catkujac obustronnie ostatnie réwnania i oznaczajgc state catko-
wania przez /», otrzymamy podstawienia ksztattu:

ktérym ulegajg funkcye jl1, j2 przy obiegach zmiennej z okoto punktow
osobliwych e(.

Widocznem jest, ze wykony wajac po sobie podstawienia (16), zawsze
otrzymywac bedziemy podstawienia tego samego ksztattu. Zbidr wiec
podstawienn (16) tworzy dla siebie grupe, ktdrg stale oznacza¢ bedziemy
literg G. Jej podstawieniami rodzacemi sg podstawienia /\I.

Z uwagi , ze nietylko yl, yj, lecz takze jt, j? sg funkcyami
jednowartosciowemi zmiennej n wynika, ze kazdemu podstawieniu grupy I
lub grupy I' odpowiada jedno i tylko jedno podstawienie grupy G.
Lecz i nawzajem, majac dane podstawienie A, grupy Gj mamy tem-
samem okreSlone podstawienie Ai grupy [ lub podstawienie A'i
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grupy I'. Grupa zatem ¢rjest izomorficzna wzgledem gru-
py I lub I'.

Stad za$ wynika, ze miedzy podstawieniami grupy G zachodzg
tez same zwigzki, co miedzy podstawieniami grupy f:

Réwnania te wiodg do zwigzkéw liniowych jednorodnych miedzy
nowemi statemi p, g nalezacemi do grupy G. Jakoz, wykonywajac
po sobie dwa podstawienia

otrzymamy podstawienie ztozone:

Stad juz mozemy wnie$¢ o0 sposobie tworzenia sie spétczynnikéw
przy wykonywaniu dalszych podstawien: A3, ..., A,. Nazywajgc dla
krotkosci Spotczynniki podstawienia Al . A, ... Av przez av, 6v, cv, W,
Pv, Qy, mie¢ bedziemy :

gdzie oczywiscie:

Podstawiajac tutaj v=n mamy, na mocy réwnania (17), za-
dane zwigzki
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Jezeli za§ w (19) podstawimy v = li i zwazymy, ze przy powta-
rzaniu podstawienia A, jest =pi, qyi=qi, otrzymamy zwigzkKi:
gdzie av~!, ... sg spoOtczynnikami podstawienia Av

Réwnania (21) majg miejsce, jezeli wyznacznik:

Aby dowies¢ tej ostatniej rownosci, zwazmy, ze wiasnos¢ przez
nig wyrazona stosuje sie do kazdego podstawienia eliptycznego bez
wzgledu na jego ksztatt. Dla utatwienia wiec dowodu, wprowadzi-
my ksztatt nastepujacy. Na stronie (274) widzieliSmy, ze kazde podsta-
wienie eliptyczne daje sie przedstawi¢ w ksztatcie kanonicznym:

gdzie mi i ni sg punktami statymi podstawienia. Przy pomocy podsta-
wienia

mozemy zawsze do tego doprowadzié¢, ze punktami statymi podstawie-
nia tego bedg mi = O, n( = oo, w skutek czego podstawienie eliptyczne
przyjmie prosta postac:
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Podstawieniu temu niejednorodnemu odpowiadaja, bez wzgledu na
znak, podstawienia jednorodne grupy ™ 1)

a wiec, jezeli, jak zawsze, of oznacza odpowiedni czynnik, podstawie-
niami grupy jednorodnej I beda:

czyli z uwagi, ze o'.>=-7, podstawieniami temi beda:

jest wiec ai=0, Pf =0, yi=0] & =1 i rédwnos¢ (22) redukuje sie
do réwnania

wskazujacego, ze ¢ jest pierwiastkiem roéwnania (o-),’ = 1, ktére zno-
wu jest nastepstwem réwnania ¢>' = — 1. Istotnie wiec réwnaniu (22)
staje sie zawsze zados¢, a przeto: rownania (21) okreslajg sto-
sunek statych”,. i “nalezgcych do podstawienia elip tycz-
nego. Nakoniec zauwazymy tutaj, ze dowolno$¢ punktu z0 pocigga za
sobg dowolno$¢ dwu statych p i y, tak, iz obierajgc n.p. ten punkt z0
za osobliwy, otrzymamy dla odpowiednich statych p i q wartosci rowne
zeru. Nadto mozemy funkcye ji, ji pomnozy¢ przez czynniki stale,
przez co wecale ich istoty nie zmienimy.

8 b

Znajgc podstawienia rodzace grupy G, mozemy przez powta-
rzanie ich i kombinowanie otrzyma¢ kazde inne podstawienie, nale-
zace do dowolnie danego wieloboku ptaszczyzny n. Drogato jednak
dtuga i mozolna. Zachodzi wigc pytanie, czy nie mozna wprost dla da-

') Ritter 1 c. str. 23.
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nego wieloboku, czyli dla danego podstawienia grupy ", wyznaczy¢
odpowiedniego podstawienia grupy G?

Przypuszczajac znajomos$¢ grupy I, a wiec znajomos¢ czynnikéw g,
potrzebujemy, w odpowiedzi na powyzsze pytanie, okresli¢ blizej state
p i g. Poniewaz grupa G jest izomorficzna z grupa I, wiec te stale
sq funkcyami jednowarto$ciowemi spoétczynnikéw a, B, y, 6. Zajmiemy sie
teraz temi funkcyami, a w szczeg6lnosci wyprowadzeniem wzoréw, po-
zwalajacych te state przy danych a, (3, y, o stopniowo obliczy¢. Aby
jasno cale postepowanie przedstawié, przeprowadzimy rzecz na szcze-
gélnym przyktadzie, zaznaczajac, iz metoda uzyta stosuje sie do kaz-
dego przypadku.

Przyktad, o ktorym mowa, bierzemy z tebryi funkcyi moduto-
wych. W teoryi tych funkcyi gra, jak wiadomo, wielka role réwnanie
rozniczkowe rzedu 3-go, ksztattu réwnan (21 Rozdziatu 1), posiadajgce
trzy punkty osobliwe el = oo, =1, &8 = O, do ktérych nalezg liczby:
lj=o0, { =<4 = 3.

Powierzchnia Riemanna nalezagca do funkcyi n(-€) jest nieskon-
czenie wielolisciowa; w jej punktach rozgatezienia tacza sie z soba, sto-
sownie do powyzszych wartosci liczb li, w jednym nieskoriczenie wiele
lisci, w drugim dwa, w trzecim trzy liscie. Zatem wedtug tego, cosmy
wyzej powiedzieli, mozna znalez¢ zawsze jedno albo wigcej réwnan
rozniczkowych rzedu 2-go takich, ze catki yl, yi nie sg na tej po-
wierzchni rozgatezione. Jakoz, rownanie (7) redukuje sie tutaj do ro-
wnania

Jednem z rozwigzan tego roéwnania jest ukfad liczb:

Wyktadniki wiec odpowiedniego réwnania rozniczkowego rzedu
2-g0 majg ksztaitt

liczby catkowite 5, sa, sy nalezy tak dobraé, aby sie stato zadosé
réwnaniu warunkowemu:
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czyli réwnaniu

Takiemi liczbami sg miedzy innemi: sl = s)=s} =-Z, tak, iz osta-
tecznie wyktadniki k'i, k'i' otrzymujg wartosci;

w skutek tego rownanie rézniczkowe, ktérego catki rozwazac¢ bedziemy
jest:

O funkcyi 1 () wiadomo, ze przedstawia ona stosunek peryodéw
wl, w, cakki eliptycznej:

w zaleznosci od modutu (niezmiennika bezwzglednego)

Funkcya ta n (z) — oznaczana zwykle symbolem ® (J), co
i my tu zachowamy, — odtwarza powierzchnie Riemanna, rozcietg

wzdtuz osi rzeczywistej od punktu — co do punktu 1, na potowie ptaszczy-
zny n=w raz zupetnie trojkgtami pokrytej (Fig. 4). Z tego powodu jest

www.rcin.org.pl



0 CAELKACH ROZWIAZAN. 301

funkcya -7(w) funkcya automorficzng jednowartosciowg, skad wynika,
ze takze funkcye yl, y2 i funkcye jl, jt sa funkcyami jednowarto-
sciowemi zmiennej .

Nadzwyczaj wygodne i w przysztosci nam potrzebne przedsta-
wienie funkcyi J1, ji jako funkcyi w, otrzymamy, biorgc do pomocy
ilosci gi, g3 i ,wyroznik# (discriminant) +=gi— 27g2. Wielkosci te 1)
sg funkcyami jednorodnemi czyli formami automorficznemi zmiennych
wl, w2 o wymiarach odpowiednio (—4)-ym, (—6)-ym, (—12)-ym. Ponie-
waz bowiem

jest

Nadto zwazmy, ze funkcye:

czynig zado$¢ réwnaniu rézniczkowemu ¥ rzedu 2-go:

posiadajgcemu w punktach el = oo, e =1, e — 0 odpowiednio wy-
ktadniki :

Z poroéwnania tych wykladnikéw z wyktadnikami réwnania (23)

wynika, ze

gdzie c jest czynnikiem statym. Stad wiec

,) Por. Klein-Fricke. Vorlesungen iiber elliptische Mo<lulfunctionen str. 118.
2) Klein - Ericke 1 c. str. 34.
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Poniewaz za$, jak fatwo sprawdzi¢,

zatem

Z uwagi, ze 7jest formg zmiennych ®, , w2 wymiaru — 3-go,

wynika, ze w? /A jest istotnie funkcyg samego w, jak by¢ powinno.
Wygodniej jednak bedzie zachowac ksztatt jednorodny; — tak wiec
obok wyrazeii funkcyi jl, ji jako funkcyi zmiennej «7:

(24)

otrzymamy wyrazenia

(24)

[gdzie (w<iw) = (0! <Zw? — w? dwi)] przedstawiajgce ji , ji jako funkcye
jednowartosciowe zmiennej .

8 6.

Z kolei wypada sie szczeg6towiej zastanowi¢ nad grupa Cr, nale-
zaca do tak okreslonych funkcyi y1, j? .

W tym celu wychodzimy, idac drogg wskazang w ustepie 4-ym,
z grupy niejednorodnej ", nalezacej do funkcyi w («7). Grupa ta skfada
sie z podstawien liniowych, ktorych Spétczynniki sa liczbami catkowi-
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temi: o', fi' y', ¢, posiadajgcemi wyznacznik rowny jednosci. Za pod-
stawienia rodzgce stuzy¢ mogg z uwagi, ze A', A? Aa=1 dwa pierwsze
z podstawien:

podstawienia te odpowiadajg obiegom zmiennej J okoto punktéw odpo-
wiednio oo, 1, 0. Poniewaz kazde podstawienie A' = ——2p¥% grupy "

pozwala si¢ wieloma sposobami przedstawi¢ w postaci

odpowiednio wiec do tego mozna wielu sposobami rozwing¢

na utamek ciagty :

Rozwiniecie to tatwo otrzymac, jezeli zwazymy, ze dla w=0 jest

Geometryczny obraz tej grupy podaliSmy juz w 8. poprzedzaja-
cym na Fig.4-ej. Zauwazymy jeszcze, ze, jezeli tréjkat oznaczony na fi-
gurze liczbg 1 przyjmiemy za wielobok poczatkowy, to do wielobokdow
przylegtych nalezg podstawienia takie, jakie zaznaczyliSmy na figurze.
Nadto z figury wprost sie okazuje, ze jest ona symetryczna wzgle-
dem osi urojonej.

Potrzeba nam bedzie wkrotce wiedzie¢, jakie podstawienia A') pro-
wadzg do trojkatéw symetrycznie potozonych wzgledem owej osi urojonej.
Niech ! =xi + iyi i 02=jr8-I- iyt bedg punktami symetrycznymi wzgle-

dem osi urojonej, a bedg podstawieniami, ktore prze-
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nosza punkt =y osi urojonej do owych punktow wlj w2. Wobwczas
jest

z warunkéw zas$:

a wiec podstawienia

nalezg do trojkatow symetrycznie potozonych wzgledem
osi urojonej. Z ksztattu podstawienia (B') wynika, iz

Tyle co do grupy " — teraz za$ przejdzmy do rozwazania grupy G.
Podstawienia rodzace tej grupy odpowiadajg, jak widzieliSmy, podsta-
wieniom rodzacym grupy I, (25), ktore powstaty wskutek obiegéw okoto
punktow oo, 1, 0. Do wyznaczenia wiec spotczynnikow ci mamy we-
diug 8. 2-go:

skad wynika, ze albo
albo

Biorgc ktorykolwiek n. p. pierwszy uktad tych czynnikOw, otrzymamy
podstawienia grupy G w Kksztaicie:
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Dla wuproszczenia przyjmijmy nadal, ze Kkraniec nizszy. 20 = Jo= —o0,
a wiec odpowiednio wO=toco. Wskutek tego jest

i réownania (20) i (21) redukujg sie do rownan:

Wszystkie wiec state p i q zachodzace w podstawieniach A. mozna
wyrazi¢ przy pomocy jednej z nich, n. p.. p2. Nadto poniewaz wolno
nam jeszcze pomnozy¢ J1, j? przez czynnik staly, przeto dobierajgc ten
czynnik tak, aby byto p?=1- otrzymamy ostatecznie podstawienia ro-
dzace grupy G w postaci

podstawienie za$§ A3 jest juz nastepstwem powyzszych.

Wszystkie te rezultaty sprawdzi¢ mozna #atwo, uzywajac formy
(24) funkcyi J1,J32 1). Nie bedziemy sie jednak nad tem zastanawiali
i zajmiemy sie w dalszym ciggu wyprowadzeniem wzoréw, o ktorych
w poprzedzajagcym ustepie wspomnieliSmy. Zadanie nasze sformutujemy
teraz w ten sposob: uzywajac oznaczen wynikajacych z przedstawienia

(24" funkcyi J1,y2, mamy okreéli¢ dla danego podstawienia

Spotczynniki  podstawienia:

1) Uzywajac formy (24) otrzymamy

JO
stad wynika, ze y2 jest liczbg skoriczong rézng od zera.
2) Podobne badania przeprowadzit dla catki eliptycznej Fricke: Uber die aus-
gezeich. Untergr. etc. Mat. Ann. Bd. 30, str. 345 i nast.
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Z ksztattu podstawien rodzacych (28) bezposrednio wynika, ze
Do obliczenia jednak wyktadnika p. uzyjemy ksztattu (24) funkcyi.1,

J2. Z wyrazeh tych okazuje sie, ze ze 1 jest czynnikiem zjawiajagcym

sie przy przeksztatceniu formy A za pomocg podstawienia

Czynnik za$ ten iP- zostat juz kilkakrotnie obliczonymy):

Tym sposobem mamy doktadnie okreslone Spoétczynniki z, B, vy, 0,
pozostaje zajg¢ sie liczbami p, g.
Podstawiajgc w réwnaniach (29) w-zoo, otrzymamy?):

albo, ffdy uwzglednimy czesci rzeczywiste i urojone:

otrzymamy:

O funkcyach P Qt wiemy dotad tylko tyle, ze sg one funkcyami je-
dnowartosciowemi stosunku §.  Aby ich dalsze wiasnosci wyprowadzi¢,
podstawmy w pierwszym ze wzordw (28), ktory napiszemy w postaci

zamiast w wyrazenie wolwczas otrzymamy:

1) Vorl. ii. Modf. str. 627.
2) Dla uproszczenia opuszczamy nadal kreski przy liczbach a,..., 0 i kreske

utamkowa, piszac zamiast
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Kladac tutaj w —ioo, mie¢ bedziemy réwnania

skad przy uwzglednieniu wyrazen (31) wynika:

Kladac w dwu ostatnich zwigzkach a zamiast x-f-y, otrzymamy

Mamy zatem na mocy réwnan (29):

Jak widzimy, wystarczy ograniczy¢ sie do badania funkcyi 1\ i Qx
Podstawiajgc wyrazenia (33) w (32) otrzymamy dla tych funkcyi pierw-
sza pare wzoréow:

Inng pare wzoréw otrzymamy, wychodzac z podstawienia

Podstawiajgc tu mianowicie za w wyrazenie i postepujac podobnie

jak poprzednio, dojdziemy do réwnan

z ktérych na mocy (33), otrzymamy wzory:

Wzory tc jednak nie wystarczajg jeszcze do obliczania kolejnego wiel-
kosci Pl (), QI (y). Brakuje nam mianowicie zwigzkéw tgczacych wprost
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wyrazenia 1 (ya), QI (ya) z wyrazeniami P (*), $(“). Aby je otrzymac,
uzyjemy podstawienia (28):

Zauwazymy naprzod, ze na mocy rownan (34) mamy:

Nadto dowiedziemy istnienia nastepujgcych rownosci:

Jakoz, z ksztattu (28) podstawienia B') wynika, ze

Przypuszczajac wiec, ze zwigzki (37) maja miejsce dla podstawienia B'
okazemy, ze one istniejg takze dla kazdego innego podstawienia B),
jezeli tylko dowiedziemy ich istnienia jeszcze i dla podstawien:

Lecz

zatem na mocy zwigzkow (34):
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Z druffiei za$ strony, podstawiaiac w réwnaniach (28] wyrazenie

zamiast w, otrzymamy:

Poréwnywajac. dwie pary ostatnich zwigzkdw z odpowiednimi poprze-
dzajgcymi, otrzymamy réwnosci:

it d
Réwnosci za$ te nietrudno sprawdzi¢ przy pomocy wzoréw (35),
(36) i nowych wzorow:

ktére otrzymujemy wprost z poréwnania zwigzkéw (37) i (38).
Jezeli zatem jeszcze zwazymy, ze

to mozemy powiedzie¢: Uktad wzordw: (30), (35), (36), (39) i (40),
stuzy do bezposredniego stopniowego obliczenia spo6t-
czynnikéw podstawienia A) (29).

Korzystajac z rozwiniecia podstawienia A na utamek ciagty (26)
i uzywajac symbolu Legendrea, mozna tatwo otrzymaé o wiele prostsze
wyrazenia wielkosci Pl i QL.

W tym celu wprowadzmy nastepujace oznaczenia,

tak iz n. p.
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Z przedstawienia tego wprost wynika, ze wyktadnik

Podstawiajac te wyrazenia w réwnania (29) i kladac w nich nastepnie
w =10, otrzymamy:

Wprowadzmy jeszcze symbol Legendrea

z tym zastrzezeniem, ze gdy p. jest liczbg parzystg, to

Wowczas mozna, jak nietrudno sprawdzié¢, kazda potege dj% przedstawic
za pomocg Wzoru:

Podstawiajgc to wyrazenie w rownaniach (41) mie¢ bedziemy:

Jezeli w te réwnania wprowadzimy zamiast n, kolejno n, n—1,....2, 1,
mie¢ bedziemy:
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nakoniec

skad

Podobnie postepujac z drugiem réwnaniem (42), otrzymamy:

Wzory te znacznie sie jeszcze upraszczajg, jezeli mianowniki mi,
utamka ciggtego 26) sg liczbami nieparzystemi. Wéwczas bowiem tak-

ze p, sg liczbami nieparzystemi, a wiec wedtug umowy Wz0-

ry (43) redukujg sie do:

ROZDZIAL 11l
Funkcye gatunku 3-go.
§. 1.

W rozdziale tym zajmiemy sie pewnemi funkcyami przestepnemi,
ktére przedstawimy przy pomocy rozwigzan réwnan roézniczkowych

1) Ostatnia ta réwno$¢ nie wynika wprawdzie z (42), lecz tatwo jg otrzymamy
uciekajac sie do wzoréw (29) i podstawiajac w nich a=1, f=a0=m0=p0, y=0, d=yn=1.
Otrzymamy mianowicie réwnosci:

Podstawiajagc w nich w=1i0 i pamietajac, ze jl(0)=1, j2(0)= —-i. otrzymamy
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rzedu 2-go, na wzor catek Abelowych gatunku trzeciego. Jak wiado-
mo, te ostatnie funkcye zalezg od pary lub raczej od dwu par zmien-
nych niezaleznych: £, y; & n, z ktérych jedna para nosi nazwe argu-
mentow, pozostata nazwe parametrow. Calki te tem sie odznaczaja,
ze posiadajag punkty logarytmiczne i pozostajg niezmiennemi przy wza-
jemnej ,przemianie argumentéw i parametrow".

Odkrycia tej ostatniej, waznej wiasnosci dla catki eliptycznej ga-
tunku trzeciego dokonat Legendre.

Wychodzac z réwnan jednorodnych rzedu 2-go i wyzszych uogol-
nit te wihasnos¢ Abel ’) takze dla wyzszych funkcyi przestepnych; re-
zultaty za$ Abela podat Jacobi w rozprawie: ,Uber die Vertausehung
von Parameter und Argument bei der dritten Gattung der Abelschen
und hohern Transcendenten" 2 w formie bardzo uproszczonej.

Przy pewnych zatozeniach prowadzg 3), jak zobaczymy, roéwnania
rozniczkowe rzedu pierwszego do catek gatunku trzeciego algebraicz-
nych, a mianowicie hypereliptycznych. Funkcye te stanowity przedmiot
licznych i doniostych badann (n. p. Weierstrassa, Kleina i innych) a twier-
dzenie ,,0 przemianie parametréw i argumentow" wystepowato w rozmai-
tych formach. Lecz dopiero Kleind) ujat powyzsze funkcye w forme
prosta catki podwdjnej, z ktérej naprzéd owo twierdzenie o przemianie
parametrow i argumentdéw bezposrednio mozna odczyta¢; powtdre catka
hypereliptyczna posiada w tym ksztatcie whasno$¢ niezmiennika wzgle-
dem podstawien liniowych wykonywanych na zmiennych niezaleznych;
a nareszcie, badanie wiasnosci takiej catki w oddzielnych punktach
i przy zmianie zmiennych jest stosunkowo bardzo proste.

Natomiast niewiele zajmowano si¢ od czaséw Jacobiego funkcyami
analogicznemi nalezagcemi do réwnan rzedow wyzszych. O ile mi wia-
domo, istniejg tylko dwie prace odnoszace sie do tego przedmiotu, mia-
nowicie praca Fuchsa, w ktorej autor zajmuje sie pewnymi zwigzkami

1) Abel: Sur une propriete remarquable d,une classe tres etendue de fonctions
transcendantes (Ouevres compl., Christiania, 1881; t. Il; 1X). Extensiori de la theorie
precedante; X (tamze).

2) Journal Crella t. 32, str. 185 i nast.

3) Na te okoliczno$¢ zwrdcit uwage juz Jacobi w przyt. rozpr. str. 189.

4) Klein: Ueber hyperelliptisclie Sigmafunctionen; Math. Ann. Bd. 27; p. 443
i nast; Bd. 32 p. 352. Zob. takze Burkhardt. Beitraege zur Theorie der hyper. Sigma-
funct. p. 382—400.
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dwuliniowymi miedzy catkami réwnan ') i praca Frobeniusa?) w tomie
78-ym dziennika Crellea- W tej rozprawie przedstawia Frobenius re-
zultaty Abela i Jacobiego przy pomocy rozwigzan pewnych réwnan ro-
zniczkowych zwyczajnych liniowych i niejednorodnych.

WspomnieliSmy tu o dwéch ostatnich pracach, aby zaznaczy¢ ich
charakter, cho¢ obecnie niewiele z nich korzystaé bedziemy; natomiast
oprzemy nasze rozumowanie na pracach Jacobiego i Kleina poprzednio
wzmiankowanych.

8 2

Wraz z Jacobim weZmiemy na uwage pary roéwnan rozniczko-
wych, zwanych réwnaniami sprzezonemi (equ. adjointes; adjungirte
Diffgl.).

Jezeli ogolnie przez

oznaczymy rownanie rozniczkowe rzedu m-go, to réwnanie sprzezone
mie¢ bedzie ksztait:

tak, iz

Jezeli catki réwnania (1) tworzace uktad zasadniczy nazwiemy yl, y.,,...ym,
to gldwna wiasno$¢ réwnania sprzezonego polega na tem, ze jego
catki zasadnicze YI, Y, ... Im czyniag zado$¢:

1) Fuclis: Ueber Relationen, welche fiir die zwiscben je zwoi singuliiren Pun-
kten erstreckten Integrale der Losungen linearer Differentialgl. stattfinden. Crellels2Jonr.
Bd. 76, str. 177 i nast.

2) Frobenius: Uber die Vertauschnng von Arg. nnd lar. in den Intcgr. der lin.
Diffgl. Crelle,s J. 78; p. 93—96:
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geometrycznie znaczy to: jezeli //, y, .. ym przedstawiajg spotrzedne
jednorodne punktu linii krzywej w przestrzeni (m—1) wymiarowej, to
Y,, K,,.. ., Ym przedstawiajg spotrzedne ptaszczyzny S$cisle stycznej
do tejze krzywej.

Zachowanie sie catek Y1, Y2 .. Ym rozwazat szczeg6towiej Fuchs
W wyzej przytoczonej pracy 1). Okazato sie mianowicie, ze:

a) jezeli réwnanie (1) nalezy do réwnan klasy Fuchsa (por. 8. 1
Rozd. 1), a wiec V4 sg pewnymi wielomianami catkowitymi, to réwniez
réwnanie sprzezone do tejze klasy nalezy; nadto

b) réwnanie sprzezone posiada tez same punkty osobliwe, co ro6-
wnanie dane; oraz

c) jezeli przez k oznaczymy wyktadnik punktu osobliwego w od-
legtosci skonczonej réwnania (1), to I=— 1—k jest wyktadnikiem nale-
zacym do punktu osobliwego roéwnania sprzezonego. W punkcie za$
z—oo wyktadnikowi k odpowiada wyktadnik I =m (n — 1) — k% 2,
gdzie n oznacza ilo$¢ punktéow osobliwych w odlegtosci skoriczonej.

Stosujac te twierdzenia do réwnan rzedu 1-go i 2-go (do ktérych
sie nadal ograniczymy), wprost wniesiemy, ze: catki réwnania sprzezo-
nego roznig sie tylko czynnikiem spolnym K od catek réwnania danego.

Dla réwnan rzedu 1-go obliczymy bez trudnosci:

Aby za$ znalez¢ czynnik K dla réwnan rzedu 2 go:
zwazymy, ze wyktadnikami réwnania sprzezonego (2) w pukcie Z, sa:

jezeli nadto przyjmiemy, ze punkt z==co jest dla réwnania (1) punktem
zwyczajnym, [co, jak widzielimy (w 8. 1, R. I), nie jest istotnem ogra-

1) Por. Crelles Jour. T. 6 str. 183 i nast.
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niczeniem], t j. jezeli przyjmiemy k' = O, k" — 1, to wedlug po-
WYyZzszego:

Stad wiec wynika, ze funkcya K powinna w okolicy kazdego

z punktow osobliwych ei zachowywaé sie jak (z — eltf aw o-

/1 n~
kolicy z=o jak e—J . Zwazajac jeszcze na to, iz zgodnie z po-

wyzszemi zatozeniami jest (K| ==Ki) —n — 2 (por. réwn. 8 Rozd. I),

fatwo dostrzedz, ze tym warunkom czyni zado$¢ iloczyn:

Na szczego6lng uwage zastugujg rownania (1) same z sobg sprze-
zone; dla takich réwnan jest wedtug (3)

Rozwazmy teraz po kolei réwnania rzedu 1-go i 2go.
Z warunku (5) wynika, ze réwnania rzedu 1-go s same z sobg
sprzezone, jezeli

tak, iz majg ksztatt
Catkg tego rownania jest:

Stad sie okazuje, ze, jezeli V1l jest wielomianem stopnia niepa-
rzystego, to takze punkt z = oo jest dla funkcyi y punktem osobliwym,
a mianowicie punktem rozgatezienia. Nic naruszymy wiec ogolnosci, je-
zeli przyjmiemy nadal, ze taki punkt znajduje sie w odlegtosci skon-
czonej ), t. j. jezeli zatozymy, ze tviclomian V1l jost stopnia parzystego:

1) Punkt taki przenies¢ mozna z odlegtosci nieskofczonej do punktu dowolnego

o az+ b
zapomoca podstawienia z — e, (por. 8 1. Rozd. I).
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Nader prostg posta¢ rownania (6) otrzymamy, wprowadzajac
zamiast z zmienne jednorodne zl, zi, (z = —) i podstawiajgc wsku-

tek tego zamiast Al i y formy wymiaréw odpowiednio 2n-go i (—w)go-

Jakoz, korzystajgc z twierdzenia Eulera

mie¢ bedziemy:

tak, ze rownanie (6) same z sobg sprzezone przybierze ksztatt:

uzywajac symbolu znanego w teoryi niezmiennikéw '), a oznaczajgcego
pierwsze sprowadzenie formy jednej na drugg (Uberschiebung
e. F.a ¢ a) mozemy to réwnanie napisaC jeszcze M\ postaci: ’)

Z réwnosci (5) wynika, ze réwnanie rzedu 2-go jest same z sobg
sprzezone, jezeli V1 =A'2, tak, iz to réwnanie ma ksztatt:

Woéweczas spoétczynnik p réwnania (7) (Rozd. 1) ma postac:

a wiec réwnanie jest same z sobg sprzezone, jezeli dla kazdego punktu
osobliwego ei:

1) Por, Clebsch: Binare Formen str. 99.

2) Ksztatt ten réwnania samego z sobg sprzezonego, rzedu 1-go i wyzszych
otrzymat, o ile mi wiadomo, pierwszy Hirsch w rozprawie inauguralnej: Zur Theorie
der linearen Differentialgleichung., Krolewiec 1892.
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Twierdzimy dalej, ze przy danych réznicach wyktadnikow

zawsze mozna znalez¢ réwnanie same z sobg sprzezone. Jakoz, zwaz-
my, ze jezeli w jakicmkolwiek réwnaniu danem (7, R.1) podstawimy:

to réwnanie nowo otrzymane posiada¢ bedzie w punktach osobliwych
wyktadniki

ktérych suma:

Nadto, z uwagi, ze w réwnaniu danem (7, R. I) punkt z = o
jest punktem zwyczajnym, t. j. posiada wyktadniki O, 1, wynika, ze
rownanie z sobg samem sprzezone, z danego otrzymane, mie¢ bedzie
w tym punkcie wyktadniki:

tak, iz to réwnanie (por. réw. 6, Rozd. 1) mie¢ bedzie ksztatt:

Tego wyszczeg6lniania punktu z = co mozemy unikna¢, jezeli, po-
dobnie jak w poprzedzajgcym przypadku, wprowadzimy zamiast £ zmienne

jednorodne: z — — i catki yl, y? uwaza¢ bedziemy jako formy wy-

miaru (— n + 7)-go: y_,*t1 (z1, ) = ~7~™(N)-  Widoczna bowiem, ze
wowczas wyktadniki punktu z = oo (czyli z2 =0) redukujg sie do liczb
0j 1, tak, iz w istocie punkt za —~ 0O przybiera charakter punktu zwy-
czajnego. Aby znalez¢ ksztalt tego roéwnania, (posiadajgcego teraz tylko
n punktéow osobliwych ei) podstawmy w (9) obok:

wyrazenia
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Nadto zwazmy, ze wedtug (9') jest c.,? = n(n— Hall, cnh? =
(n — 7)(n— 2)an_a, mozemy wiec spoOtczynnik Au przedstawi¢ takze
w postaci:

Postepujac podobnie jak przy réwnaniach rzedu i-go, otrzymamy
réwnanie same z sobag sprzezone w ksztalcie

albo — uzywajac symbolu ( )2 oznaczajgcego drugie sprowadzenie
(Uberschiebung) formy jednej na inng — w ksztalcie-

Na tych rownaniach (6) i (9) oprzemy budowe wspomnianej
w 8. 1-ym funkcyi. Zaznaczamy jeszcze, ze bedziemy uzywali przewaznie
formy niejednorodnej , otrzymane za$ rezultaty nietrudno nam bedzie
przedstawi¢ w formie jednorodne;j.

8§ 3.

Na stronie 190 i nast. tomu 32 dziennika Crelle,a rozwaza Jacobi
funkcye dwu zmiennych z, { catkowita, utworzona przy pomocy spot-
czynnikéw réwnania (1) w spos6b nastepujacy.

Umowmy sie, aby nadal wszystkie zachodzgce w przysztosci funk-
cyc zmiennej z oznacza¢ literami greckiemi, kiedy w nich zamiast z
podstawimy (. Woweczas funkeya Jacobiego przedstawi sie za pomocg
wyrazenia :
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albo:

Dla réwnania z sobg samem sprzezonego jest, jak wiadomo,
B{ = £ Ai, a wiec w tym przypadku jest funkcyg U symetrycznie zbu-
dowana wzgledem z i { niezmieniajgca albo zmieniajgca swdj znak przy
przemianie zmiennych z i { Korzystajagc z rozmaitych rozkiadow (11)
funkcyi V, otrzymamy pewne tozsamosci, ktore tu stanowi¢ dla nas
beda punkt wyjscia.

8 4.

Poczniemy rzecz od réwnan rzedu 1-go, gdyz postepowanie, kto-
rego tutaj uzyjemy z matemi zmianami, stosowaé sie bedzie wprost do
réwnan rzedu 2-go.

Poniewaz dla réwnania rzedu 1-go wedtug 8. 2-go jest

funkcya wiec U (11) ma postac:

W celu obliczenia spoétczynnikéw cmn najprosciej jest uzy¢ wyra-
zenia (11); mianowicie za$ zwazajac na wyrazenie (8) otrzymamy:

Oznaczajac wyrazenie w pierwszym nawiasie, zawierajgce skiad-
niki cmnzm¢n, gdzie m n, przez M [a wiec wedlug umowy wyra-
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zenie w nawiasie drugim przez M] mie¢ bedziemy zamiast (12) toz-
samos¢ :

czyli tozsamos¢

Z tozsamosci tej wynika, ze wyrazenie stojagce n. p. po lewej
stronie znaku réwnosci nie zmienia sie wskutek przemiany z sobg zmien-
nych z, ¢, t j. ze przedstawia funkcye tych zmiennych symetryczng;
oznaczmy jg dla krétkosci przez V(z, ). Nazwijmy dalej @z, 22, ¢, Q)

n-tg biegunowg formy (por. 8"): <p, (z1, z2) = z""fn(z)\ mianowicie:

albo w ksztatcie niejednorodnym:

i rozwazmy réznice:

Poniewaz tak V jak i F sa funkeyami symetrycznemi, wiec takze
ich roznica jest, funkcyg symetryczna. Dalej zwazmy, ze na mocy (13)
jest dla z=¢, K,-{=A1, a wedlug (14") 7¢-C=N1, tak, iz

Nadto nietrudno okazaé, ze takze:

Stad wynika, ze réznica V—F jest podzielna przez (z— ()2, tak, iz
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gdzie IKes, Q) jest réwniez funkcya symetryczna:

Mnozac wyrazenie (15) przez

i catkujgc miedzy krancami X, y &, n, otrzymamy funkcye:

Poniewaz y = funkcya wiec P przedstawia catke hyperelip-
Y%o(

tyczna gatunku 3-go, nalezgcg do powierzchni Riemanna hypereliptycz-
nych (dwulisciowych), rodzaju p=n—1  Stad okazuje sie rowniez, ze
wryraz drugi po stronie prawej przedstawia sume iloczynéwl catek
gatunku 1-go i 2-go, nalezacych do owej powierzchni; wyraz wiec
pierwszy po stronie prawej ma wszystkie cechy catki hypereliptycznej
3-go gatunku. Oznaczajac go przez Q, otrzymamy ksztatt catki —
réznigcy sie tylko wyrazem

od ksztattu podanego przez Kleina 1) — mianowicie ksztatt:

albo, uzywajac zmiennych jednorodnych, ksztait:

) W wyzej przywiedzionej pracy Mathem. Ann. tom XXVII, str. 443.
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gdzie (zcte) = zidz2 — z2dzl, i t d., ya u, sg formami wy-
miaru (—n)go.

Z ksztattow (17) i (18) wprost wynikajg pierwsze dwie wiasnosci,
o ktérych wspomnieliSmy w 8. 1-ym, t j.: wasno$¢ niezmieniania sie
funkcyi P i Q wskutek przemiany z sobg argumentéw i parametrow,
oraz charakter niezmienny funkcyi Q wzgledem podstawien liniowych,
wykonywanych na z i ¢

Aby za$ zbadaé¢ zachowanie sie funkcyi < w oddzielnych punk-
tach (z0, ¢n) ,przestrzeni (zI Qu, rozréznimy nastepujace przypadki:

a) Jezeli wartos¢ z0 jest rozna od (0, i tak z0 jak {0 sa rézne
od ei, to rozwijajac funkcye, stojacg we wzorze (17) pod znakami /,
(nazwijmy ja X), wedtug szeregu Taylora, mie¢ bedziemy:

Mnozac za$ to wyrazenie przez dz d{ i catkujgc, otrzymamy roz-
winiecie na szereg:

w ktorym nawias drugi oznacza szereg potegowy argumentéw w nim
wyszczegllnionych. A wiec

funkcya Q zachowuje sie w punkcie: *"="3"™ =0 jak
funkcya catkowita.

b) Jezeli z0 = 0 = a i a<>e- to jeszcze funkcya

pozwala sie rozwingé na szereg Taylora. W tym celu zwazmy, ze

www.rcin.org.pl



O CALKACH ROZWIAZAN. 323

Uwzgledniajgc te wyrazenia, otrzymamy:

tak, iz:

stad

A wiec: funkcyg Q zachowuje sie w okolicy punktu
z0=¢0 = a% ei j ak logarytm stosunku podwodjnego podziatu
réznic miedzy argumentami i parametrami.

c) Jezeli jedna ze zmiennych, n. p. & robi obieg okoto punktu
osobliwego Bf, to tylko v zmienia swoéj znak i nie baczac na stalg cat-
kowania, mie¢ bedziemy:

d) Wielkiej wagi jest nakoniec badanie funkcyi Q pod wzgledem
zachowania sie jej przy obiegach zmiennych X, y ¢, n po drogach
zamknietych, — na powierzchni Riemanna wyzej wspomnianej,—hieda-
jacych sie Sciggnaé¢ do jednego punktu. Do tego celu stuzy, jak wia-
domo, rozktad Kleinal) funkcyi Q. Taki rozktad fatwo otrzymamy, wy-
chodzac z funkcyi P. Podstawiajgc w niej mianowicie zamiast K, lewa
strone réwnania (13) i uwzgledniajac, ze

otrzymamy wyrazenie

z uwagi zas, ze V jest funkcya symetryczng zmiennych z i ¢, bez-
posrednio wynika inne jej wyrazenie:

1) Klein. Burkhardt 1 c.
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Jezeli wiec jeszcze nazwiemy
gdzie 1F przedstawia funkcye (16) i odpowiednio

to otrzymamy zadane rozkiady funkcyi Q:

z ktorych pierwszy stuzy do badania funkcyi Q przy obiegach zmien-
nej ¢, drugi przy obiegach zmiennej z.

8 5.

Dla réwnania rzedu 2-go samego z sobag sprzezonego (9) funkcya
Jacobiego U (11) jest okre$lona przez:

czyli

Z wyrazenia (22) okazuje sie, ze funkcya U jest catkowita i symetry-
czna. Rozdzielmy ja na dwa skiadniki M i M:

takie, ze n. p. M zawiera wyrazy zm£n, w ktérych m”~™n:

gdzie a i ¢ sg wedlug (10) spotczynnikami wielomianéw odpowiednio
N =),1(2), -40 =%o0-(C20- Pordwnywajac z sobg wyrazenia (22) i (23),
dojdziemy do tozsamosci:
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Z rownosci tej wynika, ze jej lewa strona, ktorgSmy oznaczyli przez
V (sr,0), przedstawia rowniez funkcye catkowita i symetryczng zmiennych
z i ¢ Pierwsze dwa wyrazy tej funkcyi sg takiez same jak pierw-

sze dwa wyrazy funkcyi (13). Oznaczajac wiec, podobnie jak po-
przednio, n-ta biegunowg wielomianu A przez j34j, otrzymamy:

gdzie W(z,0) jest réowniez funkcya catkowitg i symetryczna:

Obliczajac poczatkowe wyrazy tej funkcyi W i podstawiajac wedtug (10)

otrzymamy.

Jak widzimy, poczatkowe wyrazy w nawiasie przedstawiajg poczatkowe wy-
razy (n—2)-giej biegunowej wielomianu hxn_4 — bti- -biz- -. . (por. 10). Zacho-
dzi wiec pytanie, czy przy pomocy tej biegunowej: -F¥%-% nie da sie funkcya
Ta(z, {) roztozy¢ na dwa skiadniki, podobnie jak powyzej funkcya
V {z, {). Okazemy ze tak jest w istocie. Jakoz nietrudno sprawdzi¢,
ze utamek stojacy po prawej stronie réwnania (26) otrzymuje dla {~z

wartos¢ wskutek tego wedtug (10)

Réwniez tatwo jest na tej drodze okazac, ze

czyli

Poniewaz za$ z drugiej strony zgodnie z (19) jest

wiec rzeczywiscie
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gdzie X (z, () jest funkcya catkowitg symetryczng zmiennych z, {. Pod-
stawiajgc to wyrazenie w rownanie (25) otrzymamy ostatecznie :

Aby przej$¢ do funkcyi catkowych analogicznych do catek P i Q uste-
pu poprzedzajacego, pomnozymy wyrazenie (25) przez

gdzie yi sg rozwigzaniami réwnania (9) i scatkujemy je miedzy kran-
cami Xj y; ¢ n. Otrzymamy tym sposobem cztery funkcye:

Opuszczajgc wreszcie we funkceyi wyraz ostatni

niezawierajacy punktéw logarytmicznych, otrzymamy funkcye {k prost-
szego ksztattu, posiadajgce tez same charakterystyczne wiasnosci, co
funkcye Pik*

Wprowadzajgc zmienne jednorodne mozemy te funkcye przedsta-
wi¢ w Kksztakcie:

gdzie yj v sg formami wymiaru (—n- -l1)-go. Z ksztattu tego okazuje sie
bezposrednio wihasno$¢ niezmienna funkcyi QA wzgledem podstawien li-
niowych wykonywanych na z i { Lecz przy wzajemnej przemianie
zmiennych 1, y i & n funkcye Q,, zmieniajg znak, funkcya za$ %o przy
kvs¥2i przechodzi w —Ill)ik- réwniez zachowanie si¢ tych funkcyi w pun-
kcie z=C jest nie tak proste jak funkcyi Q ustepu 4-go. Obie te dal-
sze wilasnosci posiada jednak funkcya Q=Qil- Q13'

Jakoz niezmienno$¢ tej funkcyi przy wzajemnem przemienianiu argumen-
téw i parametréw jest widoczna. Potrzeba wiec tylko rozwazy¢ zachowa-
nie sie jej w oddzielnych punktach (“u, {0) przestrzeni (z, Q).
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Nazywajgc dla krétkosci funkcye w nawiasie wzoru (30) przez
X (z, {), otrzymamy:
a) dla punktu

0) dla punktu rozwijajac funkcye

na szereg Taylora, podstawiajgc nastepnie

mnozac przez i catkujgc, otrzymamy:

¢) Jezeli jedna ze zmiennych wykonywa obieg okoto punktu osobli-
wego e, to wartos¢ Q przedstawia¢ bedzie liniowe potgczenie wartosci Qik.
d) Aby wreszcie otrzymac¢ rozktady funkcyi Qik i funkcyi ktoreby
nam stuzylty do badania zachowania sie tychze funkcyi przy obiegach
zmiennych X, vy, s, n po drogach zamknietych na powierzchni Riemanna
nalezacej do funkcyi y,, y2, zauwazymy, ze wedtug (25") i (24) pozwala sie

wyrazi¢ przez
gdzie N (z, Q) jest funkcyag catkowita: albo tez przez

Otéz, jezeli wyrazenie pomnozymy przez

i zamiast A2, Ao podstawimy ich wartosci (31), otrzymamy

www.rcin.org.pl



328 STANISLAW KEPINSKI.

Postepujac za$ tak samo z wyrazeniem

mie¢ bedziemy

Podstawiajgc za$ nakoniec te wyrazenia (33), (33') w réwnosci (32), (32"
i nastepnie we wzory (29) otrzymamy zadane rozkiady funkcyi %o:

i odpowiednio

przy pomocy ktérych nietrudno réwniez jest otrzymaé¢ rozktady funk-
cyi Q. Z tych wiec rozktadéw pierwszy stuzy¢ moze do badania funk-
cyi Q przy obiegach zmiennej ¢, drugi przy obiegach zmiennej z.

Do tych wzmianek obecnie sie ograniczam, zachowujac sobie do
innej sposobnosci blizsze badanie funkcyi Q. Zaznacze tu tylko jeszcze,
ze nietrudno uogdllni¢ powyzsze rezultaty dla roéwnan rzedow wyz-
szych, oraz, ze wychodzac z dopieroco przytoczonych rozkladow, otrzy-
ma¢ mozna wspomniane w 8. 1-ym zwiazki dwudniowe Fuchsa.
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