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Wybrane metody agregacji grafu i ich zastosowania w systemach
transportowych

1. Wstep

Jak ogolnie wiadomo [ 1 ],[2],[3]1,[51 [ 8] system transportowy jest
zdefiniowany trzema zasadniczymi wielkosciami:

e zadaniem - potrzebg przemieszczania obiektow (fadunkow lub (i) osob )

o skfadem - rodzajem i liczba elementow okreslajacych wyposazenie i zaloge
systemu,

e organizacja - sposobem oddziatywania elementow systemu podczas realizacji
zadania.

Systemem przewozowym nazwiemy system transportowy, ktory realizuje zadanie
przemieszczania obiektow.. Zadania przewozowe okreslaja potrzeby klientow systemu. Sa
one z kolei scharakteryzowane poprzez nastgpujace wielkosci:

rodzaj i ilo§¢ obiektow jaka nalezy przewiezé

trase przewozonych obiektow,

termin przewozenia.

W literaturze przedmiotu istnieje wiele klasyfikacji systemow transportowych. I tak np.:

ze wzgledu na rodzaj przewozonych obiektow ( transport towarowy, osobowy ),

ze wzgledu na ilos¢ przewozonych obiektow ( transport regularny, sporadyczny)

ze wzgledu na trasg przewozonych obiektow ( transport wewnatrzzaktadowy, miejski,

migdzymiastowy, migdzynarodowy )

ze wzgledu na rodzaj drogi ( transport kolejowy, drogowy, lotniczy, morski ).

Teoria systemow transportowych [ 5 ] nie zajmuje si¢ bezposrednio badaniem zjawisk
fizycznych, lecz badaniem modeli tych zjawisk. Model systemu transportowego [ 1] powinien
by¢ tak skonstruowany aby mogt zastapic rzeczywisty system bedac jednoczesnie narzedziem
umozliwiajacym rozwiazanie konkretnego zadania transportowego. Przystgpujac do opisu
matematycznego sieci transportowej np. kolejowej, autobusowej, miejskiej czy lotniczej
wprowadzamy zwykle pojecie grafu polaczen. Wierzcholkami tego grafu sa zwykle ( w
zaieznosci od rozpatrywanego zagadnienia badz stacje kolejowe [1] ,[3], badZz przystanki
autobusowe [ 7], czy tez w przypadku transportu lotniczego — porty lotnicze [5] itp.). Galezie
tego grafu pozwalaja okresli¢ istniejace bezposrednie polaczenia migdzy wierzchotkami
grafu.. Jak tatwo mozna zauwazy¢ taki graf moze mie¢ zar6wno duza liczb¢ wierzchotkow

jak i polaczen. Postugiwanie si¢ nim jest trudne i ma duzy wplyw na czas wykonywanych



obliczen. Stad tez w niniejszej pracy przedstawimy dwie metody agregacji wierzchotkow
grafu pofaczen. Pierwsza z nich dotyczy agregacji grafu skierowanego ( tzn. takiego grafu
ktorego gateziami s tuki ). Druga ma za$ zastosowanie wtedy gdy rozpatrywanymi gateziami
grafu sa krawedzie.. Przedstawione ponizej metody pozwalaja na znaczne zmniejszenie
zarowno liczby wierzchotkow jak i gatezi rozpatrywanego grafu polaczen.

2. Graf poljczen

Rozwazmy pewien obszar. Na tym obszarze wyrdznimy pewne punkty, ktére ponumerujemy
kolejnymi liczbami naturalnymi. Otrzymamy, zatem zbidr wyréznionych punktow:

I ={12,.,ij,..,1}
Punkty te moga potaczone miedzy soba. Powstaje wowczas zbior numerdéw polaczen:
U ={12,.,u,.U}

oraz funkcja P(i.u,j) ( P cIxUxI ) okreslona nastgpujaco:

1 gdy istnieje polaczenie punktu i z punktem j

P(iuj) =
(i) {0 w przeciwnym przypadku

spetniajaca nastgpujace warunki:

1 P:IxUxI — {01}

2 V V Guj)eP v (jui)eP

ueU i jel

Tak zdefiniowany graf bedziemy dalej nazywaé grafem potaczen. Ponizej przedstawimy
dwa przyktady takich grafow:

Przyklad 1

Kazdy proces produkcyjny polega na przetwarzaniu dobr przez kolejne urzqdzenia (Srodki
produkcji ) az do otrzymania wyrobow finalnych. Kolejnosé wykonywana tych operacji jest z
gory narzucona poprzez przyjetq technologie. Stqd tez proces produkcyjny mozna przedstawi¢
za pomocq grafu G = {1, U, P}, gdze I jest zborem numerow urzqdzen (Srodkow
produkcji), U jest zbiorem numerow polqczeh, a funkcja P okresla kolejnos¢ przetwarzania.
Tak zdefiniowany graf polqczen G jest nazywany zwykle grafem produkcji.

Przyktad 2
Przyjmijmy, iz rozpatrywanym obszarem jest Polska. Zbior I jest zbiorem numerow stacji
kolejowych w Polsce, zas zbior U zbiorem numeréw toréw kolejowych. W tym przypadku



Junkcja P okresla ktora stacja z ktorq sq polqczone. Tak zdefiniowany graf nazywany jest w
literaturze sieciq kolejowq.

3. Agregacja grafu poljczen

Zdefiniowany powyzej graf potaczen moze skladaé si¢ zar6wno z duzej liczby wierzchotkow
jak i gatezi. Postugiwanie si¢ nim w celu znalezienia np. najkrotszej drogi migdzy dwoma
wierzchotkami jest skomplikowane i czasochtonne. Stad tez zaistniata koniecznos¢ agregacii
tych grafow.

3.1. Agregacja strukturalna

Niech dany bedzie graf potaczen G ={I, U, P} Dla dalszych rozwazan bedziemy
zakladac, ze:

o Graf G jest unigrafem ( tzn., jezeli migdzy dwoma wierzchotkami i,j istnieje
potaczenie to jest ono doktadnie jedno.

o Graf ‘G jest grafem skierowanym ( tzn., iz dla kazdego elementu zbioru U spetniony
jest warunek:

(i#jnA Guj)eP)= (ju,i)eP gdzie i jel ,uelU

o Graf G nie zawiera petli tzn. dla kazdego wierzchotka ie I : (iu,i)¢ P

o Graf G nie zawiera drog cyklicznych, tzn., ze jezeli istnieje droga miedzy
wierzchotkiem i a wierzchotkiem j to nie istnieje droga migdzy wierzchotkiem j a
wierzchotkiem i

Przyjmujac powyzsze zatozenia graf G={I, U, P} mozna zapisaé w postaci
G= (1,F> gdzie T:1 -2

Wprowadzimy teraz pojeéie macierzy relacji oraz warstwy grafu G:

Definicja 3.1.1.
Macierz 4 = [a,l Lm gdzie m=1
Lo [V s eTO)
Y 0 w przeciwnym przypadku
nazywamy macierza relacji grafu G.

Zauwazmy, ze przy przyjetych zatozeniach elementy macierzy relacji dla i = j. sa zerami
(a;=0 dla i=j)

Definicja 3.1.2
Ciag podzbiorow wierzchotkow grafu W, W,,......W, c I. nazywamy warstwami, jezeli

spetnione sq nastgpujace warunki:

1 jezeli xeW, =T, ' =0



2 jezeli xeW, =T, c{(W,W,,...W_}
3 jezelixeW, , k>0 to I,'AW, 0
K
4 Uw, =1
k=1
gdzie :
I', - zbior tych wierzchotkow y e/ dla ktorych istnieje droga z wierzchotka x do
wierzchotka y ( zbior nastepnikow wierzchotka x).
I”" - zbior tych wierzchotkow y eI dla ktorych istnieje droga z wierzchotka y do

x

wierzchotka x ( zbior poprzednikow wierzchotka x).
Za Korzanem [ 4 ] przytoczymy teraz nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 3.1.1
Zbior wierzchotkow tworzacych warstwe grafu potaczen G spetniajacego zatozenia 1 — 4
tworzy jeden z podgrafow pustych ' grafu G.

Twierdzenie 3.1.2

Jezeli xeW, to T, c{W,,W,,,.....W,} gdzie k oznacza liczbe warstw.

Jak tatwo mozna zauwazy¢ w wyniku podziatu grafu na warstwy otrzymujemy trojkatna
macierz relacji A’ Prawdziwe jest takze ogolne twierdzenie:

Twierdzenie 3.1.3
Niech W, W,,...... ,W,. sa warstwami grafu G, i zaktadamy , ze wierzchotki grafu G zostaly
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tak przenumerowane, ze jezeli (ieW, , jeW, n s<t) = i<j. To wowczas
elementy a,j' macierzy relacji A’ spelniaja nast¢pujacy warunek : a,.j'= 0 dla j<i
Dowad :
Dla j =i element a,.,' =0 gdyz z zalozenia 3 rozpatrywany graf nie ma petli.
Dla j <i mozliwe sa dwa przypadki :

o wierzchotki 7, j naleza do tej samej warstwy. Wowczas a,.j'= 0 gdyzz

twierdzenia 2.1.1 wynika, iz wewnatrz warstwy nie ma potaczen.
o wierzchotek j nalezy do warstwy wczesniejszej niz wierzchotek i. Wowczas

korzystajac z twierdzenia 2.1.2 wynika, ze a,l.'= 0.
cnu
Korzystajac z powyzszego twierdzenia bedziemy wigc zaktadaé, ze: ;= 0 dla j<i.
Dla dalszych rozwazan wyr6znimy teraz dwa typy polaczen migdzy wierzchotkami grafu:

1 Poljczenie szeregowe

Definicja 3.1.3
Ciag wierzchotkow i, ji, j,,...er j, gdzie i<j <j, <o < Jj, jest potaczony
szeregowo wtedy i tylko wtedy gdy spetniony jest nastgpujacy warunek:

! Grafem pustym nazywamy graf ktérego zbior galezi jest zbiorem pustym.



L =0T, = Uah L, =Ud A L7 =T, = U

W przypadku gdy j eI, oraz wierzchotki i, j sa polaczone szeregowo to zachodzi
nastgpujacy warunek: I ={;} Fj_' = {i}

Potaczenie szeregowe na rysunku mozna przedstawi¢ nastgpujaco:

2 Poljczenie rownolegle

Definicja 3.14

Ciag wierzchotkow iy, i, ........ ,in jest polaczony roéwnolegle wtedy i tylko wtedy gdy
spetniony jest nastgpujacy warunek:

(T, =T, = =[, ) A (5,7 =T "=.... ="

lll

Potaczenie rownolegte mozna na rysunku przedstawi¢ nastgpujaco:

Wprowadzimy teraz pojecie agregacji szeregowej i rownoleglej.:



Agregacja szeregowa:

Zalozmy , ze wierzchotki k,4,1,,.....J, s polaczone szeregowo. Wowczas agregacja
szeregowa zbioru wierzchotkow {k,/,L,.....J,} polega na zastapieniu go jednym
wierzchotkiem ( agregatem ) .Nowa macierz relacji 4, otrzymujemy z macierzy A przez
podstawienia a,=a i a =a, = =a, = 0 dla j=12,..... n.
Mozna zatem tatwo udowodni¢ nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.1.4
Jezeli wierzchotki k,| sa potaczone szeregowo to agregacja tych wierzchotkéw odpowiada
lewostronnemu pomnozeniu macierzy A przez macierz: L =[L,] gdzie:

I,=1 dla s=#k,l

L, =0, 1,=0, I,=1

I, =0 dla pozostalyc h.

Lemat 2.1.1
Jezeli wierzcholki i, j, k gdzie (i<j<k) sa polaczone szeregowo to kolejnos¢ agregacji
nie jest istotna.

Lemat ten jest oczywiscie prawdziwy przy agregacji n wierzchotkow potaczonych szeregowo.

Lemat 2.12
Jezeli wierzchotki 7, ji, j2, oueeeee o (1<ji <ja<our <Jn) sa polaczone szeregowo to
L@, ji,J2, vy Jn) = L1, ji) e L(i,j:)L(i,j)

Lemat 2.13

Jezeli wierzchotki 7, ji, j2, oo ,Jn oraz k, I, b, ........ ,Im. sa polaczone szeregowo i
{k,l],lz, ........ ,I,,,} ) {i,j],jz,........., _],,} =0

to macierze  L(i, j;, j2, -eeene L) i Lk, L, ... , I) komutuja.

Agregacja rownolegla:

Zatoézmy , ze wierzchotki k), k2 ,......... , k» s polaczone rownolegle. Wowczas agregacja

rownolegla zbioru wierzchotkow { ki, k7 ,......... , k. } polega na zastapieniu go jednym

wierzchotkiem k; ( agregatem ) o wejSciach i wyjsciach takich samych jak kazdego z
wierzchotkow agregowanych.

Macierz relacji nowego grafu ( o zagregowanych pofaczeniach rownolegtych ) otrzymamy z
macierzy A przez wyzerowanie wierszy i kolumn odpowiadajacym zagregowanym
wierzchotkom z wyjatkiem kolumny i wiersza o najnizszym numerze. Tak wigc

Mozemy wigc analogicznie do twierdzenia 3.1.4 sformulowaé nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.1.5

Jezeli wierzchotki &;, k,......... , k» sa polaczone rownolegle to ich agregacja odpowiada
pomnozeniu macierzy A lewo i prawostronnie przez macierz:
P =[py]gdzieps=1dlas=k,,....... Jk, i p, =0 dla pozostalych



Analogicznie jak dla potaczen szeregowych mozna tatwo udowodni¢ nastgpujace lematy:

Lemat 3.1.4
Jezeli wierzchotki &, , k;,......... , k» sa potaczone rownolegle to
P(k,,k,,......k,) = P(k,,k,)P(k,,k,_,)P(k,k,)

Lemat 3.1.5

Jezeli wierzchotki &, ks, ......... N P T IR ,In  sapolaczone rownolegle i
{k],kz, ........ ,k,,}(\ {11,12, ........ ,Im} =@

to macierze P(k;, ka,......... Jka) i Py, Io,......... , I ) komutuja.

Algorytm agregacji strukturalnej grafu skiada si¢ z dwu na przemian wykonywanych operacji:

1. Agregacji potaczen szeregowych

2. Agregacji potaczen rownoleglych.
Ten cykliczny algorytm powtarzamy tak dtugo, dopdki nie wyczerpia si¢ wszystkie
mozliwosci agregacji wierzchotkow grafu. Bazujac na powyzszym rezultatach mozna
udowodni¢ nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie 3.1.6
Rezultat agregacji jest taki sam nie zaleznie od tego czy zaczniemy od agregacji potaczen
szeregowych, czy rownolegtych.

Przyktad 3.1.1
Rozpatrzmy nastgpujacy graf:

;\ 4
A &\

_ _—
OO

Macierz relacji rozpatrywanego grafu ma postac:

[0 ]

1
0

S o =

0
1
0
0

S © = O O

1
0
0
1
1
0

1 krok algorytmu



Jak fatwo mozna zauwazy¢ dwie pary wierzchotkow tzn. (2,4) i (3,5) sa potaczone
szeregowo. Stad macierz L;= L (2,4) L(3,5)=

1 0 0 0 0 O 1 0 0 0 0 O 1 0 0 0 0 O
0O 0 1 0 O 1 0 0 0 O 0 0 1 0 O
_ 1 0 0 O 0 0 1 0f_ 0 0 1 O
0 0 O 1 0 O 0 0 O
1 0 0 0 0 0
L L 1] | 0|
1 A1 :Lz A =
(1 o0 0 0 0o 0]fo 1 1. 0 0 1] [o 1 1 0 0 1]
0 0 1 0 O 0O 0 1 0 O 0 0 0 0 1
N 0 0 1 O 0 0 1 O0f_ 0 0 0 1
0 0 O 0 0 1 0 0 O
0 0 0 1 0 0
L 0| 1| | 0|
Stad graf G po agregacji szeregowej bedzie nastepujacej postaci:
2
,///
e ;
,///
3

2 krok algorytmu ( agregacja potaczen rownolegtych)
Jak tatwo mozna zauwazy¢ w macierzy A; dwie kolumny ( druga i trzecia) sa takie same.
Stad wykorzystujac twierdzenie 2.1.5 macierz P jest postaci:

I 0 0 0 0 O
1 0 0 0 O
0 0 0 O

P=
1 0 O
1 0
1

i macierz relacji ma posta¢: A;=P A, P =



[1 o 0 o 0o offo 1 1 0 0 1][1 0 0 0 0 O
1 0 0 0 0 00 0 0 1 1 0 0 0 0
B 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 Of
- 1 0 0 0 0.0 1 0 o]
1 0 0 0 1 0
| 1] 0| 1]
K 0 0 0 1]
00 0 0 1
B 0 0 0 O
N 0 0 0
0 0
L. 0_

Tak wigc w rezultacie otrzymujemy graf postaci:

3.2. Agregacja liniowa

Niech dany bedzie graf potaczei G = {I, U, P} Podobnie jak poprzednio ( punkt2.1)
bedziemy zaktadaé, ze:

o Graf G jest unigrafem
o Graf G nie zawiera petli

Ponadto zatozymy, ze
o G jest grafem niezorientowanym ( tzn., iz dla kazdego elementu zbioru U spetniony

jest warunek:

(i:tj A (i,u,j)eP) = (j,u,i)e P gdzie i,jel ,uelU
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Dla dalszych rozwazan wprowadzimy teraz pojecie polaczenia liniowego.:

Definicja 3.2.1
Wierzcholki i orazj sa potaczone liniowo wtedy i tylko wtedy gdy
o istnieje marszruta taczaca wierzchotek i z wierzchotkiem j - L(i, j)

o stopien kazdego wierzchotka & € L(i, j) jest rowny 2.

Polaczenie liniowe mozna na rysunku przedstawic nastgpujaco:

() ()
/ () O Rk S\

Ponizej przedstawimy algorytm agregacji pofaczen liniowych.

Wprowadzimy nastgpujace oznaczenia:

G={I,UP} - graf ktory powstaje po dokonaniu liniowej agregacji wierzchotkow,
A=lay, J: o - Macierz polaczef

1 gdy (ibu,j)eP i jel
a. =
Y 0 w przeciwnym przypadku

T = {t,,tz, ........ ,tm} - zbior takich trojek 7, = (j,w,;,w,;) gdzie j-numer kolumny dla

ktorej Y a; =2 =12, ,m

i=1
w,, - numer pierwszego wiersza w ktérym dla kolumny j a; =/
w3 - numer drugiego wiersza w ktorym dla kolumny j a; = 1.

1. Dla kazdej kolumny j macierzy A obliczamy Y a;

2. Dla kazdej kolumny macierzy A dla ktorej Za,.j =2 wyznaczamy
i=1
1; = (j,w;,w,,) zdefiniowane powyzej. Otrzymujemy zbior "= {1, 1, ...... Jm}
3. Rozpatrujemy pierwszy element ¢ = (I,w,,,w,) zbioru T i sprawdzamy czy

numery wierszy wy; ,wz; nie wystepuja jako wyroznione numery kolumn
nalezace do zbioru T :
(*) W11=j lub W21=j dlaJET

a. jezeli nie zachodzi warunek (*) to :
T={ttynt, }; I =1-1: U=ULT
gdzie

11



I - zbior wierzchotkéw posrednich marszruty miedzy
wierzchotkami okreslonymi w1,
U-  polaczenie pomigdzy wierzchotkami okreslonymi w ¢;.

b. jezeli zachodzi warunek (*) to dotaczamy kolejno te trojki dla ktorych ten
warunek jest spetniony i postgpujemy analogicznie jak w punkcie a).
4  Sprawdzamy czy zbior T jest pusty. Jezeli tak to koniec dziatania algorytmu, jezeli nie
to bierzemy nastegpny element zbioru T i przechodzimy do punktu 3.
Przykfad 2.2.1
Rozpatrzmy nastgpujacy graf

Stad zgodnie z punktem 1 algorytmu wektor sum poszczegodlnych kolumn przedstawia sig
nastgpujaco:

[ 23122222311
Zbior T' jest w tym przypadku postaci: T = {t,,tz,tj,t,,.,tj.,té} gdzie :
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4=213); ,=0546); =(635); 1,=(138); =0879); 1,=(9810);
Rozwazmy zatem element #, = (2,1,3) zbioru T. Zgodnie z punktem 3 proponowanego
powyzej algorytmu sprawdzamy czy wierzchotki 1, 3 sa nurami tych kolumn macierzy A dla

ktorych Za,j = 2. Poniewaz tak nie jest to zgodnie z punktem 3a zaprezentowanego
i=1
algorytmu :
To={t ottt} 5 T=1-23 ; U=UOCf(L3)};
Nastepnie rozpatrujemy element ¢, = (5,4,6). Zauwazmy , izw tym przypadku wierzchotek
n
6 jest numerem kolumny dla ktorej Za,.j =2.. Stad zgodnie z punktem 3b algorytmu

i=1

elementy £, =(5,4,6) i t, =(6,3,5) laczymy ze soba w nastgpujacy element { 5,6,4 .3 }.
A wigc nowy graf G bedzie postaci [ :=1- {56} ;o U=U0{u43) ;.

Zbior T bedzie teraz postaci : 7" := {t,,.,ts,l6 } . Nastgpnie bierzemy element 7, =(7,3,8) i
postepujac analogicznie dotaczamy do niego elementy £, =(8,7,9) i 1, =(9,8,10)

Powstaje element postaci: { 7,8,9,3,10 }. Nowy graf G bedzie postaci
I =1-{789 ; U:=Uu{u(3,10)). . Zbiér T:= 0. cooznacza zakonczenie
dziatania algorytmu.

Rozpatrywany przez nas graf po agregacji liniowej bedzie postaci:

) D
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