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W pracy zaproponowano metodg estymacji relacji porzadku w zbiorze
skoriczonym, na podstawie wielokrotnych poréwnan parami, w postaci
réznicy rang, zakidconych blgdami losowymi. Rozwazono estymator
oparty na koncepcji ,,najblizszego porzadku” (ang. nearest adjoining order
- NAOQ), zapoczatkowanej w pracy Slatera (1961); moina go zaliczy¢
réwniez do tzw. algorytméw kombinatorycznych. Estymowang postaé
relacji otrzymuje si¢ na podstawie optymalnego rozwiazania
odpowiedniego zadania optymalizacji dyskretnej. Posta¢ proponowanego
estymatora okre$lono na podstawie wiasno§ci zdefiniowanej w pracy
rodziny zmiennych losowych. Wykazano, ze zmienna odpowiadajaca
rzeczywistej relacji ma najmniejszq warto$¢ oczekiwana w tej rodzinie
oraz okreslono oszacowanie prawdopodobienstwa zdarzenia, ze zmienna,
odpowiadajaca rzeczywistej postaci relacji, przyjmie warto$¢ mniejsza niz
zmienna odpowiadajaca dowolnej innej (wyspecyfikowanej) postaci.
Prawdopodobieristwo to dazy wykladniczo do jednosci, wraz ze wzrostem
liczby porownan do nieskoriczonoéci, przy slabych zaloZeniach odnosnie
rozkladow bledéw poréwnar.

1. Wprowadzenie

Rozwazany w niniejszej pracy problem estymacji relacji porzadku
stanowi kontynuacje wczesniejszych prac autora, dotyczacych estymacji
trzech rodzajéw relacji: porzadku (zob. Klukowski (1994, 2000)),
réwnowaznosci (zob. Klukowski (1990)) i tolerancji (zob. (Klukowski
2002, 2006)). Idea proponowanych estymatorow opiera si¢ na koncepcji
,»najblizszego porzadku” (zob. Slater (1961)); w literaturze tematu zalicza
si¢ je rowniez do tzw. algorytmow kombinatorycznych (zob. Koronacki,
Cwik (2005), rozdz 9). Algorytmy estymacji wymienionych relacji
opieraja si¢ na rozwiazaniach optymalnych pewnych zadan optymalizacji
dyskretnej. Mozliwe jest analityczne okreslenie niektorych wiasnosci

zmiennych losowych stanowiacych podstawe estymacji, przy nie




ograniczajacych zalozeniach odno$nie rozkladéw bledéw pordwnan.
Bledy te nie musza mie¢ zerowej wartosci oczekiwanej, a ich rozkiady
moga by¢ nieznane. Zaklada si¢ jedynie, ze sg to rozklady jednomodalne,
a ich funkcje prawdopodobienstwa przyjmuja maksimum i mediang w
zerze, poréOwnania wielokrotne kazdej pary musza byé niezaleznymi
zmiennymi losowymi.

Przyktadem problemu tego typu jest uporzadkowanie klientow wg
zarobkoéw, na podstawie kwoty wydanej na zakupy, w przypadku
wielokrotnych  (niezaleznych)  zakupoéw. Przyklady zastosowan
statystycznych algorytméw porzadkowania podano m.in. w pracy David
(1988).

Niniejsza praca sklada sie z czterech czeéci oraz dodatku. W
czesci drugiej podano niezbedne definicje i oznaczenia oraz
sformulowanie problemu. Cze$é trzecia zawiera postaé proponowanego
estymatora oraz twierdzenie okre§lajace jego wlasnosci. W czesci
czwartej podsumowano tres¢ pracy oraz wskazano kierunki dalszych
badan. Dodatek zawiera ideg dowodu twierdzenia z czgici trzeciej.

2. Sformulowanie problemu

Ponizsze sformufowanie jest rozwinigciem problemu z pracy
Klukowskiego (2000) na przypadek wielokrotnych, niezaleznych
stochastycznie poréwnan kazdej pary.

Zaklada si¢, ze w skonczonym zbiorze X={x,.., x,.}, m>3
istnieje, relacja stabej preferencji R o postaci:

R=IUP, e
gdzie:

I - relacja réwnowaznosci (zwrotna, przechodnia, symetrytczna),

P - relacja mocnej preferencji (przechodnia, antysymetryczna).



Relacja R generuje z elementdéw zbioru X ciag podzbiorow
x;, . x; (n<m) taki, ze (dowolny) element x;e x: jest preferowany w
stosunku do elementu xe ;(: (r<s) oraz kazdy podzbiér 1; (1=g<n)
zawiera elementy rownowazne.

Relacja R moze by¢ scharakteryzowana przy wykorzystaniu
funkcji 7: X x X =D,

D= {-(n-1), .., 0, .., n-1}, zdefiniowanej w nastgpujacy sposob:

T, x)=dy < xey,, ey, di=k-1. V)]

Wartos¢ funkcji  T(x;, x)) jest roznica rang (miejsc w
uporzadkowaniu) elementow x, oraz x; w relacji R. Warto$¢ T(x, x,)=0
oznacza rownowazno$¢ obu elementoéw (naleza do wspolnego podzbioru
xq» 15q<n). Jest oczywiste, ze T(x,, x)=-T(x; x;) dla T(-)>0.

Posta¢ relacji x;, s x; nalezy okresli¢ (estymowac) na
podstawie poréwnaf parami elementéw zbioru X, zakléconych bledami
losowymi. Kazda para (x;, x;)eX x X jest porownywana N-krotnie (N>1),
w sposO6b niezalezny stochastycznie; wynik A-tego porownania
(=1, ..., N) stanowi wartos¢ funkcji:

g:XxX - D, D={-(m-1),..,0,., 6 m1} 3)
Wynik gi(x;, x)=ci; jest oceng roznicy rang pary (x,x), w A-tym
porownaniu. Zbiér wartosci D zawiera liczby catkowite z zakresu: -(n-
1), ..., m-1, poniewaz nie zaklada si¢ znajomosci liczby podzbioréw n.

Ze wzgledu na  wystgpowanie bledow losowych, kazde
poréwnanie gu(x, x;) (1<k<N) moze przyjmowaé warto§¢ rozna od

T(x;, x;), co sprawia, ze roznica T(x, x)-gk(x, ;) moze przyjmowaé z




pewnymi prawdopodobienstwami warto$ci rozne od zera. Zakfada sig, ze
poréwnania gi{x;, x;) oraz g{x,, x,) s niezalezne, tj.:
P((glx,, xy=ci)(gilx,, x)y=cir) =P (8elx, x)=cu)P(gi(x,, X.y=C1rs) (kD).
@

Ponadto zaklada sie, ze funkcje prawdopodobienstwa bleddéw
porownan kazdej pary (x, x)eX x X, oznaczane symbolami ), Bau()),
#(D), zdefiniowane zaleznoéciami:
a(=Pr(T(x, x)-gx, XY=, T(x, x,)=0), ((m-1)<i<(m-1)), ©)]
BaD=Pr(T(x, x)-8x, x)=1 T(x,, %)< 0),  (-2(m-1)<I<2(m-1)), (6)
Yl D=Pr(T(x, x)~gix,, x)=1; T(x;, )>0), (-2(m-1)<I<2(m-1)),  (7)
spetniaja warunki:

2(m-1) 2m-1)

T oad=1, % BD=1 % n®=1, @

J=(m~1) 1==2(m-1) 1==2(m-1)

Y Pr(T(x, %) — gdx, %) =1)>1/2, ®

> Pr(T(x, x) ~ gdlx, x} =1)>112, (10)
Pr(T(x, x)-gu(x, %)=D2Pr(TCx, x)-gulx, x)=I+1); 20, (11)
Pr(T(x, x)-glx, x)y=D=Pr(T{x, x)-gx, x)=I-1); 0. (12)

Nieréwnosci (9) — (12) implikuja wlasnosci rozkiadu biedéw
porébwnan  kazdej pary: e mediana réwna zeru, e funkcja
prawdopodobiefistwa — jednomodalna, przyjmujaca warto$¢ maksymalna
w zerze. Wartosé oczekiwana kazdego z bledow moze by¢ rozna od zera
(w szczegolnoéci, dla T(x;, x;)=tn warto$¢ ta jest niezerowa, jesli P(T(x,,
x)-gx,, x)=0)=1). Prawdopodobienstwa (0}, £;(0) oraz ,(0) moga
by¢ mniejsze niz 1%; jest to ostabienie zalozenia z pracy Klukowskiego

(1994), w ktorej rozwazono poréwnania wskazujace kierunek preferencji.




W celu uproszczenia rozwazan, zaklada sie, ze rozklady bledow
T(x, x)-gilx,, ;) ((x;, x)eX x X) sq identyczne dla wszystkich k, 1<k<N;
w  konsekwencji porownania gi(x; x;), ..., gv(x, ;) sa realizacjami
niezaleznych zmiennych losowych o identycznych rozkiadach. Z tego
wzgledu indeks k¥ bedzie pomijany w symbolach: au()), Bu(D), ya(D).
Ostabienie zalozenia o identyczno$ci rozktadow nie stanowi problemu.

Stosujgc powyzsze oznaczenia, problem estymacji relacji R na
podstawie poréwnan parami mozna sformulowaé w nastepujacy sposob.
Okreslic relacje R (ciag x;, N x: lub — rownowaznie - wartosci funkcji
I(x;, x;)) na podstawie poréwnan gi(x;, x)) (,4=1, ..., N), dla (x;, x)eX x X.

Nalezy podkreéli¢, ze estymacja relacji nie wymaga znajomosci
funkcji prawdopodobienstwa: a;(J), F(D), y(!)) oraz liczby podzbiorow n.
Funkcje prawdopodobienstwa lub ich oszacowania sa natomiast
niezbedne do okreslenia wlasno$ci wynikow estymacji.

Dla dalszych rozwazan niezbgdne sg ponizsze oznaczenia:
* 1(x, x;) - funkcja okre$lajaca roznice rang kazdej pary (x;, x)eXxX dla

dowolnej relacji porzadku w zbiorze X, tzn.:

x,x)=dy>xey,, ey, ; dy=k-1, (13)

oI xy,e 2,0 P15 200 PL2y> - X, ), R — zbiory par indeksow

<i, j>, (>7) odpowiadajace relacji y,, ..., x,, 0 nastepujacej postaci:

Ky, 2,)={<i, > 11 (x, %) = 0; i}, (14)
Py o 2,)={<0, 7> 11 (0, %) <0; i), (15)
Pz, 5o 2,)=1<0 7> |2 (e, %) > 0; i) (16)

R=I(x s 2, )P 210 s 2P0 )=




=(<i, > | 1<i, jem ; j>i; a7
M=m(m-1)/2=#R.) (18)
(symbol #(Z) oznacza liczbg elementéw zbioru E).

Podstawe¢ do okreslenia wlasnosci rozwazanego ponizej

estymatora stanowia zmienne losowe U (y,, ... 2,), Vi (xp- 2,)

ZP G, 2.0, W2, 5 ,), 2definiowane w nastepujacy sposob:

UP Oy =lgitx, x)1; 1x, %)=0, (19)
VPO =1x, x)- gule, ) |; 106, )<0, (20)
ZP O =1(x, x) - g, %) |; 1x, x)>0, 1)
#OO= T UPOr T vPOr T ZP0. (22)

Zmienne losowe i symbole odpowiadajace relacji R (bezblednemu
wynikowi estymacji) beda oznaczane symbolami: /", y$", z%", 17,
Pi, Py, W, natomiast odpowiadajace dowolnej relacji ¥,, ..., X5 -

(k) (k) k) (k) ;
roznej od R - symbolami: {7;°, 7, 25 »1 +P1 Py, W . Dla kazdego
k (1<k<N) réznica w®* -7 moze byé przedstawiona w postaci:

e N L N N T

1 n(F,—P:) I'n(Fy-P2)
K _ (k) B _ k)
+ T wE-gr T -0+
PG -17) Pir(Fy-P1)

k (kY + (k)
X wE-rOr T @ -g0+
(PIPBINT (T () PIT ~I)

+ Y @P-FO 3 (@P-79) (23)

Py N (B-P) (PINBINT (=T ()

lub — krécej — w postaci:




WO = 5 2ol

v=l 8y
gdzie:
OtV=y - p®, Si={<i <, el n(F,- P}, (24)
QED=yr- 70, Sy=(<i, >l <i, el ~(B,-Ph)), (2%)
Q¥ =y g®, Sy={<i, > l<i, e P (F -I'), (26)
QI =p®r. F® . Se={<i > |<i e PiA(P,- P}, @7)
QU =y PO Ss=(<i, > | <i, e P BT, X T (x, X)),
(28)
W= z®" - GO, Se=(<i, > < pe PyA(F T}, (29)
QUM = z® O s =(<i, > <, e Py (B, - P}, (30)

QD =z O S =(<i, > | <i, j>e Py BT, 0T (%, X)),
31)

3. Posta¢ i wlasnosci estymatora relacji porzadku

Podstawe do okreSlenia postaci estymatora relacji R i jego

wilasnosci stanowia usrednione zmienne losowe [7,(), V() oraz Z,():

7,0~} Lo, G2

7,0= #§ VPO, (33)
N

2,04 2200, )

Wariancje zmiennych (32) — (34) spelniajg warunki:

0



Var(T, 0= §Var@Pe), 1

Var(7,0) )=xVar(rP ), s 35)
Var(Z,())=$Var(zP (). J

Suma W (-) zmiennych (32) — (34) ma postaé:
0= 2, 000", 2 0T 5,200 09

Usrednione zmienne, odpowiadajace relacji z;,..., ;(; beda
oznaczane symbolami: [7;, 17;, Z_,;-, W', natomiast zmienne

odpowiadajace dowolnej innej relacji 7,,... 7 - symbolami ﬁy., ﬁij,

it
=

Réznice zmiennych losowych 7" - j7 mozna wyrazi¢ w postaci:

w-w=_ Y O-vp+ T T;-Z)+

"B -PY) 1"n(Fy-PY)

- ~

LN (2R DL N by AL N (e L

PIn(F -1%) PIn(B-FD) (PIAPIAT ()T ()
2 @mupt X Zivpt X (ZymZy)
PN -1") PP -P) (PaOPIN(T ()1 ()
- T wA®
=320, 37N
v=l Sv

gdzie: 0 fj") oraz S, - zdefiniowane analogicznie, jak w (24) — (31).

Wiasnoéci réznicy zmiennych losowych 7" - ﬁ~7 okresla
Twierdzenie
Réznica 7" - u:/ spefnia nastepujace warunki:

EW - )<0, (38)

B5)




L Erre)y
P(W —W<O)21-exp —ZNW s (39)

8
gdzie: § =#(US,).

v=1
Idee dowodow nieréwnosci (38), (39) podano w dodatku.

Powyzsze twierdzenie orzeka, ze warto§¢ oczekiwana zmiennej
losowej 7", odpowiadajacej relacji z;,..,z,, jest mniejsza, niz
zmiennej 4 odpowiadajacej dowolnej innej relacji %,,..., 75, tzn.
zmienna 7 ma najmniejsza warto$é oczekiwang w zbiorze rozwiazan
dopuszczalnych. Jesli N—>o, to wartosci kazdej zmiennych # (y,, ..., x,)
zbiegaja stochastycznie (zob. zaleznosci (35)) do swoich wartosci
oczekiwanych. Ponadto, prawdopodobienstwo zdarzenia {W°<p? } jest
nie mniejsze niz prawa strona nierownosci (39); dazy ono wyktadniczo do
jednosci, gdy N—wo. Oszacowanie to okresla prawdopodobienstwo
zdarzenia, ze relacja x;, vy x:, wygeneruje mniejsza warto$¢ zmiennej
W(x,, ... x,), niz rozna od niej relacja ,, .., 7;. Powyzsze twierdzenie
implikuje sposob rozwiazania problemu estymacji relacji x; s x:: na
podstawie poréwnan gi(x, x) (=1, .., N, (x, x)e X x X) wyznaczy¢
relacie 7,,.., 15, dla ktorej warto$¢ zmiennej losowej W(y,, ..., x,) jest
najmniejsza (innymi stowy - okresli¢ relacjg, ktorej poziom niezgodno$ci
z wynikami poréwnan jest najmniejszy). W tym celu nalezy rozwiazac

zadanie optymalizacji dyskretnej o postaci:



(2 ThO%ux) g G, (40)

zf"---r-r.l;?’en <i, j>€Rn k=1
gdzie:

Fy - zbi6r rozwiazan dopuszczalnych, tj. rodzina wszystkich mozliwych
postaci relacji preferencji w zbiorze X;
£9(x,, x;) — funkcja charakteryzujaca relacje y{, ... 7%, element zbioru Fy.

Liczba rozwigzan zadania optymalizacyjnego (40) moze
przewyzszac jeden. W przypadku rozwiazan wielokrotnych, oszacowanie
(39) odnosi si¢ do catego zespolu (alternatywy) uzyskanych relacji.
Rozwigzanie jednoznaczne mozna wybra¢ w sposéb losowy lub
wprowadzajac  dodatkowe  kryterium, np. wybierajac  relacje
minimalizujaca warto$¢ funkcji (40) na zbiorze I(%,,..., ;) lub na
zbiorze Pi(f,... Z; 0P 2y, X))  Wspolczynnik  1/N zostat
pominiety w funkcji (40), poniewaz nie wplywa on na posta¢ rozwiazania
optymalnego.

Okretlenie wlasnosci oceny %,,..,7; moze si¢ opiera na
warto§ciach  (ocenach) odpowiadajacej jej funkcji 7 (xirxp)
((x;, x)eX x X). Zbadanie nieobciazono$ci tych ocen oraz okreslenie ich
tacznej wariancji w sposob analityczny wydaje si¢ problemem trudnym;
dyskusji wymaga tez kwestia adekwatnosci wariancji, jako miernika
precyzji oszacowania. Wykazanie zgodnoSci rozwazanego estymatora,

tzn. stwierdzenia czy jest spelniony warunek:

fim PC S |TCinx)~T(xx;)) <€)=0 (£>0),

N <i, J>ERn



oraz okreflenie rodzaju (tempa) zbieznosci, wydaje si¢ realistyczne
jedynie metodami symulacyjnymi. Przestankami wskazujagcymi na
zgodno$¢ tego estymatora sg zaleznosci: (35) i (39).

Okreslenie wartoSci prawej strony nieréwnosci (39) wymaga
znajomosci wartosci oczekiwanych E(ij"')); w celu ich wyznaczenia
niezbedna jest m.in. znajomos¢ funkcji prawdopodobienstwa rozkladow
bledéw porownan., W przypadku, gdy nie s3 one znane mozna je
estymowaé lub aproksymowaé. W celu uzyskania realistycznych
wynikow estymacji tych funkcji, konieczne jest posiadanie odpowiedniej
liczby poréwnan N. W przypadku, gdy liczba N jest niedostateczna,
proponuje si¢ wyznaczy¢ ,,géme oszacowania” tych funkcji, oparte na
koncepcji  symetrycznych rozkladow quasi-rownomiernych (zob.

Klukowski (2006)). Oszacowania takie wyznacza si¢ na podstawie ocen:
T (xi,xy) ((xi, x)e X x X), rozwiazujac jeden z podanych nizej ukladow
réwnan. W przypadku T (xi,x,) # (71~ 1) uklad taki ma postaé:
P(F (a1, x7) = 806, x) < 0 =P (w1, x,) - £, (i x,) > 0, ]
P(F(xi, )~ 8, 0,x) ==1) = |
=PI, ) = 8 (i x) = T, x) = (- D), I
P(T(xi, x)) = 8, (i x) =1) = |
=P(F(xir ) = 84 (xirx) = TCxip ) + (=1), Han
P(F(xi, %))~ 8, (i) = 0) = l
=max{P( (i, x;)~ 84 (1, 1)) =D, 7w, x)) = 8, (e x)= -}, |

F)+(A-1) A
P( 3 T(xi:xj)_gk(xi:xj)=l)=l' J

1= ()~ (A1)




W przypadku T (xi,x;) = £(71—1) uktad ten ma postac :
P(T(xi,%,) = g, (xi,x;) = 0) = +¢ oraz
PTG, x )~ 8 Grinx ) =-D) =525 (1, L 2(-1) dia
T(xi,x,)=~(A~1),
P(T(xix) - g (eix ) =D =5k25) (=1, ., 2(i-1)) dla

f(xi’xj) = ﬁ"l,
r()—(n‘l)
P( T x) -8 (eox) =) =1,
I= T()+(rrl)
gdzie:
& - stala z przedziatu 0, )3) (np. 6= 555555 lub &= 55 6T )
Uktad rownan (41) zaklada réwnos¢ prawdopodobienstw z lewego
i prawego ogona rozkiadu (zob. pierwsze rownanie ukladu). W przypadku
asymetrii tego rozktadu (np. stwierdzonej na podstawie wspolczynnika
asymetrii porownan gi(-) (,=1, ..., N)) nalezy nada¢ pierwszemu rownaniu
postac:
P(T (i, x,) = 8 (e ) < 0)= AP(F(x1, x,) — 8, (xi>x,) > 0),
gdzie: A - stala zapewniajaca spetnienie warunkow (8) — (12).
Nalezy dodaé, ze oszacowanie (39) zalezy od postaci relacji

X1, Xy relacje wykazujace wyzszy ,stopien niepodobienstwa” do

relacji y;, ..., z, implikuja wigksza wartosé oczekiwang zz EQ™), i

val g,

— w konsekwencji — wigksze prawdopodobienstwo P(W‘< VI;’ }- Innymi




stowy, otrzymanie (jako wyniku estymacji) relacji 7, , ..., ¥+ wykazujacej
duze r6znice w stosunku do 7, , ..., 7, jest mniej prawdopodobne.

Okreslenie prawdopodobiefistwa zdarzenia, ze ocena %, ..., ¥;,
wynikajaca z rozwiazania zadania (40), jest identyczna z postacia relacji
11, oy x; wydaje si¢ mozliwe, jak juz zaznaczono, metodami
symulacyjnymi. Eksperyment symulacyjny, majacy na celu jego
okreslenie, moze mie¢ nastgpujaca postac.
1°. Rozwiaza¢ zadanie (40) dla uzyskanych poréwnan gu(x;, v)eX x X (k
=1, ..., N) oraz wyznaczyé relacje 7, ..., ;-
2° Na podstawie oceny X1>» X5 oraz posiadanych funkcji
prawdopodobienstwa  bledow  poréwnan  (przyblizonych  lub
estymowanych) wygenerowaé w sposob symulacyjny « zestawow (x>>1)
wynikéw poréwnan g, (x;,x,) (=1, ., N, (x;, x)eX x X).
3°. Rozwiaza¢ zadanie (40) dla kazdego z « zestawéw poréwnan
okreslonych w pkt 2° i wyznaczyé liczbe g - bezblednych wynikow
estymacji.
4° Okregli¢ frakcje x/u i przyjaé ja jako oceng prawdopodobienstwa
uzyskania bezbtednego rozwiazania problemu estymacji relacji porzadku
w catym zbiorze rozwiazan dopuszczalnych.

W celu realistycznej oceny prawdopodobienstwa uzyskania
bezbiednego wyniku estymacji relacji, liczba x musi byé odpowiednio
duza, zwykle nie mniejsza niz 10%. W przypadku uzyskania rozwiazania
wielokrotnego zadania (40) (na podstawie porownan gi(-)) nalezy
zrealizowaé symulacje 1° — 4° dla kazdego z rozwiazan i przyja¢, jako

oceng prawdopodobiefistwa, frakcje x/u o najmniejszej wartosci. W




przypadku pojedynczego rozwiazania zadania (40) (na podstawie
rzeczywistych poréwnafi), mozna tez uzna¢ za zasadne zrealizowanie
eksperymentu symulacyjnego nie tylko dla relacji 7,,... z;, ale rowniez
dla (kilku) relacji, odpowiadajacych wartosciom funkcji (40) bliskim
warto§ci minimalnej. Jako ocen¢ prawdopodobienstwa bezblednego
wyniku nalezy przyja¢ najmniejsza z otrzymanych frakcji. Postepowanie
takie, wykorzystujace ideg technik boofstrap, ma przyblizony charakter,
ale stanowi racjonalne rozwiazanie rozwazanego problemu, przy
przyjetych zatozeniach.

Nalezy doda¢, ze oszacowanie (39) nie zaklada znajomosci liczby
podzbioréw #n relacji R; zakres wartosci funkcji prawdopodobienstwa
bledéw poréwnafi opiera sig licznosci m zbioru X. W przypadku, gdy
n<m, prowadzi to do niedoszacowania prawdopodobienstwa (39). Dlatego
tez jesli mozna uznaé, ze A jest rowne n, celowe jest zastapienie w
nierownosci (39) liczby m - ocena 7. Jako ,zgrubny” wskaznik
zasadnos$ci tego przypuszczenia mozna wykorzysta¢ minimalna warto$¢
funkcji (40). Wartosci bliskie zera lub zero (funkcja ta przyjmuje jedynie
nieujemne wartoéci catkowite), oznaczajace niski poziom ,niezgodno$ci”
oceny #,,..x; Z porownaniami gix, x;), wskazuja na dobrg precyzje
wyniku estymacji.

4, Zakonczenie

Przedstawiona powyzej metoda estymacji relacji porzadku - na
podstawie porownan parami w postaci roznicy rang ~ stanowi rozwinigcie
koncepcji przedstawionych w pracach Klukowskiego (1994, 2000).
Otrzymane w niniejszej pracy wyniki opieraja si¢ na stabych zalozeniach;
w szczegOlnosci nie wymaga sig, aby warto$¢ oczekiwana bledu

porébwnania miala zerowa wartos¢ oczekiwana oraz, aby

e




prawdopodobienstwo zerowej wartosci bledu poréwnania byto wigksze
od 4. Co wigcej, stosowanie algorytmu nie wymaga znajomosci
rozkiadow bledow poréwnan; wystarczajace jest spetnienie zalozen (9) —
(12). Mozliwe jest okreélenie pewnych wlasnosci tego estymatora, przy
wykorzystaniu réznych technik statystycznych, w tym rowniez
symulacyjnych.

W trakcie dalszych prac wydaje si¢ zasadne zbadanie whasnosci
algorytmu opartego na medianie z poréwnan, stanowiacego analogie do
przypadku ,zasady wigkszo$ci”, rozwazanego w pracy Klukowskiego
(1994). Dla tego ostatniego algorytmu wykazano réwniez wyktadnicza
zbiezno§¢ do jednosci prawdopodobienstwa analogicznego do prawej
strony nierébwnosci (39), a odpowiada mu prostsze zadanie
programowania dyskretnego. Ponadto celowe jest szersze zbadanie
wiasnosci proponowanej metody estymacji (trudnych do analitycznego

okreslenia) w sposéb symulacyjny.

Dodatek

Idea dowodu nier6wnosci (44):

B -7 ) <0. (A1)
Rozwazmy wartosé oczekiwang E(Q,(.J."’l)). Zmienna losowa QF"
przyjmuje postac:

0y =Us" -7 = lawtes, %) 1T (e, %)l x) |

i, > <i, el (P, -P)). (A2)




Z definicji zmiennych losowych U§”" oraz ("

wynika, ze 7(:)=0 oraz
7()<0; wynik poréwnania gi(x,x) moze przyja¢ warto§¢ spelniajaca
jeden z warunkow:
() &0O=<70);
(i) 70)<g, ()T
(iii) g, ()= T().

W przypadku g, () <7() roznica U -5 jest rowna: -7()>0z

prawdopodobiefistwem: ¥ P(g,()=/)<%. W przypadku (iii), roznica
17 ()
(A2) jest rowna: 7())<0 z prawdopodobiefistwem ¥ P(g,()=1)>"%.
12T()

Warunek (ii) implikuje, ze wyrazenie (A2) jest rowne 7()-2g,().
Wyrazenie 7()-2g,() (F()<g,()<T()) spetnia warunek:
1()<1()-28,0<1()
i przyjmuje wartoici ze zbiow {7()+2,..,-1()-2), z
prawdopodobienstwami PA()~2g,=0=P(g,=(F()-1)/2).
Wartoéci wyrazenia 7()-2g,() (f()<g,()<T()) sa polozone
symetrycznie wokdl zera; ich prawdopodobienstwa spelniaja warunki
(zob. (9) - (12)):
PO -2g,=-)2PFO-2g,=1) (1>0);

ostatnia nieréwnosé wynika z faktu, ze w przypadku 7()-2g,()=-t

réznica 7i(-)- g, (") jest mniejsza (blizsza zeru), niz w przypadku f(-)-




2g,()=t (innymi stowy warto§¢ g, () jest blizsza Ti(-)). Koniunkcja
powyzszych faktow, tj.:
P(OS=T()= TP(g,=D)> %,
127 ()
PO =-T())= TP(g=D<%,
=00
PEO-28"=-02PI0)-28]=1),
implikuje:
E(Q)<0.
W analogiczny sposob wykazuje si¢ nieréwnosci: E( Qf;"") )<0, =
2, ..., 8. Implikuja one ujemna wartosé oczekiwana E(7 " -w).
0
Dowdd nieréwnosci (39):
8
(ZXZEQS)

— T _ - v=Ilg,
P <W)=1-exp 2N———~—§2(2(m—1))2 . (A3)

Prawdopodobiefistwo Py < I;_’) mozna wyrazi¢ w postaci:
P <j7 )=1-PW -j7 20)

oraz

PGT - W 20)= P(é £020)=

IR R B A T
_P(ZZVEIQ"' 20)=

v=l §,

~P(E(3 20 20). (A%)

k=l v=| §,

Nier6wno$¢ (A4) moze by¢ przeksztalcona w nastgpujacy sposéb:




P(EE £0)7)20)=
P(Z(VZ::I ZQ(ky)) E(Z(st:] %‘:Q("")))> E(Z(Z ZQ(l:v)))_

~P(E(Z TOM)-NT TEQP) N3 TEQYY. (49

k=1 v=1 v=1 §,
Nierowno$¢ (AS) wynika z zalozenia, ze dla wszystkich & (1<k<N)
rozklady poszczegdlnych zmiennych losowych U®(), V() oraz

Z¥() sa identyczne. Dlatego tez wartosci oczekiwane E( Q("")) (1<k<N)

sq rowniez identyczne i réwne E( Qf.;’v) ).
Prawdopodobienstwo (AS5) moze by¢ obecnie oszacowane na podstawie
nieréwnosci Hoeffdinga:
N N
P(ry:- LE(r) 2 Ne)< exp{—2Nr*/(b-a)’},
gdzie: ¥; (=1, ..., N) — niezalezne zmienne losowe spelniajace warunek
P(asY<b)=1,
(-o<a<h<w), f — stata dodatnia,

w nastepujacy sposob:

(kv & v 8 v
P( Z(Z ZQ )—N§I ;ZE(Q,-,- ))Z_NE, SZE(Q,,» )<

k=1 v=1

(ZTEQM):
exp{— 2N—"31i——— . (A6)
3y’
Posta¢é mianownika wyktadnika, wystepujacego po prawej stronie

nierownosci (A6) wynika z faktu, ze wartoici kazdej ze zmiennych

losowych Qf;"') k=1, ..,N, v=1, .., 8) sa zawarte w zbiorze {-(m-




8 ~ 8
1), ..., (m-1)}, a zatem ich suma ZZQ,.S,’”'), zawierajaca I =#(US,)
v=1§, v=1

sktadnikéw, przyjmuje wartosci ze zbioru (-8 2(m-1), ..., §2(m-1)}.
0
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