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Streszczenie

W pracy rozwazony zostal wplyw wzajemnych relacji terminéw za-
koficzenia prac (przedzialéw terminéw zakonczenia, ang. deadlines inter-
vals) na asymptotyczny wzrost wartosci rozwigzan optymalnych losowego
zadania szeregowania prac z terminami zakoficzenia (ang. Sequencing
Jobs with Deadlines problem, SID). Celem problemu optymalizacyjnego
jest maksymalizacja lgcznego zysku z prac wykonanych w terminie. Zostal
zaproponowany asymptotycznie sub-optymalny algorytm do rozwigzywa-
nia tego zadania. W pracy przyjeto zalozenie, ze wspélczynniki zadan
sg realizacjami wzajemnie niezaleznych zmiennych losowych o rozkladzie
jednostajnym na przedziale [0, 1), n — oo, gdzie terminy zakonhczenia prac
sg wielko§ciami deterministycznymi.

Slowa kluczowe: Harmonogramowanie (Scheduling), zadanie zatadunku (Knap-
sack Problem), analiza probabilistyczna (Probabilistic Analysis), algorytm przy-
blizony (Approximate Algorithm), zysk (Profit), kryterium kosztowe (Cost Cri-
terion)

1 Wprowadzenie

Zadanic szeregowania prac z terminami zakofczenia (ang. Sequencing Jobs with
Deadlines problem, w skrécie SJD) polega na maksymalizacji wazonej iloci
prac wykonanych przed terminem zakonczenia (ang. deadlines). Terminy za-
koficzenia sg szczeg6lnym przypadkiem okna czasowego (ang. due windows, due
intervals), patrz Janiak i inni [5]. Kazda praca j (j = 1,...,n) musi by¢ wyko-
nana na pojedyfhczej, tej samej, maszynie. Wykonanie pracy wymaga czasu t; i
jest zadany termin jej wykonania dj(n). W przypadku wykonania pracy przed
uplywem terminu jej wykonania otrzymywany jest zysk p;. Naszym celem jest



maksymalizacja calo$ciowego zysku z prac wykonanych przed terminem, co moze
byc uznane za ekwiwalentne z minimalizacjg pelnego kosztu wykonania prac.

Z formalnego punktu widzenia, zgodnie z klasyfikacjg Deterministycznych
Zadan Harmonogramowania, Zadanie Szeregowania Prac z Terminami Zakoficzenia
nalezy do klasy Zadan Harmonogramowania na Pojedynczej Maszynie (Sin-
gle Machine Scheduling, w skrécie SMS). Dokladnicj Zadanic Szeregowania
Prac z Terminami Zakoiiczenia jest rozwazane jako Zadanie ITarmonogramowa-
nia z Kryteriami Optymalizacyjnymi z Terminami Zakoficzenia (Scheduling
Problem with Optimisation Criteria involving Due Dates), sklasyfikowane jako
1 || Zw;Uj, patrz Blazewicz et al. [1]. Klasie Zadai Harmonogramowania na
Pojedynczej Maszynie po$wigcono w literaturze duzo uwagi, zaréwno z uwagi
na ich samodzielne znaczenie badawcze jak réwniez z uwagi na fakt, ze czesto
sg one rozwazane jako czesé bardziej ogélnych i zlozonych zadan.

Przyjmujgc zalozenie, ze

di(n) < dy(n) < -+ < du(n) 1

zadanie Szeregowania Prac z Terminami Zakoficzenia moze zostat¢ sformulowane
w postaci problemu programowania binarnego, patrz Lawler i Moore [8]:

n
zopr(n) = max 3y p;z;
=1

2

Etjzj Sd,(n), i=l,...,n
i=1
gdzie z;=0Iubl, j=1,...,n

gdzie z; = 1 tylko w przypadku wykonania pracy j w terminie. Prace nalezy
wykonywaé zgodnie z kolejnoécig wyznaczong przez (1), prace nic wykonane w
terminie moga byt wykonane w dowolnej kolejnosci lub w ogéle nie wykonane.
Bez utraty ogdlnoéci mozna przyjaé zalozenie, ze

0<t; <dj(n)orazp; >0,j=1,...,n

Zadanie Szeregowania Prac z Terminami Zakonczenia jest NP-trudnym prob-
lemem Optymalizacji Dyskretnej, patrz Garey i Johnson [4], ale istniejg efek-
tywne algorytmy przyblizone dla jego rozwigzywania. Sahni [11] zaproponowal
pseudowielomianowy algorytm oparty na idei programowania dynamicznego, w
pracach Dudziniskiego i Szkatuly [2] zaproponowano proste i efektywne algo-
rytmy heurystyczne. W literaturze rozpatrywana byla uproszczona wersja tego
zadania, gdzie zamiast indywidualnych czaséw wykonania t;, 7 = 1,...,n, dla
wszystkich prac zostata przyjeta jednakowa jednostka czasu, np. t; = ¢, gdzie
¢ jest pewng stalg. Dla uproszczonej wersji zadania szeregowania prac zostalo
zaproponowanych wiele efektywnych algorytméw typu zachlannego, patrz Pun-
tambekar [10]. Ponadto algorytmy typu zachlannego dla uproszczonej wersji
zadania szeregowania prac sg czesto wykorzystywane w procesie dydaktycznym
na uczelniach, patrz Kocur [7].

Mozna latwo zauwazyé¢, ze Zadanie Szeregowania Prac z Terminami Za-
koficzenia (2) stanowi szczegélny przypadek wiclowymiarowego zadania zatadunku,
powszechnie znanego problemu optymalizacyjnego, patrz Kellner i inni [6], w
ponizszym sformulowaniu:

n n
zopr(n) = max Zi=l ci '@ s.t.ziz1 aj;z; <bj(n), x;=0o0rl,4,j=1,...,n



gdmec] =pj, aj; =t;, 1 <i < g ay; =0, j <i<n, bi(n) = dj(n),
ji=1,...,n. Wprzypadku kiedy wszystkie ograniczenia, poza ostatnim, zostang
usumete wtedy zadanie szeregowania prac przyjmuje postaé¢ klasycznego (jedno-
wymiarowego) zadania zaladunku:

n n
zopr(n) =maxy . pi-wist.y b2 Sda(n), i=0orl, i=1,...,n
3)

Wiclowymiarowe zadanie zaladunku jest dobrze znanym silnie NP-trudnym
zadaniem Optymalizacji Dyskretnej, podczas gdy zadanie szeregowania prac z
terminami zakonczenia oraz jedno-wymiarowe zadanie zaladunku sg NP-trudnymi
zadaniami optymalizacji dyskretnej, ale nie sg zadaniami silnie NP-trudnymi,
patrz Garey i Johnson [4].

‘Wihasciwosei probabilistyczne losowej wersji wielowymiarowego zadania za-
tadunku byly rozpatrywane w pracach Frieze i Clarke [3], Mamer i Schilling
(9], Schilling [12],{13] oraz Szkatuta [14],[15]. W zwigzku z bardzo znacznymi
réznicami pomigdzy ogélng postacia zadania zaladunku oraz zadaniem szere-
gowania prac z terminami zakoficzenia powyzej przytoczone wyniki nie moga
zostaé zastosowane w bezposredni sposéb do zadania szeregowania prac. W
pracy Szkatula [16] zostal przeanalizowany asymptotyczny wzrost, przy n — oo,
wartoéci rozwigzania optymalnego zo pr(n) dla klasy losowych zadan szeregowa-
nia prac z terminami zakonczenia.

Celem tej pracy jest zbadanie wplywu przedzialéw terminéw zakonczenia na
asymptotyczne zachowanie wartoéci rozwigzania optymalnego zppr(n), przy
n — 0o, w przypadku losowej wersji zadania szeregowania prac z terminami za-
kohczenia, gdzie przedzialy terminéw zakonczenia sa okreSlone przez wzajemne
relacje dj(n), j =1,...,n. Ponadto w pracy zostal zaproponowany prosty algo-
rytm heurystyczny i zostala udowodniona jego asymptotyczna sub-optymalno$é
w sensie analizy $redniego przypadku (analizy probabilistycznej).

Przedstawione w pracy wyniki stanowig wkiad do teorii harmonogramowa-
nia oraz do analizy probabilistycznej zadan optymalizacji kombinatorycznej.
Wyniki te mogg by¢ tez przydatne przy budowie i analizie algorytméw przy-
blizonych dla zadania szeregowania prac z terminami zakonczenia.

W pracy stosowane sg nastepujace oznaczenia: V;, = Y, n — oo oznacza:

o YV, - (1—0(1) £V, <Y, (1+0(1) jedli V,, oraz Y,, sa ciagami liczb;

o lim, oo P{Yn (1—0(1)) SV, <Y, (1+0(1))} =1 jesli V, jest ciaggiem
zmiennych losowych oraz Y, jest ciggiem liczb lub zmiennych losowych,
gdzie o(1) > 0 oraz limp—,00 0(1) = 0 jak jest to powszechnie przyjete.

W rozdziale 2 zostaly przedstawione oszacowania (2), uzyskane przy pomocy
teorii dualno$ci. Zostaly one wykorzystane w rozdziale 3 prezentujgcym wyniki
analizy probabilistycznej zadania szeregowania prac z terminami zakonczenia.
W rozdziale 4 zostaly przedstawione gléwne wyniki tej pracy dotyczace przedzi-
aléw terminéw zakonczenia oraz zostal zaproponowany algorytm przyblizony.
Rozdzial § jest poéwigcony oméwieniu uzyskanych wynikéw.



2 Oszacowania rozwigzania optymalnego

Rozwazny funkcje Lagrange’a dla (2), patrz Szkatula [16]:

F,(z,A) ijzﬂuz,\ (d(n Zzzltjmj)=

gdzie ¢ = {21,...,
Ai2>0,7=1,..

Pn (A) =

gdzie

Oznaczmy:

Zn(A)

= Z)\idi(n) + Z;Dja:j = Z A <Z§=1 tj”*'i)
i=1 =1 =1
= ZAidi(n) + Z (pj = (Z:;j )\i) . tj> ‘T =

= Z)\d, j Aj*tj)-.’l}j
T}, A={A1,... 0} Aj = z;‘:j A:. Niech dla kazdego A,
on
a:el?()a;{}" Fa(z,A) = Z/\ idi(n) }—Z(p] Aj-t;) - zi(Aj) =

Z/\ idi(n) + Z(pj(Aj) —Aj-t(A5) =

;pjmj) #2oh (atm -3, 4)

ay_ ) 1 jezelip, — At >0
z;(A5) = { 0 inaczej ’

FAN p; jezeli p, = At > O
pi(As) = { 0 inaczej

a e t; jezelip, —A;t; >0
t5h) = { 0 inaczej

Zp (A,); si(A Zt (Az);
_ { p,(OA,-) .1ezehs1( ) <di(n) | Z

inaczej

= ZM-d:(n);snM):ZAi-si(A):

) ZA )i @n(A) = 2u(A) + Dn(A) — Su(A)



The problem dual to SID (2) is then as follows:

&, = ming,(4)

Z wlasciwosci 2,(A), 2y, (A), Sa(A), Dy(A), ¢, (A) oraz ®}(A) mamy dla
kazdego A > 0:
zn(A) 2 Sa(A)

oraz

ﬁn(A) < ZOPT(n) < (I’: < ‘Pn(A) = zn(A) + Dn(A) - Sn(A) (5)

3 Analiza probabilistyczna

W dalszej czeSci pracy bedzie rozwazany nastgpujgcy model losowy zadania
szeregowania prac z terminami zakonczenia (2), patrz Szkatula [16]:

e 1 > 1, n jest dodatnig liczbg catkowita, n — co, 2, 7=1,...,n;

e tj, pj, sarealizacjami wzajemnie niezaleznych zmiennych losowych o rozlkiadzie
réwnomiernym w przedziale (0, 1];

e 0 <dy(n) < dg(n) < -+ <dyp(n) oraz A = {A1,..., A\, } sa wielkoéciami
deterministycznymi, d;(n) sg funkcjami n.

Dystrybuanty i wartosci oczekiwane zmiennych losowych t;(A;), pi(A;), w
przypadku asymptotycznym, jako funkcje m, A;, kiedy n — oo, przyjmujg
nastepujacg postaé:

Gi(Aiyz) = P{ti(A:;) <z} =P{t: <zUt;>zNp <At} =
A T-Aj
Stz(l-%4) A <1 .
2 2 t= L
. 1-g-+a- gl—- ZA,; Ai>1} O<z§mm{1,m}
1 :c>min{1,l%i}

Hi(Ajyz) = P{Hi(Ai)<z}=P{p:<aUt;>zNp; <A; t;} =
Lo’ jeseli A > 1
= ] A+ jezeli z<A<1
z jezeli A;<z<1
1 jezeli z>1

1 min{1/A;}
B(ti(A) = /z dGi(As, z) = - (1— A z)de =
0 0
{ oA ifA; >1
a % Asi otherwise 0 < A; <1



1

1
E(pi(A;)) = /1 ~dH; (A z) = /a:‘G’,- (Asyz2/As) do =
0 0
{ L jezeli A; >1
i

3A;
2
- %'L inaczej 0 < A; <1

1

Szukamy takich wartoSci Aj,...,An > 0, ze zachodzi
E(si(Ai(n))) < di(n), dla wszystkichi=1,...,n (6)
Mamy A; = Z;—J Ay Aj>0,5=1,...,noraz
A2 Ay> e > A i dlatego B(ti (A1) < Blta(A2)) < -+ < E(ta(An)). (7)
Zauwazmy, ze jeéli dla pewnych wartosci i, 1 <i<n

E(si(A)) = di(n) oraz diyy(n) — di(n) < E(tit1(Ais1)) (8)

wtedy
E(si41(A) > dita(n)

co oznacza, ze jeéli dla pewnych terminéw zakoficzenia d; (n), dz2(n), -+ ,dn(n),
jest wyznaczony wektor A, taki ze zachodzi (8) to wtedy (6) nie bedzie spelnione
dla wszystkich ¢ = 1,...,n. Jest to spowodowane monotonicznoscig A; oraz
E(t;(A;), patrz (7). Dlatego w pracy Szkatuta [16] zostal zaproponowany algo-
rytm rekurencyjny wyznaczajacy wartosci A(n), \;(n) >0, i =1,...,n, takie
ze dla wszystkich 0 < dy(n) < dp(n) < --- < dy(n) bedzie spelnione (6.

Algorytm 1 Procedura wyznaczenia §;(n) oraz Aj(n), j =1,...,n

Krok Inicjalizujgcy: Let [ « 0, dp(n) <0
Giéwny Krok Rekurencyjny: Niech

5 = max. {m Wﬁ) - min dj(n;:71(7z) ©)
oraz
0 (n) = min {MZ‘Z%;W’ %} i Ap(n) = arg {E(te(Ar)) = dk(n)}  (10)

dlak=1+1,...,j
Krok Sprawdzajacy: jeli j* = n to wtedy procedura jest zakonczona. W
przeciwnym przypadku ! « j* i Gléwny Krok Rekurencyjny jest pow-
tarzany do momentu kiedy j* = n.

Po zakoficzeniu pracy Algorytmu 1 wartosci d; (n), d5(n), ..., 6, (n) oraz Ay (n),
Az2(n), ..., An(n) sa wyznaczone. Ponizej sg przedstawione ich wybrane whasci-
wosci:

e §1(n) <da(n . < dn(n);

) <
-Eﬂ<)s()mw<K&mmmwng@wzmm



o Aj(n) = { \/ 6:65(n) jesli 0 < §5(n)

<
2 -3.65(n) jeslif : <d;(n) <

1
01 yJJ=1,...m;
2

o Ai(n) 2 Aa(n) > ... > An(n);

o Jesli 6;(n) = 6;41(n) to wtedy Aj(n) = Aj41(n), Aj(n) = 0, E(sj(A(n)) <
dj(n);

o Jesli 6;(n) < dj41(n) to wtedy Aj(n) < Ajy1(n), \j(n) >0, E(sj(A(n))) =
dj(n);

o S diln)(Sien 85m) = iy Alrm)-Blsi(A() = Tiy Milm) di(m);

. (A (n))) = 2.6;(n) jeéli0<6(n)§l
E(p;(A;(n))) { %_f_%,(}{(a;).(l_aj(n)) Jesh <4 (n)S%

7 powyzszego wynika, ze:

E(Zn(A(n))) ZE (p(Aj(n)))
Z( ( + 5851~ ) +75(0) %(”’)

1 jesli 2 <dj(n) <3
0 inaczej

Gléwny wynik pracy Szkatula [16] jest przedstawiony w ponizszym twierdze-
niu.

gdzie 7;(n) = oraz Tj(n) =1—-17;(n), 7=1,...,n

Twierdzenie 1 Niech pj, t;, j=1,...,n, bedq raelizacjami wzajemnie nieza-
leznych zmiennych losowych o rozkladzie réwnomiernym w przedziale (0,1], di(n) <
do(n) < ... < dy(n), gdzie d;(n) sq funkcjami deterministycznymi oraz §;(n)
sq okreslone przez Agorytm 1. JeSlh

to wtedy:

n

zomn)zz(n(n)(H—@u— (o)) +75(n) 2"5;(”)) )

=1

Glowna idea dowodu Twierdzenia 1 jest oparta na wykazaniu, ze:
Zn(A(n)) = E(zn(A(n))) = ¢ (A(n)) oraz E(zn(A(n))) = zn(A(n))

oraz zastosowaniu (5). Wiecej szczegéléw znajduje si¢ w pracy Szkatula [16].



4 Przedzialy terminéw zakonczenia oraz algo-
rytm przyblizony

Opisany w rozdziale 3 sposéb wyznaczenia przez Algorytm 1 wartoéci d;(n),
j=1,...,n, oznacza, ze wartosci d;(n) oraz ich wlasciwosci w istotnym stopniu
zalezg od wzajemnych relacji pomiedzy d;(n), 7 =1,...,n. It is assumed that
d;(n) are monotonic cf.

W (1) przyjeto zalozenie, ze d;(n) sa monotoniczne. Wz6r (9) w Algorytmie
1 moze zosta¢ przedstawiony w ponizszym sformulowaniu

Gl 2L a0 ) (12)

3 .
= max
J I<j<n {'7

gdzie | «— 0 w kroku inicjalizujgcym oraz w kroku rekurencyjnym jesli j* < n
to wtedy [ « j*. Algorytm 1 kofczy prace kiedy j* = n. Wzér (12) pokazuje,

ze wartodci d1(n), dz(n),. .., 0, (n) zalezg od
dl (n): di(n) - dl(n): vy dn(n) - dn—l(n)-
W szczegdlnodci z wiladciwosci wynika d;(n), Aj(n) = E;‘___J Ailn), § =
1,...,n, ze:

jedli 85(n) = dj41(n) to Aj(n) = Ajy1(n), Aj(n) = 0oraz E(s;(A(n))) < dj(n);
jedli6;(n) < dj41(n) to Aj(n) > Ajpi(n), Aj(n) > 0oraz E(s;(A(n))) = d;(n).
Z teorii dualnoéci wynika, ze jedli A;(n) = 0 to odpowiednie ograniczenie w (2)
jest ,nieaktywne”. Oznacza to, ze jest ono spelmione przez pozostale ,akty-
wne” ograniczenia dla ktérych Aj(n) >0, 4,5 € {1,...,n}. Wzdér (12) pozwala
wyodrebnié 3 rézne klasy d;(n), Aj(n), Ai(n), 4,5 =1,...,n.

On

Lemat 1 Jesli dla wszystkich j =2,..

di_1(n) > 33;1 d;(n) (13)
to wtedy
di(n) =da(n) = ... = dp(n); Ai(n) = Ait1(n) = An(n), Ai(n) = 0,i = 1,...,n—1.
(14)

Dowdd. Jesli (13) zachodzi to w Algorytmie 1, zgodnie z (9) oraz (12),
Giéwny Krok Rekurencyjny jest wykonywany jednokrotnie dla j* = n; (14)
wynika wprost z (10). =

W przypadku rozwazanym w Lemacie 1 tylko ostatnie ograniczenie jest ak-
tywne i w tym przypadku zadanie szeregowania prac z terminami zakonczenia
przyjmuje postaé jednowymiarowego zadania zaladunku (3).

Lemat 2 Jesli dla wszystkich j =2,...,n
j—1
dj-1(n) < T -d;(n) (15)
to wtedy
01(n) < da(n) <...<dn(n); Ar(n) > Az(n) > ... > An(n), Ai(n) >0, (16)

dlai=1,...,n.



Dowdd. Jesli (15) zachodzi to w Algorytmie 1 , zgodnie z (9) oraz (12),
Gléwny Krok Rekurencyjny jest wykonywany n razy dla j* = 1,2,...,n; (16)
wynika wprost z (10). m

W przypadku rozwazanym w Lemacie 2 wszystkie ograniczenia sg aktywne.

Lemat 3 Jedli istnieje 5/, 1 < j1 < n —1 takie, 2e

j—1 . it + 1
dj_l(n) > T d; ( ) 7=2,...,71 and dj/+1(71) < _‘;_/ﬁ . d_,-,+2(n) (17)
to wtedy
di(n) =...=0d5(n) <djp1(n); Ai(n) =...=Aj(n) > Aji1(n), Ai(n) =0,

(18)
gdziei =1,...,7/

Dowéd. W tym przypadku kiedy (17) zachodzi to w Algorytmie 1, zgodnie
z (9) oraz (12), pierwsze wykonanie Gléwnego Kroku Rekurencyjnego daje j* =
j!. Nastepnie rozpoczynajac od | = j7 + 1 Gléwny I{rok Rekurencyjny zostanie
wykonany co najmniej raz; (18) wynika wprost z (10). m

W Lemacie 3 zostal rozwazony przypadek kiedy co najmniej j/ pierwszych
ograniczen jest nieaktywnych oraz pewne ograniczenia, przynajmniej j/ + 1, sg
aktywne. Moze tez sie zdarzy¢, ze ta sytuacja bedzie sie powtarza¢. Na przyktad
mogg istnieé j/ oraz jim, j1 < ji < ji < n, takie, ze ograniczenia j/+1,...,j/
sg aktywne, ograniczenia j//+ 1,...,j/ sg nieaktywne i tak dalej.

Dla dowolnego zbioru dy (n), d2(n),...,d,(n) Lematy 1, 2 i 3 przedstawiajg
wszystkie mozliwe relacje pomiedzy terminami zakofczenia prac oraz wynika-
jacy z nich status ,aktywnoS$ci” ograniczefi.

Trzy powyzej zaprezentowane lematy pozwalajg zdefiniowaé przedzialy ter-
minéw zakonczenia odpowiadajgce trzem rozwazonym przypadkom. Ponizsze
twierdzenie prezentuje gtéwny wynik pracy.

Twierdzenie 2 Jezeli dla wszysthich j = 2,...,n—1 zachodzi
di(n) € |~ dj i (n), 2= d;_1(n) (19)
g j+1 T —

to wtedy réwnier zachodzi Lemat 1 i (14) opisuje wzajemne relacje pomiedzy
3i(n), Aj(n), Ai(n), 4,5 = 1,...,n. Jezeli dla wszystkichl j = 2,...,n —1
zachodzi

ds(n) € (]%1 im0y L i (n)) (20)

to wtedy réwniet zachodzi Lemat 2 i (16) opisuje wzajemne relacje pomiedzy

dj(n), Aj(n), Ai(n), 4,7=1,...,n.

Jezeli istnieje j1, 2 < j1 < n—1 takie, ze dla wszystkichj = 2,...,75/—1 zachodzi

d_.,-+1(n), ]—ii -dj_l(n)J oraz dj/+1 (n) < % . dj,+2(n)
(21)

to wtedy réwnies zachodzi Lemat § i (18) opisuje wzajemne relacje pomigdzy

5_7'(71), Aj(n), )\i(n), i,j = 1, ey N

d,(n)e[ i1



Dowéd. W celu udowodnienia T'wierdzenia 2 wystarczy zauwazyé¢, ze Lemat 1
dowodzi prawdziwosci (19), Lemat 2 dowodzi prawdziwoéci (20) oraz Lemat 3
dowodzi prawdziwoéci (21). =

Wzory (19), (20) oraz (21) definiujg w sposéb rekurencyjny przedzialy ter-
minéw zakonczenia. Jezeli terminy zakoiiczenia nalezg do przedzialéw zdefin-
iowanych odpowiednio przez wzory (19), (20) oraz (21) to ten fakt gwarantuje,
ze 6;(n), Aj(n), Ai(n), 1,5 = 1,...,n, beda naleze¢ do jednej z 3 réznych klas
zdefiniowanych przez Lematy 1-3 oraz Twierdzenie 2. To z kolei oznacza, ze w
ramach tych przedzialéw warto$ci terminéw zakonczenia mogg sie zmieniaé, co
daje pewng elastycznoéé w ustalaniu ich wartoci. Z powodu rekurencyjnego
sposobu definiowania przedzialéw terminéw zakoniczenia szczegélny wplyw na
postaé tych przedzialéw odgrywa pierwszy i ostatni z nich. Ponizej zostaly za-
prezentowane 3 przyklady ilustrujgce zdefiniowane klasy d;(n), A;(n), Ai(n),
L Ia=KIr {70!

Przyktad 1
Niech
N 1 n
d;(n) = % i wtedy d;(n) = 3 d= 1,...,n; dp(n) = 7
W tym przypadku zalozenia (13) Lematu 1 oraz Twierdzenia 1 sg spelione i
zgodnie z (11) mamy:
1
zopT(n) ~ 5 ‘n (22)

co oznacza, ze w tym przypadku tylko ostatnie ograniczenie jest aktywne, rozwigzanie
optymalne uzyskuje maksymalng wartoé¢, wszystkie prace zostang wykonane
przed terminami zakonczenia w przypadku asymptotycznym dla losowego mod-

elu zadania szeregowania prac z terminami zakonczenia.

Przyktad 2
Niech
.2 >
7. 2j—-1 . 0
d;(n) = o | wtedy §;(n) = —om 7= L.y da(n) = bR

W tym przypadku zalozenia (15) Lematu 2 oraz Twierdzenia 1 sg spelnione.
Wszystkie ograniczenia sg aktywne, wszystkie prace zostang wykonane przed
terminami zakofczenia, zachodzi (22).

Przyktad 3
Niech
;7‘- 1 . * * n
di(n) = letedyéj(n)=z,g=1,...,n,n =[§],
d;(n) ﬁ td'(S-(n)—E j=n"+1 n'd(n)—E
' = 2n1WQ§J == 21’1.’]—- yeees Ty Qp —2-

W tym przypadku zalozenia (17) Lematu 3, gdzie j/ = n* oraz Twierdzenia 1
sg spelnione. Zgodnie z (10) §;(n) = 1, j =n" +1,...,n, z (11) uzyskujemy:

mmtnS r_]
ZoPTiM) = 3 2" T
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co oznacza ze w tym przypadku tylko czeéé ograniczen bedzie aktywna, a cze$c
nieaktywna, warto$¢ rozwigzania optymalnego bedzie mniejsza od mozliwej maksy-
malnej warto$ci. Cze§¢ prac nie zostanie wykonana przed terminami zakoiiczenia
(to znaczy nie zostanie uzyskany zwigzany z nimi zysk) w przypadku asymptoty-
cznym dla losowego modelu zadania szeregowania prac z terminami zakoriczenia.
Ponizej jest zaprezentowany heurystyczny algorytm typu zachlannego przez-
naczony dla zadania szeregowania prac z terminami zakoiiczenia (2) w ogélnym
- deterministycznym przypadku. Ten algorytm wykorzystuje procedure analog-
iczng do zastosowanej a Algorytmie 1.

Algorytm 2

Krok Inicjalizujacy: Niech | « 0, do(n) < 0
Gléwny Krok Rekurencyjny: Niech

j* = max m M = min Eij(7z2__ dl(n)
l<m<n m — 1 1<j<n ]—l

oraz

v

J
Ajo = min <A 2 t;(A) < dje(n) » ;040 = {%—*—‘,,%} (23)
o

AED;» i) 11

@y —xj(Aje), J=1+1,...,7%, refer to (4).

Krok Sprawdzajacy: jeSli j* = n to wtedy Algorytm 2 i kofczy prace. W
przeciwnym przypadku { « j* i GIéwny Krok Rekurencyjny jest pow-
tarzany do momentu kiedy j* =n

Algorytm 2 ma wyjatkowo nisks zlozonos¢ obliczeniowg rzedu O(n). Algo-
rytm ten nie wymaga sortowania elementéw, jak na ogél ma to miejsce w przy-
padku algorytméw zachlannych. Z obliczeniowego punktu widzenia najbardziej
kosztownymi operacjami sg max oraz min, ktérych zlozono$é obliczeniowa jest
rzedu O(k), gdzie k iloé¢ elementéw odpowiedniego zbioru. W przypadku kiedy
operacje max oraz min sg powtarzane k razy w zbiorze k elementéw to zlozonosé
obliczeniowa jest rzedu O(k?). Zgodnie z Lematami 1 - 3 ta sytuacja nie moze
sie wydarzy¢, gdyz albo Gliéwny Krok Rekurencyjny jest wykonywany jed-
nokrotnie (Lemat 1) albo zostanie on wykonany kilka razy (n w przypadku
Lematu 2), ale liczba elementéw odpowiednich zbioréw bedzie niewielka, to
znaczy rzgdu =, gdzie n jest liczbg prac do wykonania (inaczej rozmiarem zada-
nia), m liczbg koniecznych powtérzeni Giéwnego Kroku Rekurencyjnego.
To oznacza, ze ogdlna ztozonos¢ obliczeniowa Algorytmu jest rzedu O(n).

‘W sensie analizy najgorszego przypadku ten algorytm zawsze uzyskuje rozwigzanie
dopuszczalne zadania szeregowania prac z terminami zakoficzenia (2) co jest zag-
warantowane przez (23), ale nie ma on zadnych gwarancji jakosci (dokladnoéci)
uzyskanego rozwigzania. Powyzsze oznacza, ze w sensie analizy najgorszego
przypadku jest to algorytm heurystyczny. Natomiast dla rozwazanego w pracy
modelu losowego zadania szeregowania (2) Algorytm 2 jest asymptotycznie sub-
optymalny. W tym przypadku Algorytm 2 zachowuje sig¢ identycznie z procedura
wykorzystywang w Algorytmie 1. Asymptotyczna sub-optymalnosé¢ Algorytmu
wynika z Twierdzenia 1.
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5 Uwagi koncowe

W pracy zostal rozwazony jeden z klasycznych probleméw teorii harmonogramowa-
nia - zadanie szeregowania prac z terminami zakonczenia. Na podstawie poprzed-
nich wynikéw autora, patrz Szkatula [16] zostala przeprowadzona analiza prob-
abilistyczna wplywu wzajemnych relacji przedzialéw terminéw zakonczenia oraz
funkcjonalnych wlaéciwoéci w przypadku losowego modelu zadania. W wyniku
przeprowadzonej analizy trzy szczegélne kategorie wzajemnych relacji przedzi-
aléw terminéw zakonczenia zostaly okreslone. Nastepnie na podstawie wynikéw
uzyskanych Lematach 1, 2 oraz 3 zostato sformutowane Twierdzenie 2,w ktérym
zdefiniowane zostaly rekurencyjne przedzialy terminéw zakonczenia dla rozwazanego
w pracy losowego modelu zadania szeregowania prac z terminami zakoriczenia.
W swietle uzyskanych wynikéw rola pierwszego i ostatniego ograniczenia, d(n)
oraz d,(n) odpowiednio, jest zasadnicza. Przedzialy terminéw zakoficzenia
mogg, dat znaczgcy elastyczno$é w formulowaniu zadah szeregowania prac z ter-
minami zakoniczenia, gdyz wzajemne relacje pomiedzy terminami zakonczenia
mogg by¢ analizowane w znacznie wygodniejszy i bardziej przekonywujacy sposéb.

Innym ciekawym wynikiem pracy jest prosty algorytm heurystyczny o bardzo
niskiej zlozono$ci obliczeniowej, ktéry w $rednim przypadku, to znaczy dla
rozwazanego w pracy modelu losowego zadania jest asymptotycznie sub-optymalny.

Uzyskane wyniki wzbogacaja baze wiedzy probleméw harmonogramowa-
nia, w szczegdlnoéci dla zadania szeregowania prac z terminami zakonczenia,
zaréwno z punktu widzenia teorii jak réwniez mozliwodci rozwigzywania prak-
tycznych problemdéw.
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