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1 Wprowadzenie

Zadanie upraszczania modeli polega na zastapieniu modelu zlozonego o duzej wy-
miarowosci modelem prostszym, ktory dostatecznic dobrze bedzie opisywal zacho-
wanic sig systemu. Moze to na przyklad oznaczaé, e odpowiedz modelu uprosz-
czonego na pewien ustalony zbidr sygnaléw wejsciowych powinna by¢ zblizona do
reakeji modelu picrwotnego na te same sygnaly. Jako miar¢ jakodei przyblizenia
przyjmuje si¢ wtedy pewna norme réznicy miedzy sygnalami wyjsciowynii obu
modeli. Formulowane w ten sposéb zadanie npraszezania modeli jest réwnowazne
pewnemu zadaniu aproksymacii.

W praktyce roswazane byly trzy normy: norma L2 (lub H?), norma H* oraz
norma Hankla. Zadania aproksymacji modeli, w ktérych wykorzystywana byla
pierwsza 7 tych norm maja najdiuzsza historig. Jeduak liczbg opracowanych metod
a takze liczba uzyskanych wynikéw o chrakterze teoretycznym znacznic ustepuja
zadaniom, w ktorych wykorzystywane sa pozostale dwie normy. Mimo bowiem
dosé¢ oczywiste) interpretacji 1 klasycznego charaktieru zadanie aproksymacji mo-
deli wykorzystujace norme L? jest zadaniem trudnym. Stan ten tworzy pewne
wyzwania i stad ciagle zaintcresowanie tym problemem.

Praca poswiecona jest problemowi optymalnej aproksymacii L2 modeli dyna-
micznych. W punkcie 2 przedstawimy formalna postaé zadania aproksymacji w
normic L2, Zalezy ona od przyjetej parametryzacji modeli. Rozréznimy dwa pray-
padki, modeli danych w dzicdzinic czestotliwodciowej oraz modeli w przestrzeni
stanu. Przedstawimy takze krotki przeglad prac podwicconych rozwazanemu za-
gadnicniu.

W punkcie 3 podamy warunki konieczne optymalnoéci dla zadania aproksyma-
cji L?, pdy modele dane sy w postaci macierzy transmitancji. Otrzymane dla mo-
deti z wicloma wej$ciami i wicloma wyjsciami warunki interpolacyjne sy nastepnic
przeksztalcane do postaci macicrzowych réwnart wielomianowych.

W nastepnym punkeic opisany jest algorylm iteracyjnej interpolacji wyznacza-
nia modeln uproszczonego polegajacy na poszukiwaniu razwiazania otrzymancgo
w poprzednim punkcie ukladu macierzowych réwnan nieliniowych.

Punkt 5 jest z kolei poswigcony analizie zbieznosci omawiancgo w punkcie 4
algorytmu. Okazuje si¢, 2c w pewnych przypadkach algorytm ten nie jest zbiezny.
Dlatego w punkcie 6 zoslaly przedstawione modylikacje zapewniajace zbicznosé.

W punkcie 7 przedstawiony zostal znany w litcraturze przedmiotu algorytm
gradientowy, a w punkcic 8 algorytm optymalnej aproksymacji modeli danych w
postaci rownaii stanu. W ostaniej czedel oméwione zostaly wybrane prayklady.
Wyjasniaja one, dlaczego algorytmy gradientowe nie sa skuteczne w praypadku
zadan oplymalne)j aproksymacji modcli.




2 Zadanie aproksymacji L? liniowych modeli dy-
namicznych

Zadanic aproksymacji modeli jest szezegdlnym praypadkiem zadania upraszezania
modeli. Polega na zastapieniu modelu zloZonego o duzej wymiarowosci modelem
prostszym wyznaczonym lak, aby reakcje (sygnaly wyjsciowe) obu modeli na to
samo pobudzenie (sygnal wejsciowy) byly mozliwie bliskie sobie. Jako miare bli-
skodci tych sygnaléw przyjmiemy norme kwadratowa. Sygnalem wejsciowym zwy-
kle wtedy zakladanym jest impuls Diraca w ujeciu deterministycznym Iub szum
bialy, gdy rozwaza sig¢ padejécie stochastyczne.

Oznaczmy przes M model zlozony wysokiego rzedu a przez C M, klase modeli,
do kidrej nalezy poszukiwany model uproszezony M,. Jesli ponadia y(t) i y.(t)
reprezentuja sygnaly wyjsciowe modeli M oraz M, rys. 1, lo ten ostatni jest
rozwiazanicm zadania minimalizacji

min (o) = @) s M

Rysunek 1: Aproksymacja niodelu ziozonego.

W celu wyznaczenia rozwigzania zadania (1) nalezy przyjaé¢ odpowicdnie zalozenia
dotyezace parametryzacji modelu M oraz klasy modeli CM,. W praktyce rozwazane
dotychcezas byly albo modele dane w postaci macierzy transmitancji, albo modele w
przestrzeni stanu. Zag upraszezanie modeli polegajace na wyznaczeniu rozwigzania
zadania minimalizacji (1) nazywane jest aproksymacja L? (lub H?) modeli.

Rozwazmy stabilny uklad liniowy o n; wejsciach i m, wyjsciach opisany ma-
cierza transmitancji F(s) = [fi;(5)]m,xm. kl6rej wszyslkie clemenly f;;(s) sa funk-
cjami wymiernymi ziniennej s. Przyjmijmy nastepnic, ze macierz transmitancji
G(5) = [9:;(8)myxm;» ktorej elementy g:;(s) sa rédwnics funkcjami wymiernyni
zmienncj s reprezentuje model uproszezony.

W zadaniach aproksymacji L? wiclowymiarowych modeli dynamicznych danych
w postaci macierzy transmitancji zamiast sygnaléw wyjsciowych y(¢) oraz y,(f)
rozwazane sa zwykle odpowiednie macierze odpowiedzi impulsowych.  Mozemy
zatem przyjac, ze blad przyblizenia wynikajacy z zastapicnia modelu F(s) pracs
model G(s) jest réwny

E(s) = F(s) — G(s). (2)
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Wspdlezynniki clementéw g;;(s) macierzy transmitancji G(s) wyznaczane sa
tak, aby minimalizowaé funkcjonal

1 +joo
TR 2 _ T\ T
J = | E(s)| o [ (=)
= L/m rE* (ju) E(jw)dw (3)
n 2n —oa ) J J ’

Z twierdzenia Parsevala wynika bowiemi réwnowaznosé zadania minimalizacji (1)
z minimalizacja funkcjonalu J.

W celu wyznaczenia macierzy transmitancji G(s) nalezy dodatkowo prayjaé
odpowicdnic zalozenia dotyczace jej struktury. W praktyce rozwazanc sg trzy
nastepujace przypadki:

1. bicguny macierzy transmitancji G(s) sa ustalone a priori,
2. stopient wspdlnego mianownika wszystkich clementéw g;(s) jest ustalony,
3. stopien McMillana macierzy transmitancji G{s) jest ustalony.

Przypadek pierwszy jest najprostszy. Znalezienie modelu G(s) sprowadza sie
bowiem do wyznaczenia wspdlezynnikéw wiclomianéw znajdujacych sig w liczni-
kach elementéw gq;(s). Wspdlezynniki te stanowia rozwiazanie ukladu réwnai
liniowych wynikajacych z warunkéw koniecznych optymalnodci. Biegunami ma-
cierzy trnsmitancji G(s) sa zwykle ustalone w pewien sposéb wybrane bicguny
macierzy F(s). Na przyklad moga to byé¢ bieguny F(s) lezace najblizej osi urojo-
nej lub te, z ktérymi zwiazana jest najwieksza cnergia.

W pozostalych dwdéch przypadkach wyznaczone muszg byé wspétczynniki wszyst-
kich wiclomiandw, tych znajdujacych si¢ w licznikach oraz tych, ktére wystepuja w
mianownikach clementéw g;;(s). Niezbedne jest wtedy roswiazanic ukladu réwnan
nieliniowych.

Dla uktadéw z jednym wejsciem lub jedym wyjsciem (m; = 1 lub m, = 1)
przypadki 2 1 3 niczym si¢ nie réznia. Moga one by¢ réince jedynie wiedy, gdy
jednoczesnic m; > 11im, > L.

Rozwazmy z kolei stabilny uklad liniowy o m; wejsciach i m, wyjsciach opisany
réwnaniami

Ax(t) + Bu(t), 4)
y(t) = Ca(t). (5)

(S

=

=
i

Przyjmijmy takze, ze model uproszczony jest reprezentowany przez
() = Ax.(8)+ Bu(l), (6)
w(t) = Cor(l) (7)

Witedy blyd przyblizenia jest rowny

e(t) = y(t) — g (). (8)



W ogdluym przypadku nieznane macierze A,, B, i C, nalezy wyznaczy¢ tak,
aby minimalizowaé funkcjonal:

= [Tl ©)

Mozliwy jest réwniez prostszy przypadek, w ktérym macierz A, jest dana i wiedy
wyznaczone muszg by¢ jedynie macierze B, i C,.

Podobnie definiowane s zadania aproksymacji L% dla modeli z czasem dys-
kretnym. Relacje wystepujace miedzy modelami z czasem ciaglym a modelami 2z
czasem dyskretnym sprawiaja, ze pewne wyniki otrzymane dla zadan aproksyma-
cji jednej klasy modeli moga byé bez trudu przenicsione na zadania odnoszace sig
do aproksymacji modeli drugicj klasy. Dotyczy to przede wszystkim istnienia i
jednoznacznosci rozwiazan zadania aproksymacji modeli, a takze wlasnosci tych
rozwigzan. Opracowywanc natomiast melody i algorytmy w sposéb istotny zaleza
od parametryzacji modeli.

Rozwazane zadanie aproksymacji modeli nalezy do zadan klasycznych. Jego
poczatki siegaja prac Walsha z poczatku lat trzydziestych poswieconych interpo-
lacji i aproksymacji funkeji na okregu jednostkowym {18]. Mozna bowiem prazyjaé,
ze wyniki otrzymane przez Walsha dotyczq warunkéw optymalnosci aproksymaciji
modeli dyskretnych w czasic.

Nastepnic w 1949 roku Aigrain i Williams [1] opublikowali warunki konicczne
optymalnosci dla modeli z czasem ciaglym, przy zalozeniu, ze model uproszezony
moze micé tylko jednokrotne bicguny rzeczywiste. Wyniki te zostaly w roku 1967
uogélnione przez Leunbergera i Mejera [16] na przypadek modeli z dowolnymi
biegunani.

Wspomniane prace poswigcone byly warunkom konieeznym optymalnosci. Nie
zaproponowano w nich efcktywnych metod pozwalajacych na wyznaczenic modelu
uproszczonego, kidry by te warunki spelnial.

Podobny charakier ma réwnicz artykul (2], w ktérym rozwazane s warunki
konieczne dla modeli macierzowych z wicloma wejsciami i wyjéciami ukladéw dys-
kretnych. Warunki te maja postaé warunkow interpolacyjnych i mozna je uznaé
za uogdlnienic wynikéw Walsha.

W roku 1992 opublikowana zostala praca [17], w ktérej zaproponowany zostal
gradientowy algorytm optymalnej aproksymacji L?* transmitancji ukladéw ciaglych
z jednym wejiciem i jednym wyjsciem. Jednak ze wzgledu na wlasnosci funk-
cjonaléw (3) lub (9) metody gradientowe nie zawsze sy skuteezne.

Optymalnej aproksymacji L? modeli danych w postaci macierzy transmitanci
dla ukladow ciaglych poswigeone zostaly prace [11], {12}, [13]. Otrzymane dla tych
modeli warunki konicczne optymalnosci w postaci warunkéw interpolacyjnych do-
prowadzone zostaly do postaci rowna”m wiclomianowych. Te ostalnie pozwolily
na opracowanic clektywnego algorylmn wyznaczania modeli uproszezonych. Po-
niewaz algorytm ten nie we wszystkich przypadkach byl zbiczny w wyniku dalszych
prac zaproponowane zostaly warianty, dla ktérych zbieznosé byla juz zapewnina

(31, 4, [5}-




3 Warunki optymalnosci dla modeli w postaci
macierzy transmitancji

Zalézmy, 7¢ macierz Lransmitancji F'(s) doprowadzona zostala do postaci
N(s)
F(s) = fri(s)]) = —, 10
()= Uil = 5 (10)

w kidrej d(s) jest wiclomianem stopnia v réwnym wspolnemu mianownikowi wszyst-
kich elementéw fui(s). V(s) jest natomiast macierza o wymiarach m, x m;, ktorej
clemently sa wiclomianami stopnia co najwyzej v — 1.

Podobnie przyjmijmy, ze poszukiwana macierz G(s) dana jest w lej samej po-
staci

G(s) = [gnls)] = 1\(1((:))

c(s) jest wiclomianem stopnia p < v réwnym wspdinemu mianownikowi elementéow
gni(s). Elementy macierzy M(s) o wymiarach m, X m,; sa wiclomianami stopnia
co najwyzej p — 1.

W celu uproszezenia prezentacji przyjmijmy ponadto, ze macierz G(s) ma je-
dynie bicguny jednokrotne, nickoniecznie rzeczywiste. Uwzglednienie bicgundw
wielokrotuych komplikuje jedynie zapis nic zmicniajac otrzymanych dalej wynikéw
konicowych. Macierz G(s) mozna wowczas przedstawié w postact

O =3 2

b
k=15 " Pk

(i1)

(12)

w ktorej Ry = [rﬁl], k = 1,...,p sa macicrzami residuéw. Wynika stad, ze
clementy macierzy G(s) sa rowne
k

o T
gnils) = > —

k=175~ Pk

(13)

Zdefiniowany w réwnaniu (3) funkcjonal mozemy przedstawié w nastepujaacej
postaci
1 peo PP nor
=[O S e metiords = 353 (14)
I Sy ima h=114=1

przy czym
1 oo )
Jpi = 2*/ feni(ju)| *duw.
T J—o0

Na poczatek rozwazmy przypadek ustalonych a priori bicgunéw py, ..., p,. Aby
znalesé macierz G(s) nalezy zatem wyznaczy¢ elementy r&, macierzy resdudw I
Pochodna funkejonatu J wzgledem clementu rf; wynosi

a.J aJ, 1 tjoa 1 1
9r 9 1 D Ve ey e = —— s
orfs orf,  2nj -/4]00 (( 5— pk)(’”( )+ (’”(S)( -5 — 11;))( :

1 +joo 1
= - eni(s) -ds. (15)
m} J—joo § =g

o



Przyréwnujac te pochodna do zera i wykorzystujac wzér catkowy Cauchy’cgo
otrzymujemy
Chi(’_pz-) = fln‘(_P;‘,-) - gh!(_p;) =0.
A poniewaz ostatnia réwnosé musi by¢ spelniona dla dowolnych &, h oraz ¢, wynika
stad
Pl—p}) - G(-p;) =0, k=12..,p (16)

Otrzymanc réwnania sq warunkami koniecznymi optymalnosci macicrzy trans-
milancji G(s) otrzymanymi przy zalozeniu, e jej bicguny sa znane a priori. Tworza
one p warunkéw interpolacyjnych oznaczajacych, ze wartodei funkcji macierzowych
G(s) 1 F(s) w punktach —p}, musza by¢ sobie réwne.

Rozwazmy teraz przypadek ogélny, w ktérym nie sa znanc réwniez bieguny
macierzy transmitancji G(s). Dodalkowo nalezy wéwezas wyznaczy¢ pochodne
DI =1, p. Dla dowoliego k otrzymujemy

[T
aJ Ry I T Thi
% 2 / (“’"LE €hi(—s )+“hi(3)—'".—5)ds
Pr 27§ o= -0 NS — i) (—s-pi)
1 L. L. i rk.
= E/ et (—5")ds. (17)

T o= S (s —pe)?
Przyréwnujac (17) do zera i wykorzystujac twierdzenie o residuach otrzymu-

jemy

p P
23 S (v) — am(—pi)lr = 0,

h=1i=1
dla k =1,...,p. Réwnania le mozemy sapisaé w postaci macierzowe]
wFo(=p) — G (-pp)Re =0, k=1,2,...,p. (18)

Wynika stad, ze uklad réwnan (16), (18) reprezentuje warunki konicczne oply-
malnodci macierzy transmilancji G(s). Stanowia one uogdlnienie warunkéw ko-
niceznych otrzymanych w [16] dla ukladéw skalarnych

0
0

J(=p3) = 9(=pi)

J(=pi) =g (=d)

Przyjmijmy leraz, ze macierz transmitancji G(s) moze micé bieguny wielo-

krotne. Woéwezas po analogicznych przcksstalceniach zamiast (16) i (18) otrsy-
mamy uastepujaey uklad réwnan

} k=125 (19)

FOpy —=GO=pi)y =0, 1=0,... -1, (20)

by [[u(llk))*(‘pz) _ G(/“)“(‘P;)}Rk,m =0, k=1,2....p (21)
w ktérych g jest réwne krotnosci bieguna py, symbole (1) i (pu) oznaczaja po-
chodne rzedu ! oraz g a macicrz Ry, reprezentuje wspdleaynnik pray = w

rozkladzie G(s) na wlamki proste.



Warunki otrzymanc dla modeli w postaci (12) maja gléwnie znaczenie teore-
tyczne. Znacznie czedcicj bowiem modele dane sa w postaci (11). I dlaicgo wa-
runki konicczne optymalnodei, prowadzace do réwnan wzgledem wspolezynnikow
wiclomianu ¢(s) i macierzy M(s) sa bardzicj przydatne przy opracowywaniu efck-
tywnych metod wyznaczania modeli uproszezonych.

Przyjmijmy wige, 7e¢ macierze F(s) i G(s) dane sa w postaci (10), (11). 2
warunku (16) wynika wtedy

N(=pi)e(—pi) — M(=pp)d(-pi) = 0. (22)
To # kolei oznacza, ze elementy macicrzy
Ng(s) = N(s)c(s) — M(s)d(s)

wystepujacej w liczniku macierzy bledéw E(s) = 'I;—((:)) sa wiclomianami stopnia
¢o najwyzcej v+ p— 11 ponadto kazdy 2 nich zawicra czynnik ¢{—s*). Innymi slowy
istnicje macicrz Q4 (s) o wymiarach m, x m; wiclomianéw stopnia co najwyzcj v—1
taka, zc

N(s)e(s) = M(s)d(s) = Qi (s)c"(=5"). (23)

Podobnic z warunku (18) wynika
tr | N (=pi)di(=pi) = Np(-p)dg (=Pl = 0, (24)

pray caym dg(s) = d(s)e(s). Uwzgledniajac w ostatniej réwnodei warnnck (22)

otrzynmijemy
tr Np(—ppde = 0. (25)

7 réwnania (23) wynika, ze
Nis(s) = Q)" (=8") + Qi (s)e" (=57). (26)

Jedli py jest bicgunem jednokrotnym', e(py) = 0 1 ¢/(pe) # 0. Dlatego warunck
(25) jest réwnowazny réwnaniu

b Q}(—p) e = 0. (27)
Poniewaz .
Rk = ——.———A/[([m) (28)
*(pr) ]
przy czyi
14
k
HMow) = 1165 — ), (29)
7k
% (27) wynika
trQi(—pi)M(m) = 0. (30)
) Zadozenie to nic ma wplywu na postaé wyprowadzanyeh warninkéw koniceznyeh. Dla hicguna
o krotnosei jiy, wykorzystijemy fakt. ze e(pr) = ... = D) =08 i) () £0



Oslatnie réwnanie jest spelnione, jesli wielomian {r Qf(s)A{~s*) jest podziclny
przez o{—s*), Lo znaczy

tr Q1 (s)M(—s") = g2(s")e(—s") (31)

dla pewncgo wiclomianu g»(s*) stopnia co najwyzej v ~ 2.

Ograniczajac si¢ do modeli o wspélezynnikach rzcezywistych otrzymalismy osta-
tecznie, ze jesh macierz G(s) minimalizuje [unkcjonal J, wiedy istnieje Q(s) ma-
cierz wiclomianéw stopnia co najwyzcj v — 1 oraz wiclonian ga(s) stopnia co
najwyzej v — 2 spelniajace réwnania

N(s)e(s) — M(s)d(s) = Q1(s)c(—s), (32)

r QT (s)M(=s) = gu(s)c(~s). (33)

W przypadku skalarnym te dwa réwnmnia redukuja si¢ do jednego réwnania wiclo-
mianowego [14]

n(s)e(s) — m(s)d(s) = q(s)c*(~s), (31)

dla pewnego wiclomianu g(s) stopnia co najwyzej v — p — 1.

4 Algorytm iteracyjnej interpolacji - wariant pod-
stawowy

Otrzymane warunki konieczne optymalnosci (32), (33) sa réwnowazne ukladowi
(v + p + 1)mym; — 1 nieliniowych réwnart z taka samg liczba niewiadomych,
ktéryni sa wspélezynniki macierzy transmitancji G(s) = AT'(%Z, macierzy 1(s)
oraz wiclomianu ¢,(s). Podobnie dla modeli z jednym wejsciem i jednym wyjsciern
warunck (34) jest rownowazny uldadowi v +- 1 réwnan 2 niewiadomymi, ktérymi
sa wspdlezynniki wiclomianéw m(s), c(s) i q(s).

Nizej przedstawimy algorylm wyznaczania rozwiazania tych ukladéw réwnar.
Jego podstawa jest nastepujacy uklad réwnan rekurencyjuych dia modeli z wicloma
wejSciami i wyjsciami

N (s} () — MPD (s)d(s) = QD (s)eM(—s), (35)
(@) MP(=9)} = D 6)e M (). (36)
Podobnic dla modeli z jednym wejsciem 1 jeduym wyjsciem mozna wykorzystaé
n(s)c™* D (s) = m" I (s)d(s) = gD ()M (—8))". (37)
W obu przypadkach (k) oraz (I -+ 1) oznaczaja numery iteracji.
Z podanych zwigzkéw wynika, ze w kazdej iteracji nalezy rozwigzaé uklad
rownan liniowych. Jak si¢ dalej przekonamy macierz tego ukladu jest macierzy

rzadka o do$é specjalne) strukturze. Wlasnoséé ta ma duze znaczenie dla elck-
tywnosel nuneryczuej omawianego algorytmu.



Nietrudno réwniez sprawdzi¢, analizujac na przyklad réwnanie (37), ze wyzna-
czany w kolejnych iteracjach model GV () spelnia warunki interpolacyjne (32),
(33) Inb (34) w punktach —p{™, pray caym —p{™ sa biegunami modelu G(s).
Ta 7 kolei wlasnosé wyjasnia nazwe przedstawiancgo algorytmu.

Zanim dokladnie opiszemy algorytm zdelininjmy g = m,m; a takze zalézmy, 2¢
clementy macierzy M(s), N(s) oraz Q(s) sa przedstawiane w porzadku leksyko-
graficznym. Prgyjmijmy réwniez pojedyiiczy indeks & w celu wskazania elementu
(7, 7) wspomnianych macierzy

k=m(i-1)+j i=1,...,m, Jj=1,...,m;

Zgodnie z tym zalozeniem clement n,;;(s) macicrzy N(s) oznaczany bedzic

1;5(s) = ni(s) = Zn“s

Utwérzmy nastepnic 7 jego wspdlezynnikéw wektor
T
Ny = [nk.g, PN ,7lk‘u,1] e R".

Podobnic utwérzmy 7 elementéw m{?(s) 1 ¢ (5) macierzy M©O(s), { = h,h +1,
oraz Q" *D(s), a takie z wiclomianéw o8 (s), d(s) i c¥(s), I = b, h+ 1 wektory

m,c = [m(l) mf:),, ,] € R?
htl h41 h+1 v h+1 h+1 h+1
alet) = fgle a0 e me g = [ ] e e

d= {(l(]r-‘»du—l]T € R”Y C(l) = [Cg),,.., 5’1)1] €R’

Nastepnie uporzadkujmy wszystkie niewiadome, kiére nalezy wyznaczyé w (A+
1)-¢j iteracji tak, aby utworzyly wektor

I<h+l) = [T’lr» T )l;u ;L+I] € R(V+p)(”+l)4‘¥ (38)
Przy czym
(h+1) (h+1)
hil m . i (h+1) _ .
2 [ " ] B R [ b ] . (9
Tk

Dzieki temu zwigzki rekurencyjne (35), (36) mozemy zapisaé w postaci
A(z™M)2 ) = (40)

lub rownowaznic

2D = (A@™)) 8, (41)



W celu przedstawicenia dokladnej struktury macierzy A{z™) zdeliniujmy nastepujace
macierze:

[ do 0 ... 0
Dy = d.l (1.0 € R/,
L dp;] (l,,ﬁQ S dg
[d, dpoy ... dy
1 d,.y ... d.
D, = v v—p+1 c vap’
: 0 1 . depra
O 1
M 0 .0 0.0
(h) (h)
¢ —c ... 0 0 ...0
o = . N L | ere,
—(fl)”"lcﬁ,h_)] —(—1)"’2(:;’22 _ng) 0 ... 0
—(=1y (=1, cﬁ"l —clg;" .0
om — 0 —(—.1)ﬂ —c.g) 1:5.l : 0 R,
0 0 .0 0 ... —(=1)”
-p, ¢®
A = t l(’) e RHAxWwe)
—-Dy, Cy"

Nastepuie wprowadzZmy macicrs C’l(") € R obrgymany 2 th) w wyniku
usunigcia jej ostatnicj kolumny oraz macierz Cé’l) € REz-Uxt-D olrzymang z Céh)
w wyniku usunigcia ostatnicj kolumny i ostatniego wiersza, po czym zdeliniujmy

- (e oo _
A=Y o e RWHr=Dx(vip-1)
[ Céh) valm '

w kiorej Op 5, Oy—1,, reprezentuja macierze o wymiarach odpowicdnio px piv—1xp
zlozone z samych zer.
Na koniec zdefiniujmy jeszeze macierze:

o 0 e 0
[T ko ... O
Nk,l = i . . : < R/‘xh’
Nhp-1 Mgp-2 -« Mo
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N p MNhp—t .- T

Nia = hw—t Thy—2 - Thw—p | o puxp
0 0 RO | PO
0 0 .. 0
Opp1 Nit -
N, = P ) € Rt x(vte l),
K [ Opw-1 Ni2
mihg 0 .0 0 .00
(h) (r)
—m m} ... 0 0 ...
M‘gll)z ‘kl £,0 ' DT T ewe,
(1)~ :n(kh/), L (=1rng L, om0 0
0 (-n'm U‘k;‘} m{'(},’)) . 0
0 0 Lomyy —my] 0
M&) " : : .,2 'k, 1 c R-1xv
: : . : : . o
0 0 .0 0 . (=md

)
A[(’l) [ 0/‘)/’ Ml 6R(u+p—l)x(u+p)‘

i
0ufl,p MIS,;’)

Przy wprowadzonych oznaczeniach macierz A(z™) w réwnaniu (40) (lub (41))
przyjmuje postaé

A0 0N
0 A .0 N

Ay =| VU S S (42)
0 0 ... A N,
M® P MPA

Natomiast wektor b w tych samych réwnaniach jest dany przez
b= ol,]
PUZY CZym Oy -y jost wektorem utworzonym z v+ p — 1 zer i
o = [ef. 1),
of = [—meo, .- -, —npp]” € RV

Bezposreduic rozwigzanic réwnania (40) wymaga odwrécenia macierzy (42},
kiora jest macierza tzedu (v-+p)(je+1) = 1. Jednak dzieki jej specjalnej strukturze
jest mozliwa znaczna poprawa efcktywnosel numeryeznej tej procedury.
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Pierwszych e wicrszy (blokowych) macierzy A(z™) prowadzi bowiem do ukladu
réwnai

. : .

DT oW N BT =, k=1 (43)
T A A T g -

— Dy e Neac®t =5 k=1....,p (44)

C ) . . . . . . o (bl
Ponicwaz C; ) jest macierza nicosobliwa mozeuty z rownania (44) wyznaczy¢ (]§i+ )

i wstawié do (43) otrzymujac

Fm{f'“v 40 M =t k=10 (45)
przy czym

[ = —D, + C™(C) 1D, € RO, (46)
Bi = Nuw — C(C) I Nz € RPP, (47)
—CM(CIN b, e RY (48)
Uwazgledniajac ostatni (g + 1)-y wicrsz blokowy macierzy A(z™Y otraymujeny

L 3 3 7 ~(h L
> MU + P =0, (49)

k=1

Z M;Ehz) ili+1)’ Céh)q&hﬂ)“' =0, . (50)

L AR . . . . . . . .
Ponicwaz C( ) jest macierza nicosobliwa, mozemy z réwnania (50) wyznaczy¢
A+1)T ht+1
q£ " a nastepnie wstawié, razem z q},ﬁ* )

(49) otrzymujac

wyznaczonym z (44), do réwnania

z“: H;,.'lni.h“)v‘ + oM =g (51)
e I, = (MY ~ C(CM) " My ) D, € RP?, (52)
D= i‘ B CM(CE) T Mya)Nia € RP, (53)
k=1
by = El:(Mﬁf' CINCE) ™ My y)bi € RO (54)
k=1

7 réwnania (45) otraymujemy ostatecznic
- ~ ,
w0y, k=1, (55)
skad po wstawieniu do réwnania (51) wynika

Het T — (56)
=P~ Z I '6, € RP*?, (57)
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"
=ty — y LT € RV (58)

k=1
7 powyzszych rozwazan wynika nastepujacy algorylm wyznaczania maciersy
transnitancji G(s) = A:T%)

krok 1 Przyjmij przyblizenie poczatkowe ¢ = ¢ j 7;1{") = mfco), k=1,...,p.
Nastepnic wyznacs Dy, Dy oraz Ny, Nya i b dlak =1,...,p.

krok 2 Wyznacz macicrze CF, Cf, CF, CF oraz My, My dlak =1,... 4.

krok 3 Na podslawie wzordw (46), (47), (48) wyznaca T, Ox i fp dlak = 1,...,p.
Nastepnie wykorzystujac wzory (52), (63), (54) oblicz Ilg, k = 1,...,p, ® i

tu+1-

krok 4 Z(57), (568) oblicz maciers H i wektor v, po czym wyznacz ¢! rozwiazujac
réwnanie (56).

krok 5 Korzystajac # (55) wyznacz mit dla k= 1,.. .,
krok 6 Sprawdz, czy jest spelnione przyjete krylerium stopu. Jesli tak, zakoricz
obliczenia. W przeciwnym razie podstaw h = h 4+ 1 1 wrdé do kroku 2.

Dla modeli z jednym wejsciem i jednym wyjsciem mozna wykorzystywaé przed-
stawiony wyzej algorytm lub jego wariant otrzymany w wyniku podobnych rozwazan
dia réwnania (40).

W celu implementacji tych algoryltméw zostaly napisane odpowiednie programy
w jezyku pakietu Matlab. Pewne szczegdly dotyczace tych programéw przedsta-
wione zostaly w [13]. Z kolei wnioski dotycaace implementacji algorytméw przed-
stawione sa w [12].

Okazalo sig, %e przedstawiona procedura iteracyjna nic zawsze jest zbiesna. W
dalszej czeéei tego rozdzialu przedstawiona zostanic analiza zbieznosci podanego
algorytmu a takze dwa jego zbiczne warianty.

Dokiadna analiza przebicgu algorytmu we wszystkich przypadkach, w ktérych
ciag kolejnych rozwinzar nie byl zbiezny pokazala, ze co najmniej jedno z nich
zawsze lezato bardzo blisko lokalnego minimum. Dlatego w praktycznych imple-
mentacjach przedstawionego algorytmu wystarcaylo ustali¢ z géry liczbe iteracji i
wybra¢ najlepsze? z dotychczasowych rozwiazain.

Nalezy przy tym zauwazyé, ze algorytm ten nie wymaga duzych nakladéw ob-
liczeniowych. W kazdej iteracji konicezne jest jedynic odwrdeenie dwdch macierzy
I'i H rzedu p oraz dwéeh macierzy tréjkatnych G5 i 39,

2Zapewniajace najmuicjsza wartosé¢ funkcjonatu J
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5 Analiza zbieznosci algorytmu iteracyjnej inter-
polacji

W celu uproszezenia rozwazai w punkeie tym ograniczymy si¢ do przypadku mo-
deli z jednym wejsciem i jednyin wyjsciem. Zalozymy dodatkowo, ze transmitancja
¢(s) modelu uproszczonego ma bieguny jednokrotne, to znaczy mozna ja przed-

stawi¢ w postaci
p

>

Minimalizowany [unkcjonal Jcbt woéwcezas réwny

571r—]/j (f(s) = 9(N(f(=3) — g(—s))ds =

= r'Pyr-2c"f(p)+ || £ {60)

m€R, ppe Ry (59)

§- H’L

J{r,p)

1l

przy czym r7 = [r1,...,7), PT = [p1,.. o, pp)y Puo= [PT::E]’ L7 = Leoups
f)" = [f(p0), ... Fp)}-

W wyniku wykonania bezposrednich obliczen mozna pokazaé, ze hesjan funk-
cjonalu (60) wynosi
I I 0
Hew =2 g e [ 5

przy czym R = diag{r:},i=1,...,p,

2 _ | Pu Pry _ 0 0
H(l‘,p) = [ P12 ng . an,] =P - 0 BgR_l ) (61)
= 1 - 1 L - —g' (s
Pio = [~ Gtpm] Po = [mdmpl 0 = Looop By = diag{ AEEZL0D},

i=1,...,p.

Hesjan H(r,p) jest dodatnio (ujemnic) poélokreslony o ile taka jest acierz
H(r,p). Poniewaz Py jest macierza dodatnio okreslona, H(r,p) nie moze by¢
ujemnie pélokreslona. Stad wynika, ze J(r, p) nic moze mieé¢ maksimoéw lokalnych.
Jedynymi punktami stacjonarnyni lunkcjonatu J{r, p) moga by¢ minima i punkty
siodlowe.

Ostatnia wlasnos¢ mozemy zinterpretowaé nastepujaco. Dla ustalonych wartosci
bicgunéw J jest funkcjonalem kwadratowym wzgledem wektora residuéw r. Z do-
datnicj okreslonosei macierzy Py wynika, %e zawsze istnicje minimum tego [unk-
cjonalu. Przyjmijmy, zc jest ono osiagane dla wektora r = r(p)). Podstawiajac
otrzymang w ten sposéb wartosé do funkcjonali J otrzymamy nowy [unkcjonal
zmiennej p, Lo znaczy J(p) = J(r,r(p)). Jedli na przykiad pewien wektor p
jest punkiem, w ktérym funkcjonal J osigga maximum (minimum), wéwczas para
(r(p),p) jest punktem siodlowym (punktem minimum) funkejonahn J.

Przejdzmy teraz do zbadania, jak zachowuje si¢ omawiany algorytm w otocze-
niu punkiu stacjonarncgo. W tym ccht przedstawmy zwigzki rekurencyjne (10) w
postact warunkow interpolacyjnych

SO " @) =00 k=10,
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[ ) h
f,(p(kl)) _ g’“*”(pi )) -0, k=1,...,p.
Nastepnic przedstawmy te warunki w postaci réwnania wektorowego
‘I!l(p(h), p(h+l))r(h+l)) _ 0‘ (62)
w ktorym
p® =P, e, i= k1,

) — [7'5"“), o ,1',(,'L“)]T.

Réwnanie to w sposéb niejawny definiuje funkcje

p(h+l) Ty (p™)
=0 (pM) = (P )
[ ph+D z(P™) ¥ 2 (p™)

Poniewaz w otoczeniu punktu stacjonarnego jakobian ‘.’;—%ﬁ jest nmicosobliwy,
mozemy wykorzystujac wierdzenie o odwzorowaniu uwiklanym wyznaczyc po-
chodna

d®p _ |:(‘)(I)1 -1 950,
dp®™ — [odg]  op®
Dla transmitancji g(s) o postaci jak w (59) otrzymujenty bowiem
9%, Py Py I 0
it By B - 63
9%, [Plz P llo R (63)
_ 1 ~ 1
A=) P { - o
11 {pgh)erng-l)} (pgll)+1)§lL+I))3
s 1 o . (ht1) -
3> S, = dig : =1,...
Py = {2(p5h)+p§,l+l))2}, R = diag{r{"V}, 45=1,....p,
oraz _
0b; - By
(')p(h) o Bg !
B, = diag a (1) (h+1) ¢, (1)
1 = diag 5})(—,1)(f(1’, ) = g™ M) 1

. 0 /. (ht ) .
By = dlarg{a—m(f (™) — gt ”(pﬁ"))}, i=1l...,p
i

Jedli (r,p) jest punktem stacjonarnym i D = ) = oraz pith) = p =

p, wowezs
[ ; ]
pr=p By |’

= R7Y (P — PP Pi2) ' By (64)
p"=p

O(I” _ 0‘1’1
op  OpW

skad nastepnic wynika

OV OPr

(')p (')p(h)




W celu wskazania, ze odpowiednie waroéel wyznaczone zostaly w punkeie stacjo-
narnym, we wszystkich symbolach wystepujacych w ostatnich dwach zaleznosciach
opuszezony zostal znak "kreski”.

Nalezy zauwazyd, ze:

e jesli g(s) reprezentuje uklad rzeczywiscic rzedu p, wszystkic residua sg rézne
od zera i R jest macierzg nicosobliwa,

e nieosobliwosé macierzy Py i Py — ]’121’,_111712 wynika z faklu, Zze I” we wzorze
(61) jest dodatnio okreslony macierza formy kwadralowej

w s P » 2
/ (er,ﬂe“”‘t - t(z:z:,,“c"”‘)) dat, p;>0.
U i=1

Wiadomo réwniez, 7 ciag kolejnych prayblizen p™ jest zbiezny do punktu
stalego p odwzorowania @y, jesli wszystkie wartoscei wlasne macicrzy (64) naleza
do prezedzialu otwartego (—1,1). A poniewaz macierze podobne maja le same
wartosci wlasue, aby wyjasnié, jak zachowuje sie analizowany algorytm w poblizu
punktu stacjonarncgo, zbadamy wartosci wlasne macierzy

8P
op

R RV = (P — PP P) ' BoR (65)
Symetryczna macierz blokowa H (r, p) dana wzoretn (61) jest macierzs okreslona
(dodatnio Iub ujemnie) (8], jesli tak samo okreslone sa (dodatnio tub ujemnie) ma-
cierze: ) oraz
—% = Py — BTN — Pl P (66)
Macierz ¥ jest réwna macierzy, jaka otrzymamy przyjmujac A = 1 w peku
macierzy
K — XS,

w ktdrym
K =B,R™, S=Py— PP Py

Poniewaz jest to pek regularny, istnieje transformacja nieosobliwa y = Zz {6], w
wyniku ktérej forma kwadratowa

y' (K~ AS)y

jest doprowadzona do postaci

(A = AD)z,

przy czym f jest macierza jednostkowa rzedu p a A jest macierza diagonalng utwo-
rzong » warlosci wlasnych rozpatrywanej wiazki macierzy, (o znaczy utworzona z
picrwiastkéw réwnania

det(h — AS) = 0.
Ostatnic réwnanie jest spelujone wiedy 1 tylko wtedy, gdy

det(S™ K — AT) = 0.
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Jesli zatem punt stacjonarny, w otoczenin ktorcgo analizujemy zachowanie si¢
algorytmu jest punktem siodiowym [unkejonalu J, macicrz £ nie jest macierza
okreslona (ani dodatnio ani wjemnic). To z kolet oznacza, Ze co najmnicj jedna z
wartosdci wlasnych peku A — J jest wicksza od 1. W tym przypadkn ciag kolejnych
przyblizen

(h+1)

Pt = W (p™) (67)
nic moze by¢ zbiczny do punktu stalego odwzorowania W go.

Jedli natomiast, punkt stacjonarny jest punkten minimum lunkcjonatu J, wiedy
wszystkic wartodei wlasne peku A — 7 sq mnicjsze od L. Wynika stad, zc ciag
kolejnych prayblizen (67) jest zbiezny do punktu stalego odwzorowania Wy, jesh
te wartodel wlasne sq réwniez wigksze od —1.

Przyjmijmy na koniec, zc v : R — C” reprezentuje odwzorowanic pt =
¥(c™). Uwzgledniajac je w (67) otrzyniujemy zaleino$é rekurencyjna

D = <I>(c(")), (68)

przy czym & = v o Wgy 0y a 47! jest odwzorowaniem odwrotnym do . Za-
uwazmy, ze ciag kolejnych przyblizen (68) jest dokladnie tym samym ciagiem, ktéry
jest otrzymywany w wyniku zstosowania procedury z punktu 3.

Jesli zatem p, ¢ sa punktami stalymi odwzorowan gy i ¢, to znaczy ¢ =
¥(p), wtedy jakobiany %(é), %ﬁ’;(p) sa macierzami podobnymi i maja takie
same warlosci wlasne, muicjsze od 1. Wynika stad, ze ciag kolejnych przyblizen
(68) odpowiadajacy ciagowi otraymywanemu w wyniku zastosowania algorytmu
iteracyjnej interpolacji jest zbiezny, o ile wartosci wlasne jakobianu sa jednoczesnie
wieksze od —1.

6 Modyfikacje zapewniajace zbieznosé algorytmu
iteracyjnej interpolacji

Zgodnic # przedstawiona w punkcie 3 metoda ileracyjnej interpolacji wyznaczany
jest ciag kolejnych przyblizen optymalnego w normic L? modelu uproszezonego.
Polega to na wyznaczaniu punktu stalego = = (A(z))~10 odwzorowania definiowa-
nego w sposob niejawny przez warunki konicczne optymalnosei (32) 1 (33) lub (34).
Weklor x jest okredlony rownaniami (38) i (39). Zadanic to mozc byé sprowadzone
do postaci réwnowaznej, w ktérej wyznaczany jest punkt staly € = $(¢) odwzo-
rowania zredukowanego ® 1 R” — RP, kidrego argument ¢ zostal utworzony zc
wspolezynnikéw mianownika transmitancji G(s).

W poprzednim punkcie pokazalismy, z¢ ¢ nic zawsze jest odwzorowanicin
zwezajacym. Wartosei wlasne jakobianu F(C)%T(C) moga bowiem byé mmiejsze od
—1, skad wynika, zc ciag c” nic jest zbiczny. Wlasnosé ta zilustrowana na rys. 2
ma nastepujaca interpretacje: krok wykonywany w kolejnej iteracii jest krokiem
we wlasciwym kierunku, moze by¢ jednak za dlugi.

W tym punkeie przedstawiny dwie modyikacje nictody iteracyjnej interpolacji,
ktore zapewniaja zbieznosé ciggu kolejuych przyblizen do lokalnie optymalnego
modeht uproszezonego. Obie te modyfikacje oparle sa na tym samym stwierdzeniu.
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Zaldzmy ogolnie, Zze wyznaczony ma byé punkt staty £ = v(€) pewnego odwzo-
rowania v : R” — R’. Zamiast ciagn kolejnych prayblizen €% = v(€") mozemy

rozwazyé wyznaczanie ciagu €' = w(¢h), o ile odwzorowanic w : R? — RP
spelnia nastepujace warunki:

1. & =w(£),

2. wartosci wlasne jakobianu %(E) znajdujg si¢ wewnatrz kola jednostkowego,

3. w moze byé zdefinjowane bez jakichkolwick informacji o €.

\ e

Rysunek 2: Przyklad rozbieznego ciagu kolejnych przyblizen .

Wynika stad, ze defininjac w rézny sposéb funkcje w mozemy otrzymaé rodzing
algorytméw wyznaczania optymalnego w normie L? modelu uproszczonego.

Rozwazmy pierwszy przypadek, w ktérym v reprezentuje odwzorowanie zredu-
kowane ®. Jako w przyjmijimy

D, (c) = a®(c) + (1 — a)e. (69)
Zgodnie z tym w kolejnych ileracjach wyznaczany hedzie ciag przyblizen
T = ¢, (). (70)

7 (69) wynika, ze dla € = ¢* kolejue przyblizenic €'*! jest wyznaczane w postaci
kombinacji liniowej punktéw c* oraz ¢! = ¢(c*) a wige nalezy do odcinka,
ktorego koticami sq c* i ©(ch).

Za laka modyfikacjg algorytmu przemawiaja wnioski plynace z przeprowadzo-
nej wezedniej analizy. Wynika 2 nich bowieni, Ze krok wykonywany w kolejnej
iteracji jest krokiem byé moze za diugim, ale za to wykonywanym we wlasciwym
kierunku. Odpowiednie skrécenie tego kroku powinno zapewnié zbieznosé Lej zmo-
dyfikowanej procedury rekurencyjnej.

7 (69) wynika, ze kazdy punkt staly ¢ odwzorowania ¢ jest rowniez punktem
stalym odwzorowania ®,. Prawdziwy jest bowiem ciag rownoscei

P, (¢)=ad(¢)+ (1 —a)=ai+ (1 —a)c=¢.
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Jakobian odwzorowania @, w punkcie € wynosi

D, foLiY

—=&)=af —(&)-T)+1,

dc © (dc( ) )

przy czym I jost macierza jednostkowa odpowicdnicgo rozmiaru. Jesli przez A,
oznaczynly najmnicjsza wartosé wlasna jakobianu %(é), to cale jego speklrum
zawicra sic w przedziale lewostronuic domknictym [A,,, 1), to znaczy U{g—z(é)} C
IAm, 1). Stad wynika, z¢ dla a > 0

od
(& Am — 1,1).
a{ e (c)} Cla(m-1)+ 1,1
Jesli zatem 9
O<a< Q= lv—/\m, (71)

wszystkie wartoscl wlasne jakobiann {)64;: (€) leza wewnatrz kola jednostkowego i
b, jest odwzorowaniem zwezajacyn.
7 powyzszych rozwazan wynika nastepujacy algorytm wyznaczania macierzy

M),

transmitancji G(s) = o
krok 1 Prayjmij prayblizenie pocaatkowe o = ¢© i ;) = @ k=1, 5
Nastepnic wyznacz Dy, Dy oraz Ny, Nyaibedlak=1,...,p0.

krok 2 Wyznacz macicrze C, C¥, C}, C» oraz Mgy, Mo dlak=1,..., 1.

krok 3 Na podstawie wzordw (46), (47), (48) wyznaca I', O it dlak = 1,..., .
Nastepnic wykorzystujac wzory (52), (53), (54) oblicz Uy, k= 1,..., 4, ¢ i
(';H-l-

krok 4 Z (57), (58) oblicz macicrz H i wektor v, po czym wyznacz ¢! rozwiazujac

5
réwnanie (56).
krok 5 Zgodnie z (69) podstaw

M = a4 (1 - ) (72)

krok 6 Korzystajac z (55) wyznacz mit dlak=1,..., 0
krok 7 Sprawdz, czy jest spelnionc przyjete kryterium stopu. Jesli tak, zakoncs
obliczenia. W przeciwnym razic podstaw h = L -+ 1 i wréé do kroku 2.

Wspolezynnik skrécenia kroku o mozna wybraé¢ na wicle réznych sposobow.
Jesli uda si¢ oszacowaé A, wiedy o = "T zapewnia dobra szybkosé zbieznosci
algorytmu. Malcje ona zdecydowanie, gdy wybierzemy « bliskic 0 lub .

Alternatywy moze byé zmiana wartosel o w trakcie dzialania algorytmu, na
preyklad po przekroczeniu zalozonej liczby iteracji lub adaptacyjnic w zaleznosci
od wartosci fmnkejonalu J w kolejnych iteracjach.
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Rozwazmy teraz przypadek
v(z) = A(z)™ ', (73)

w ktérym argument x jest definiowany jak w (38), (39) natomiast macierz A i
wektor b sa okreslane w (42), (4). Przyjmijmy réwniez w w postaci

w@) = (1= 20) " (v - Limre). (79)

Jesli & jest punktem stalymn odwzorowania v, to w() = 2. Nietrudno réwnicz
wykazaé, 7e %‘z—’(f) = (. Zapewnia to kwadralowa zbieznod¢ ciagu

Ov -1 iy
(h+1) — "y = — (M )y o 2 (W) (R)
T w(z™) (1 p (z )) <v(z ) o (z"Nz ) (75)

do %.

Ostatnia wlasnosé wynika réwnicz z faktu, ze procedura rekurencyjna okreslona
w (75) odpowiada metodzic Newtona zastosowanej do wyznaczenia rozwiazania
rownania wynikajacego z warunkéw koniecznych optymalnoéci. Zgodnie bowiem
z [15] dla dwukrotnie rézniczkowalnego w sposdb ciagly odwzorowania P(z) ciag
) = ) (%g(z(")))_lp(z(")) jest zbiczny do rozwiazania réwnania 2(z) = 0.
Jesli zatem P(z) = z — v(x), to

(h41) _ () BV 0 ) 7 () (g™
T =z - 146—(1 ) (T —o(z ))

T

i uwzgledniajae nastepnic
o -1 v 1oy
oo ,(h)) =*(1 <h)) *)
1= (1= 6" 5™ 5t

otrsymujemy prawg strong réwnosei (75).
Przechodzac do szczegdlow technicznych zauwazmy, aby otrzymaé w kolejnej
iteracji z"+1 nalezy rozwiazaé réwnanie

(1 _ %(z"”))z"”” — u(@®) - g—:(z("))z("). (76)

Wystepujacy w nim jakobian & S( 1(")) niozemy wyznaczyd korzystajac z twicrdze-
nia o odwzorowaniu uwiklanym dla y = v(z) okreslonym réwnanieni

T(z,y) = Alz)y — b= 0. (77

Poniewaz () = = (9)'02% () oraz 2T (a9, y®) = A(a) i ZE (4], 50) =

ﬂ%}_”(&(.r(“)), réwnanie (76) przyjmuje postac
O(A(z)y™ I(A(z)y™
(A(I(h)) + ( )U ( ) ))l_(hﬂ) _ A(I(h))y(h) + ( (03/ )(I("))z("), (78)
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przy czym y™® jest réwne kolejnemu przyblizeniu otrzymanemu z (41), to znaczy
y™ = z(”“)(A(z“'))) h, natomiast ﬂyy—(r(")) oznacza pochodna odwzoro-

Jzr
wania A(x)y wzgledem z dlaz = 2 iy = y™.
Aby wyznaczyé t¢ pochodna zauwazmy, Ze

(h+1) (h+1)
AFVTY 4+ NE L
€ RUteivtp-l

A(z("))y(h) —
AI("H)J—N,‘ ':rll)

M (h) ~ ("“)+A h+1)

Dla dowolnego k, ..., ¢, N,c:r,‘H nic zalezy od " nalomiast

Aigwl) - DT?LL’LH) +C(h)6§2+l)a

(79)

(80)

. T )T h T P :
gdzie D = [Dl' ,DZT] i = [(Cf')f (Y ))T] , zalezy jedynie od ¢. Dlatego

A(A(z)y™) (zM) =
oz
a(cl.-(hﬂ))
Opsman - Owsnwrn) Outa-1 — 5d—)
3(0/-‘;’(.lll+l))
Optp)wtp) -+ Owaphwin) O o-1) 3ok

h htl) | & (bl
e, MMM 4 AzlY)
Poniewas k-La kolumna macierzy C® € R jest, réwna
T () M 1) 3
[Ok—],ls[ Co ' Ci oo —(= 1) Cp’ 1)_(_1);:] »0./ k]] )

gdzie 0y, oznacza wektor utworzony z 1 zer, to

(ht1
a(Cha") _
Och
_QE":})” (h() ) 0 0
(1) (bt
“‘hlé,l ) Tix0 0 . 0
1) (el ey L)
_qgfzjljl gk,p—)‘l _‘]u:,p-):; s —(“1)P l‘l%;:,o
~ (1 (h o (h =k
- I}IL'T/])l qil;“ti;') _(IEI;?;;; == 1)p ! I( -
~ ~ 1 1
0 11(1£T/ 1 ‘qll:.t—-'z (=1 I(I“:Jpﬂ
: : : o
0 0 0 == 1)/’1 Gt
0 0 0 S 0 |
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Podobnic poniewaz

MG = [ My ] =

MY
m 0 .0 0 0
—m{) mil .0 0 . 0
: : : : : : _(h+1)
Cortn® | cymf, L ml ()t 0 0 i
0 (-1 tmi -y mgy 0
0 0 .0 0 (=1

zalezy jedynie od my, aby otrzymad %(Mﬁh)ﬁh“)) wystarczy wyznaczy¢

a | M® |
([ kljlq(lﬂ))

amfch) Mm%
oy 0 .. 0 0
(h+1 (41
q(1k+l ) —qgk,o b 0 0
: : : Qlra ]
(ht1 A+l _g (k41 _1 Ak (83)
(Iu:; 3 ‘qik‘; DA S o AR G {Qm
‘ o b
0 o .. 0 —(=1 gt
dlak=1,...,p
Zauwazmy nasl¢pnie, 7e
A ~(h+1) __ Cgh) ~(h+1) __
Tysr = C,(;.) T2 =
R 0 0 0 ... 0 ]
/‘1"’ —rg’” .00 . 0
—(—1)F—1cfj:>, —(- 1)ﬂ— 20, e 0 .. 0 gty
{ h
o e 1,,,_ “) B - 0
| 0 0 .0 0 . ==,

zalezy tylko od ¢ i aby otrzymad 5= (AT,(ITIH) wystarczy jedynie wyznaczyé

a [cP kD) _
Jch ('(h) &
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B 00

@t ant o

k) ) ey
—an) el —qﬁ;fa’ f(~1>ﬂ 1y o

. . 2,1

: : S =15 84
~(h+1) ~(h+1) ~(/.+1) p— 1 r.+1) [QZJ} (84)
q‘v I,ulﬂ q’ llg ( 1) 2,p—p—1

~ o (h+1
0 Jé'u“ (‘*; == )”‘ )
0 0 0 o —(=1)etgty

Uwzgledniajac (81), (82), (6), (84) w réwnaniu (78) otrzymujemy, ze jego
W)y = A(z®) + ﬂﬂ%)ﬂl(w(h)).

rozwigzanie wymaga odwrécenia macierzy A(z
Zauwazmy przy tym, ze¢

A0 ... 0 N
0 A L0 N
Az = T (85)
0 0 ... A N,
M o m A

gdzic
NV, = Nit * (vtp)x(v+p—1)
Nk = [ 0p+u.u41 [ Nk,? ] + Ck J cR

Mlgh) [ Qlkl Mlzhl) } € R+p—1)x(v+p)
Qu:z My,

¢ Qua

Wida¢ stad, ze A(z™) jest macierza rzadké strukturze prawie takicj samc)
jak A(z™). Jedyna réznica polega na wystepowaniu réinych od zera blokéw
w ostatnim wierszu macierzy A(z™). To z kolei oznacza, e zlozonosé oblicze-
niowa zmodylikowancgo algorytmu jest poréwnywalna ze zlozonoscig algorytmu
podstawowego. WysLarczy bowiem w kazdej iteracji odwrdcié dwie macicerze A i
A-r v MM AN wymiarach (v + p) x (v + p).

Z powy/saych rozwazan wynika nastepujacy algorytmm wyznaczania macicrzy

transmitancji G(s} = Z—Szz

~(h .
5 — [ C§ ) Q2,1 :| e R(V+p—])x(v+p*1)

krok 1 Prayjmij przyblizenie poczatkowe ¢ = ¢® i m{ = m® & =1, u
Nastepnie wyznacz Dy, Dy oraz Ny, Npa 1 b dlak=1,...,

krok 2 Wyznacz macicrze C¥, C¥, ch, Ch oraz M,,, Mzdlak=1,...
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krok 3 Na podstawie wzoréw (4G), (47), (48) wyznacs T, O ity dlak = 1,..., .
Nastepnie wykorzystujac wzory (52), (53), (54) oblicz g, k= 1,...,p, ® i

tust-

krok 4 Z (57), (58) oblicz macicrz H i weklor v, po czym wyznacy, ¢*+! rozwiazujac
réwnanie (56).

krok 5 Korzystajac z (55) wyznacz mi* dlak =1,... p.

krok 6 Dia k =1,...,u oblicz

T 1/ T
qg/;n) _ (C’z(h’) (bk+D2mg'H) —Nk,gc("“)T).

krok 7 Utwérz macicrze N, M,Eh), A.

(h+1)
krok 8 Wyznacz [ C(le+1) J rozwigzujac réwnanie

. s . (h+1) . (L.
(B S P0 W) | B2 | == 3070

k=t k=1

krok 9 Dla k = 1,...,u wyznacz
(h+1) (h+1)
m . N
[ Gy ] = A7 b — Ny [ qf/m) J)-
ik ¢

krok 10 Sprawdz, czy jest spelnione przyjete kryterium stopu. Jedli lak, zakoricz
obliczenia. W przeciwnym razie podstaw i = /1 + 11 wré¢é do kroku 2.

7 Metody gradientowe optymalnej aproksymacji
modeli

Omawiane dolychczas mietody optymalncj w normic L? aproksymacji modeli nalezg
do meclod bezgradientowych. Polegaja na wyznaczaniu rozwigzaii réwnaf wyni-
kajacych z warunkow koniccznych optymalnosci. Efektywnosé Lych metod jest
wynildem wlasnosgci analizowanych w punkcic 4.

Przedstawimy obecnie metode, ktora nalezy do klasy metod gradientowych.
Omdwiona dokladnie w czesto cytowancj pracy (17] stanowi pewicn wyspecja-
lizowany wariant metod kicrunkéw poprawy. Opracowana zostala dla modeli
ukladéw z jednym wejseiem i jeduym wyjscien. Ze wzgledu na duzg zlozonosé
i trudnosci obliczeniowe wlasciwe metodom gradientowym, gdy sa wykorzysty-
wane w Zle uwarunkowanyel zadaniach minimalizacji, nie nalezy sig spodziewad,
aby proba przenicsienia tej metody na przypadek aproksymacji modeli ukladéw 2
wicloma wejsciami i wyjsciami uwiciiczona zostala sukcesem.



Przyjmijmy, ze lransmitancja

n(s) _

buoas™ Vs by

(86)

f(s)

T d(s) Tty s s g

reprezentuje model wysokiego rzedu a transmitancja

m(s)

Burs™ '+ 4+ Lis+ B

g(s): (J(S) -

odpowiada poszukiwanemu optymalnemu

(87)

5 4 Q18T s+ @

modclowi uproszczonenu.

Whprowadzmy, tak jak w [17], naslgpnjace oznaczenia

a = [ag, a1, ..
a = {bo,b1,...
a = {ag,a,. ..
8= 180,61, -
e = lew, €1, ..
f=1fo. fr,---

pls) = [1,5,5%,

e

- .lln—l]T,
>bn—l]T:
yam—l]T1
» ,Hmfl]T»

) en+m—1]1‘y

) fn+m—]]Tw

Sn+m—l]'l )

Zdefiniujmy takze macierze Toeplitza A 1 B o wymiarach (n+m) x m oraz n-m-

wymiarowe wektory ¢ i d:

ag 0 0
ay ag 0
_ Qp-t On-2 Qn-3
A N 0 Ap-1 Qn-2
0 0 0
Lo o o
[ bo 0 0
b by 0
bnAI bn—2 ()",3
B= 1 bn—] bn—?
0 1 by
0 0 0
0 0 0

0 0 0 ]

0 0 0
Qn—m+2  On-m+1 Qpomm
An—m+3 QAu-m+2 On-m+l ’

0 0 An-1

0 0 0

0 0 0 ]

0 0 0
bn*m+2 bn—m+l bn—m
bn~1n+3 l)n—m+2 bﬂ‘"l‘f‘l ’
bn—m+4 bn—m+3 bn—m+2

0 1 by

0 0 1
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w ktorych 0, oznacza m-wymiarowy wektor zlozony z samych zer.
Przy wprowadzonych oznaczeniach blad przyblizenia wynosi

10
e(s) = W (88)

a minimalizowany funkcjonal jest réwny
J(a, ) = (A~ Ba+c)"P(B)(AB ~ Ba +c), (89)

przy czym

o p(jw) p(jw) '
P(p) = [ Pl H : ]du
0= [ 7oty + Gy Lo + Gy
Zdefiniujmy nastepnie macierze C, F' i wektor kolumnowy h tak, aby

o(s)

T Yyl [ 1 N
C(sI—-F)"'h () 3

Jedna z mozliwych realizacji trojki (C, [, k) jest postaé kanoniczna regulatorowa
{10], w ktdrej

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
= : : R : y k=g
0 0 0o ... 1 0
~fo ~h -fr ... —form 1

a C jest macierza jednostkown. Wowezas P jest rozwigzaniem macierzowego
réwnania Lapunowa

FP 4 PET 4 @2r)hhT = 0. (90)
Gradient funkcjonalu J(a, f3) jest réwny
aJ .
& _9BTP(AB - Ba+c), (91)
dav
oJ T T
— =24"P(Af — Ba +c¢) - 2B"PQh, (92)
o
przy czym magcierze 21 () sq rozwigzaniami rownain Lapunowa: (90) oraz
FIQ+ QF + (AB — Ba+ ¢)(A3 — Ba+ )T = 0. (93)
Po przyréwnaniu % i % do zera, otrzymujemy uklad réwnan stanowigcy warunki

konicezne optymalnej w normie L aproksymacji transmitancji (86) przes model

(87)
2BV P(Af ~ Ba +¢) =0, (94)

2ATP(AB ~ Ba+¢) — 2BTPQh = 0. (95)
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Jak wida¢, warunki te sg zdecydowanie bardziej zloZzone od omawianych w punkcie
2 warunkéw (32), (33) lub (34).
Metoda zaproponowana w [17] oparta jest na doprowadzeniu podanych wyscej
warunkéw do postaci
1
= — i(BTPB)_]gm

B =4~ 5(ATPA) g5,

w kiorej go = % oraz gg = % Nastepnic w kolejnych iteracjach wyznaczance sa
po dwa kieruuki poprawy. Shuza one do niczaleine) aktualizacji wartosei of i g5,
Poniewaz J(e, B) jest, przy ustalonym §, dodatnio okreslona forma kwadratowa
wektora @, wartosé of*! minimalizujaca J(a, %) w kierunku g% = g.(ct, 5%)
mozna wyznaczyé analitycznie. Wynosi ona
1 4
k+1 k T pky-1 k
ot = o 75(3 P*B) gz, (96)
przy czym P* = P(B*. Wyznaczenie weklora %! wymaga jus rozwigzania po-
mocniczego zadania minimalizacji w odpowiednio okreslonym kicrunku poprawy.
Przcbieg algorytmu jest nastepujacy [17]:

krok 1 Okresl wartosci poczatkowe o = o, g% = 0.

krok 2 Utwérz F* = F(8%) i wyznacz rozwiazanie P* = P(8*) réwnania Lapu-
nowa (90). Nastepnie korzystajac ze wzoru (89) oblicz wartosé funkcjonatu
JE = J(a*, ) i znormalianj ja J* = /£, Jy = [ | f(w)lPdw. Jesli
Tk — g5 < ¢, zakoncz dzialanie procedury.

krok 3 Wyznacz ze wzoréw (91) i (96) odpowiedunio wektory gf oraz o*+1.

krok 4 Wyznacz macierz Q% = Q(a**?, %) rozwigzujac réwnanie Lapunowa (93),
w ktérym macierz F zostala zastapiona przez 7% a wektory a, # odpowiednio
przez oft! 1 f*. Nastepnie wyznacz ze wzoru (92) wektor g§ = ga(ot?, 8%)
i kierunek poprawy p = —§("P*4)~ g, po czym wykonaj minimalizacje w
tym kierunku

min J(a**", 6* + 6*py).

Oznaczajac przez 6 wyznaczona w tym poniocniczymn zadaniu wartos$é otrzy-
maniy
k41 _ gk Tk
B = + 8%y

krok 5 Podstaw k =k + 11 wréé do wykonania kroku 2.

W pracy [17] wykazana zostala zbieinosé przedstawionego algorytmu. Warto
jednak zauwazy¢) ze jego implementacja wyniaga roswigzania w kazdej iteracji
dwdéch macierzowyeh réwnan Lapunowa rzedu n 4+, a takze wyznaczenia mini-
mum kicrunkowego. Ma to duzy wplyw na efektywnosé muneryczng tego algo-

rytmu.
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8 Metody optymalnej aproksymacji modeli w prze-
strzeni stanéw

Dany jest model wysokiego rzedu
() = Az(t)+ Bu(t), (97)
y(t) = Cx(b), (98)
w kiérym z € R* w € R™, y € R™. Ma on by¢ zaslapiony prostszym modelem
i(t) = Arz(t) + Bru(t), (99)
v(l) = Crar(t), (100)

w ktérym z, € R™, v € R™, y, € R™ oraz m < n.
Sformutowane w punkcie ?? zadanic optymalnej w normie L? aproksymacji
modeli polega na wyznaczeniu Lrojki (A, B,,C;) minimalizujacej [unkcjonat:

J(Ar B,,Cy) = /0°° lle(t) |t (101)

przy czym c(t) = y(1) — v (t).

Aby wyznaczyé te tréjke Wilson rozwazat, [19], [20], model rozszerzony
() = Az(t)+ Bu(t), (102)
= C#(1), (103)

B

Ql h

¥
w ktérym

i=|7 j=y—
=l |0 T=v-w

il Al B:[BB] c=lc -]
Wéwezas bowiem funkcjonal J moze byé sprowadzony do postaci
J(Ar, By, C;) = Trace{ M}, (104)
przy czym R jest rozwiazaniem réwnania Lyapunowa
AR+ RAT+85=0 (105)
a macicrze M 1.5 sa réwne

. cre  -c'c, 5 BBT BBF
| -crc cfc. | ~| B.BT B.BT |

Wrynika stad, ze zadanie optymalnej aproksymacji niodleli jest réwnowazne za-~
daniu minimalizacji funkcjonalu (104) wzgledem A,, B, i Cp pray ograniczeniach
réwnodciowych (105). Analizujac funkcjonal Lagrangea

LA, B,,Cy, R) = Trace{ARM + (AR + RA" + S)F) (106)
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Wilson otrzymal warunki konieczne istnienia rozwiagzania tego zadania. Prowadza
one do dwdch powigzanych ze soba réwnan Lyapunowa

AR+ RAT + =0 (107)
ATP 4 PA+ M =0 (108)

Przedstawiajac nastepnie macierze 12 oraz P w postaci blokowe;j

Ry Ry . Py P
R= Los= |1 ,
[ RT, Ry PL Py

odpowiadajacej podzialowi macierzy A, Wilson olrzymal

A = 6,A0,, (109)
B, = 6B, (110)
C, = C8, (111)

przy czym
0 =-PR'Ph, 0,=RLR.

Niestety, uwzglednienie ostatnich zaleznosci w réwnaniach (107) i (108) nie
pozwala na wyznaczenie 6y i 8, w postaci jawnej. Dlatego w [19] dla ukladéw z
jednym wejsciem lub jednym wyjsciem a w [20] dla ukladéw wielowymiarowych
zaproponowany zostal algorylm iteracyjny wyznaczania wartoici A,, B, oraz C,.
Jego przebieg jest nastepujacy {20]:

krok 1 Wybierz macierz A¥ = A? zakladajac jej strukture, dang na przyklad
w postaci kanonicznej regulatorowej, oraz wyznacz Le macierz ustalajac jej
poczatkowe wartosci wlasne.

krok 2 Wybierz BE! tak, aby (4%, B5Y) byla para sterowalna.

krok 3 Dla ustalonego B*' rozwiaz réwnanic Lapunowa (107) i wykorzystujac
(111) wyznacz macierz C5!. Nastepnie dla ustalonego C*! rozwiaz réwnanie
Lapuuowa (108) i wykorzystujac (110) wyznacz macierz 352,

krok 4 Powtarzaj procedure z kroku 3 do momentu, az kolejne rozwiazania beda
takie same, (o znaczy B = B+ = | orag CR = CRH1 =

krok 5 Sprawdi, czy spetniony zostal zalozony warunek stopu. Jesli tak, zakonicz
dzialanie algorytmu. W przeciwnym razie zmien zgodnie z zalozona proce-
durg wartosci whlasne macierzy A, otraymujac A,’f“ i wréd do kroku 2.

Przedstawiony algorytm zostal sprawdzony na wybranych przykladach. Ni-
gdzie jednak nie wykazano jego zbieznosci.

Zadanie optymalnej aproksymacji modelu (97), (98) praez model (99), (100)
bylo nastepnic rozwazane przesz Hylanda i Bernsteina [9). Praeprowadzili oni bar-
dzo dokladna analize réwnan Lapunowa (107), (108) dochodzae do prostszych wa-
rankéw koniecznych optymalnosei oraz wykazali istnienie projekeji, nickoniceznic
ortogonalnej, ktérej wynikiens jest model (99), (100).
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Jesli bowiem macierze A,, By, C, reprezentuja oplymalny model uproszcezony,
to musza istnie¢ nicujemnie okreslone macierze P oraz Q) takie, e dla pewnych I,

G, M spciniajacych warunki
OP =G™MI, TG =1

prawdziwe sa réwnosci

A, = TAGT,
B, = IB,
¢, = CGT.

Macierze I oraz @ spelniaja ponadto warunki

rank(Q) = rank(P) = rank(QP) = m,

7[AQ + QAT + BBT] =0,
r[ATP + PA+CTC) =0,

przy czym 7 = GTT' reprezentuje macierz wspomnianej projekcji.
Przebieg algorytmu jest nastepujacy [9]:

krok 1 Przyjmij 7% =70 = 1.

krok 2 Wyznacz QF oraz PF rozwiazujac réwnania
(A—ATEYQ* + QF(A - TF AT + BB =0,
(A - T8ATRYTPR + PR(A - A+ CTC =0,

w ktérych 7§ =1 — a
krok 3 Wykonaj jednoczesna diagonalizacje macierzy Q*, P

BEON(@F)T = (2%) T PH(@*) ! = ok

vk = dia_q{of,..‘,af';}, o > o> > ako.

krok 4 Jcéli & > 1, wyznacz

\i trace(CTCW,) — trace(CTCT*Q*(T4)T)
[ '

irace(CTCW,)
przy czym macierz W. rozwiazanicm réwnania Lapunowa

AW, + W AT + BBT = 0.

(112)
(113)
(114)

(115)
(116)

(117)
(118)

(119)

(120)

Jesli |ex — ex_1] jest mmuicjsza od zaloione) wartosci przejdz do kroku 8. W

przeciwnym razic przejdz do wykonywania kroku 5.
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krok 5 Wyznacz m operatoréw projekeji
L, (Q*PY, ... 1L, [QF P¥]
na wektory wlasne iloczynu macierzy Qkﬁk
IL[Q*PH) = O*E, (%)L

E; jest macierzg, w kidrej clement (4,1) jest rowny 1 a wszystkic pozostale
elementy sa rowne (.

krok 6 Wyznacs zaklualizowang wartosé operatora projckeji
™ = 310, (R P (121)
r=1

krok 7 Sprawd?, czy jest spelnione wybrane kryterium stopu. Jesh nie, podstaw
k=k-+11wréé do kroku 2.

krok 8 Podstaw
(’é _ Tka(Tk)T, [’Bk — (Tk)’l']'jka. (122)
9 Przyklady i wyniki obliczen

W kolejnym przykladzie rozwazymy analizowany w (7] uklad szdstego rzedu, w
ktérym

0 0 0 1 0 1]
0 0 0 0 1 0
Aol 0 0o 0 0 0 1
T | —5.4545 4.5455 0 —0.0545 0.0455 0 !
10 -21 11 0.10 -0.2100 0.1100
0 55 —G6.5 0 0.0550 —0.0650

b”‘:[o 0 0 0.0909 0.4 —0,5], c=[2 -2300 0]
Jego transmitancja jest réwna

1(s) —2.1182s% — 0.24815% — 24.8325% — 0.9065 — 45.364
s) = .
s+ 0.32955% + 32.972s + 3.6093s° + 180.58s? + 3.5662s + 119.08

Uklad ten ma trzy pary biegunéw zespolonych —0.0038 4 j0.8738, —0.0297 &
j2.4374 oraz —0.1313 & j5.1217. Oznacza to, ze zastapienie tego ukladu modelem
uproszczonym nieparzystego rzedu nie jest zadanicm prostym.

Przyjmijmy zatem, ze model uproszczony jest modelem pierwszego rzedu

9(s) =

My
5+ ('().
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Algorytm podstawowy iteracyjnej interpolacji nic byt zbiezny w tym praypadku.
Najlepszym z rozpatrywanych w ciagn 200 iteracji przyblizeniem okazal sig¢ model
—0.3094
908) = S o305
dla ktérego blad przyblizenia J = 3.986.

Bardzo dobrze dzialaly natomiast algorytmy zmodyfikowane. Picrwszy z nich
pray wspolczynniku skrocenia kroku « = 0.5 znalazl w szedciu iteracjach model

—0.3682
s+ 0.6746’

dla kidrego J = 3.976. Drugi algorytm zmodyfikowany znalaz! ten sam model w
czicrech iteracjach.

We wszystkich trzech przypadkach punktem startowym byt model, w ktérym
c‘(,o) = 1. Dla modcli z jednym wejsciem i jednym wyjsciem wartosé mf," nie musi
by¢ okreslana. Okazalo si¢ réwnicz, ze nawet dla bardzo odleglego od rozwiagzania
optlymalnego przyblizenia poczatkowego, na przyklad dla (_{()0) = 100, liczba iteracji
nieznacznic przckraczala 10.

PPodobne zachowanie sie analizowanych algorytméw mozna bylo zaobscrwowaé
przy wyznaczaniu modeli uproszczonych rzedu 3 oraz 5.

Natomiast zachowanie si¢ standardowego algorytmu ﬂgradientowego zalezry w
istotny sposéb od punktu startowego. Na przyklad dla mgo =1i c§,°’ = 1 algorytm
gradientowy nie byl zbiezny w zalozonej liczbie iteracji. Tylko wtedy gdy punkt
startowy znajdowal si¢ bardzo blisko poszukiwanego minimum, na przyklad m(,“) =
~0.21 c(()n) = 0.4 algorytm gracdientowy znajdowal jo.

Takic zachowanic si¢ algorytmu gradientowego jest wynikiem pokazanego na
rys. 3 bardzo "plaskicgo” ksztaltu powierzchni stanowiacej wykres funkcjonalu
J{mg,cp). Dodatkowo na rys. 4 pokazane zostaly poziomice tego funkcjonalu.
Znakiem + zaznaczony jest punkt reprezentujacy optymalny model uproszczony.

Ima (3) =

Rysunck 3: Wykres funkcjonalu bledu J(img, ).

Zalézmy teraz, ze wyznaczany model uproszezony jest modelem drugiego rzedu
mys 4 my

g(s) =

stbes e
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Rysunek 4: Poziomice funkcjonatu bledu J(myg, ¢g) w otoczeniu minimum.

W celu prezentac)i graficzne) wynikéw przyjmijmy réwniez, ze dla danych wartosci
¢y 1 ¢) wspolezynniki my oraz miy sg zawsze ustalanc w sposéb optymalny. Dzigki
temu blad aproksymacji jest funkcjonalemn zaleznym od dwdéch tylko argumentéw
¢p i ¢;. Funkcjonal ten ma trzy minima lokalne osiagane w punktach ¢l = 0.7634 i
¢} = 0.0076, ¢3 = 5.92751 ¢ = 0.0602, cf = 26.1370 i ¢} = 0.2682. Odpowiadajace
im wartosei funkcjonalu bledu wynosza odpowiednio J(c}, c}) = 0.2934, J(c2, ¢}) =
3.979 oraz J(c,cd) = 3.8777. Wykres przedstawiajacy wszystkie trzy minima
lokalne jest malo czytelny. Dlatego dwa z nich pokazane zostaly na rys. 5irys. 6.
Odpowiadajace im zbiory poziomic przedstawione sa na rys. 7 i rys. 8.

Rysunck 5: Wykres zredukowanego funkcjonatu bledu J(eg, ¢i) w oloczenin punktu
{:(1, = 0.7634 i c{ = 0.0076.

Modele uproszezone odpowiadajace minimom lokalnym maja bieguny zespo-
lone polozone bardzo blisko trzech par biegunéw modelu pelnego rzedu. Startujae
na przyklad z ¢ (s) = 524 s+ 1 wsgystkie trzy algorytmy znalazly ten saim model

uproszezony 0.0035 0.2005
—0. o8 — UL Dl

99) = Z 3000768 1 07631
ktérego bieguny wynoszi s» = —0.0038 & 0.8738. Startujac z kolei z ¢®(s) =
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Rysunek 6: Wykres zredukowanego funkcjonatu bledu J{co, €1) w oloczeniu punktu
3 = 26.1370 i ¢} = 0.2682.

N .@2/

Rysunek 7: Poziomice funkcjonatu bledu J(cg, ¢1) W otoczeniu punktu ¢ = 0.7634
S
ic; = 0.0076.

52 4 100s 4 100 wszystkie trzy algorytmy znalazly model uproszczony

o) - ~0.0222s + 1.6683
988 = 026725 + 26,3417

ktSrego bieguny sg réwne sy = ~0.1341£5.1306. Jesli natomiast punkt startowy
byt rowny ¢®(s) = s2 + 5 + 10, Lo otrzymywany byl model uproszczony

0.0101s + 0.2624
9(8) = 5o T R
52 1+ 0.06025 + 5.9275

ktorego bieguny wynosza 532 = —0.0301 £ 2.4345.
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