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Czes¢ I11. Modele opdznienia w systemach przeptywow
1II.1 Sformutowanie problemu

Odrgbng podkategori¢ modeli opdznienia stanowig modele stosowane w modelowaniu systemow
przeptywow, skfadajacych si¢ z elementow: zasobu oraz strumienia zasilajagcego i strumienia
wyczerpujacego pewien zasob, gdzie strumien wyczerpujacy mozna przedstawi¢ w postaci modelu
op6znienia roztozonego wzgledem strumienia zasilajacego.

W interpretacji stosowanych tu kategorii strumieni i zasobéw nie zawsze zachodzi daleko idaca
analogia do przeptywéw rzeczowych; zaréwno strumienie jak i zasoby moga nie by¢ skupione w
przestrzeni, jednak z systemami tymi omawiane modele podzielaja metodologi¢ pomiaru, ktérg w
pewnym uproszczeniu mozna przedstawi¢ w postaci dwoch zasad: wielko$ci zasobdw obliczane sa w
punktach na osi czasu (odleglosci migdzy tymi punktami sa okreslane przez jednostkg czasu
wyznaczajaca dlugos¢ jednostkowego okresu / czgstotliwo$¢ pomiaru) i wyrazone w jednostkach
miary zasobow; wielkosci strumieni obliczane sa przez zliczanie liczby jednostek miary, ktore
»przeptynety” w danym okresie w przeliczeniu na przyjeta jednostke czasu.

Modele opdznienia w systemach przeptywow znajdujg zastosowanie w wielu dziedzinach, m. in.
stuzg do opisu procesow demograficznych, logistycznych, hydrologicznych, finansowych, ewidencji
srodkow trwatych i in.

Podstawowy element systemu przeptywow skiada si¢ ze strumienia X zasilajacego pewien zasob Z,
ktory jest oprozniany (wyczerpywany) przez strumien ¥ wyplywajacy z tego zasobu.

Rownanie zasobu Z ma nastgpujacg postac:

z,=2z,_,+% -Y,, 3.1)
gdzie x; i y, to odpowiednio natgzenia strumieni: zasilajgcego i wyczerpujacego zasob Z w okresie ,
natomiast przez z.; i z, oznaczone zostaty odpowiednio wielkosci zasobu Z na poczatku i pod koniec
okresu . O wielkosciach x,, y, i z, stosowane bedzie zafozenie, ze dla wszystkich ¢ sa nieujemne -
strumienie X i Y nie zmieniaja kierunku (ptyna odpowiednio do i z zasobu; ruch jednokierunkowy),
ponadto nie przewiduje si¢ ujemnych stanéw zasobu. Réwnanie (3.1) mozna réwniez przedstawié¢ w
postaci rownania bilansu:
zZ,+y,=2_,+x,
ktérego prawg strong interpretuje si¢ jako podaz, a strong lewa jako popyt ex post.
Gdy przedmiotem analizy jest model op6znienia w systemie przeplywow, migdzy strumieniem

wyplywajacym Y i strumieniem zasilajacym X zachodzi nastgpujacy zwigzek:

V=XV %, *E, (3.2)

gdzie:
¢, - sktadnik losowy spetniajacy warunki:

E(e)=0,
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E(e, e.,)=0i#j; i,j=012,.;

E(g])=0".

zdefiniowany podobnie jak dla zaleznosci (1.8),
- wspétezynniki v,,, i=0, 1, 2,..; tworza strukture opdznienia dla ktérej istnieje rozktad
opdznienia W,,

a, - istnieje skoniczona suma (mnoznik dtugookresowy opdznienia):

4

Zalezno$¢ (3.2) jest zgodna ze specyfikacja (1.1a), w ktorej sktadnik losowy jest podany explicite;
pozostaly skfadnik (suma) reprezentuje czes¢ deterministyczna tej zaleznosci.

Dla kazdego okresu ¢ wspotezynniki v,,, i=0, I, 2,...; przyjmujg wartosci zapewniajace spetnienie
nastgpujacego warunku:

Z X 2 Y, 3.3)
wigzacego si¢ z zatozona nieujemnoscia zasobu Z i wzoru (3.1), oraz zapewniajacego spetnienie
warunku (3.3) méwiacego, ze z zasobu nie moze wyptyna¢ wigcej od ilosci, ktéra w nim byla na
poczatku okresu, powigkszonej o to, co w tym okresie wplyneto.

Zaleznos¢ (3.2) zawiera skladnik losowy &, wystepujacy w réwnaniu (1.1a). Jak si¢ okaze dalej,

sposdb uwzglednienia czynnika losowego ma istotne znaczenie. Gdy nie dopuszcza si¢ ujemnosci

zmiennej zaleznej, dla skfadnika losowego oznacza to ograniczonos¢ od dotu:

co wskazywatoby na zwiazek wariancji z warto§ciami zmiennej niezaleznej i strukturg opéznienia.

Gdy wymagana jest szczelno$¢ systemu, oznaczajgca, ze nie sa dopuszczane ani ubytki, ani
dodatkowe naptywy niepowiazane ze strumieniem zasilajacym X, sktadnik losowy w zaleznosci (3.2)
moze by¢ wasko interpretowany jako blad pomiaru strumienia Y. Alternatywne podejécie polega na
postuzeniu si¢ specyfikacja (1.1b), w ktérej sktadnik losowy nie jest podany explicite.

Element systemu przeptywdw opisany za pomoca zaleznosci (3.1) i (3.2) ma szczegdlng
interpretacje. Zasob Z mozna nazwa¢ zasobem w opdznieniu, poniewaz stanowi zasob tych czesci
strumienia X, ktére ,,weszty” w opdznienie, lecz z niego nie ,,wyszly”, zalegaja w nim, w postaci
czgséci strumienia ¥,

Model opéznienia (3.2), spetniajacy dla kazdego ¢ warunki (3.1) i (3.3), ma szereg szczegdlnych

wiasnosci.

/' Cudzystéw jest w tym przypadku uzasadniony, poniewaz nie wszystkie tak opisywane obiekty maja
interpretacje fizyczna.
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Wielkos¢ zasobu z, pod koniec okresu 7 zalezy od wielkosci zasobu z,. sprzed k okresow
(k= 1, 2, 3, ...) oraz wielko$ci strumieni X i Y z ostatnich & okresow:

k=1
z,=z,,+ Z,,( X =V, ) (3.4)

Zaleznos¢ (3.4) uzyskuje sig¢ rekurencyjnie na podstawie wzoru (3.1) przez kolejne zastgpowanie
wyrazef z., , i = 1, 2,..., k-1; wyrazeniami z.,.;+ X = Ypi.
Poniewaz na podstawie (3.1) i (3.2) dla kolejnych j,j = 1, 2, 3,..; zachodzg zaleznosci:

©
y/—/ = Z’)vl-j.l xl—/ﬂ +£l-/'
i=
oraz
Xi; = Viey =(1-v,_, )xl—/-i VegiXiejer “Vija X T T
ktorych podstawienie do (3.4) daje zaleznosé:
Z=2,
+(1—vl(‘) X Vi X Ve X TVisXs T
1=V, 0 )%, VX Vi 2% TV 3% T T €
F Y10 ) Xoders = Vickari ¥z = Vickar,2 %05 = Vickat, 3%t = Erkus
prowadzacg do nastgpujacego wzoru
k=1 i © kel k=1
Z, =zt 2(1 - Zvl-n/,J )xl-l + Z - (Zvl—i+/.j )xl-i - zgl-l (35)
i=0 J=0 i=% =0 i=0
poniewaz dla kolejnych &, k=1, 2, 3,..;
2=z, (1=v )%, =V Xy = VX —VisX, —T&
=2, ,+(1=v, , ) X, =V, X, =V, X,;=V,; X5 —.—&+
+(1- Vi-to ) X Ve X T Vi Xy T Vies Xy T T
=25+ (1=v,y )X, =V Xy —Vy X, TV Xy TaTE
+(1- Vi-1,0 ) Xt TVier g X Ve XY TViey Xy T T 6y
+(1_v/72,u) X2 TViaa Xy T Viea2 Xy TVieas Xis T T 6L

Przez pogrupowanie wyrazen zawierajacych to samo x,.;, i=0, I, 2, ...; uzyskujemy:
-
Z,=z,,+ (1- Vio )x/ - zl:v/,lxm —¢
p

@
Z,=z,t (1- Vio )X + (1- Vietoo = Vi )% = Z;(v/ itV —I,l—l)xl-r —& &,
i=

st (D=9, )% (1= o=V, )X + 1=V 0 =Viy = V2 ) X —

w
- Z;(v/ iz ¥V TV Xy € — €
p=

i ostatecznie
k=1 i o k-1 k=1
z,-z,=2(1- Z"Hw X+ Z_(Zvl—l+/,j M =2 - (3.6)
i=0 j=0 ik =0 i=0
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Prawa strona zaleznosci (3.6) skiada si¢ z trzech czgsci objasniajacych przyrost z,—z,_, .

Wyrazenie w nawiasie pierwszej sumy (liczac od strony lewej) pokazuje, jaka czg$é strumienia x,;,
ktory zasilit zasob Z w okresach t-i, i = 0, 1, 2, ..., k-1; pozostaje w tym zasobie pod koniec okresu 7.
Suma druga reprezentuje t¢ ilos¢, ktora zostata utworzona przed okresem t-k-7, a ktéra z zasobu w
opoznieniu Z wyptyneta w okresach t-k+1, t-k+2, .., t. Suma trzecia pokazuje, ze bfad pomiaru zasobu
w op6znieniu kumuluje sig.

Wyrazenia

1=V, 5i=0,1,2 3.5
j=0

ze wzoru (3.6) pokazuja, jaka cze$¢ strumienia X, ktéra wplyneta do zasobu Z w okresie #-i zalega
(pozostaje) pod koniec okresu ¢ w zasobie Z:
1-v,, cze$¢ strumienia x, z okresu ¢, ktora pozostata w zasobie Z pod koniec okresu ¢,
1-v,.; 9=, 1, czg$€ strumienia x,.; z okresu -1, zalegajaca w zasobie Z pod koniec okresu #;
115 0-Vi.1, -V, 2, €Ze$¢ strumienia x,., z okresu -2, zalegajaca w zasobie Z pod koniec okresu
t; itd.
Przyjecie tej interpretacji okresla warunki:

I=%v,,20,i=0,1,2 3. €)
j=0

z ktorych wynika, ze faczny wyplyw w kolejnych okresach jednostek, ktore wptynety w okresie #-i, nie

moze by¢ wigkszy od ilosci x,;. Warunki te zapewniaja speinienie zasady zachowania masy.

Definicja Element systemu przeptywow okreslony za pomoca zaleznosci (3.1) i (3.2) osiaga stan
rownowagi, gdy zachodzi rowno$é
E(y, )=x,
tzn. natgzenie strumienia zasilajacego i warto$¢ oczekiwana strumienia wyczerpujacego sa sobie
réwne.
Nietrudno zauwazyé, ze w rownowadze elementu systemu przeptywow poziom zasobu w

opoznieniu nie ulega zmianie,

a ponadto,
®

x«—ZV,,, X/-i:(l"v/,o ) X, Vi X TV X TV X -..=0.
i=

Z powyzszej zaleznosci wynika, ze w stanie ustalonym element systemu przeptywow osiaga stan

réwnowagi, gdy

@
Zv/,r' =1.
i=0
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Powyzszy warunek wskazuje, ze w stanie ustalonym przy wartosciach mnoznika dtugookresowego

mniejszych od jednosci, a, </, nastgpuje nieskonczony wzrost zasobu w opdznieniu, a przy
wartosciach mnoznika dlugookresowego wigkszych od jednosci, a, > I, nastgpuje wyzerowanie tego

zasobu.

Definicja Mechanizm op6Znienia nazywany bgdzie niestabilnym w dwdch przypadkach: gdy w stanie
ustalonym mnoznik dfugookresowy modelu (3.2) przyjmuje warto$¢ mniejsza od jeden, lub gdy w
stanie ustalonym mnoznik dlugookresowy modelu (3.2) przyjmuje warto$¢ wigksza od jeden.
Mechanizm opdznienia nazywany bedzie stabilnym, jesli w stanie ustalonym mnoznik dlugookresowy

modelu (3.2) przyjmuje warto$¢ jeden.

W pierwszym przypadku trwalej niestabilnosci poziom zasobu w opdznieniu Z wzrasta, natomiast
w drugim przypadku trwatej niestabilnosci moze doprowadzi¢ do wyzerowania zasobu w opdznieniu.

Uktad (3.1) i (3.2) w stanie ustalonym pozostanie stabilny tak dtugo, jak dtugo zmianie nie ulegnie
wartos¢ mnoznika dlugookresowego a, =/. Przy zmiennej wartosci mnoznika dlugookresowego
zachowanie niezerowych i ograniczonych wielkosci zasobu w opo6znieniu wymaga, aby przyjmowat
on wartosci na przemian wigksze i mniejsze od jednosci.

Warto zauwazy¢, ze w stanie ustalonym na poziomie zerowym, tj., gdy x =0, element systemu
przeptywow okreslony za pomocg zaleznosci (3.1) i (3.2) znajduje si¢ w réwnowadze, mimo
niestabilnosci mechanizmu opdznienia.

Obecnie skupimy uwage na zbadaniu zaleznosci poziomu zasobu Z od strumieni X w

nieskonczonej historii. Przejscie w zaleznosci (3.5) z k —oo granicy, przy spetnieniu warunku
X o k=1
lim 3~ (55, )%, | =0,
-%| j=k Jj=0
prowadzi do zaleznosci:
2, =3 (1= 2,0, )50+, €E))
=0 J=0

gdzie

Wyrazenie &, w zaleznosci (3.8), ktére - przy standardowych zalozeniach o zerowej wartosci
oczekiwanej i ograniczonej wariancji skfadowych sumy - ma wartos¢ oczekiwang réwng zero oraz
nieskonczong wariancj¢. Nie jest to sytuacja komfortowa i dlatego celowe wydaje si¢ zalozenie, ze
zasob w opoznieniu ma skonczong historig, rozpoczynajacg si¢ od pewnego okresu #,, przed ktorym

dla wszystkich 1< 1, wszystkie x=¢, =0.
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Wzér (3.8) jest wazny, pokazuje bowiem strukture czasowa zasobu w opdznieniu Z; ktéry zostat
zasilany przez strumient wplywajacy X oraz wyczerpywany przez strumient ¥ w okresach ¢, -1, t-2, ... .

Przyjmujac oznaczenie

Sy =1=v, i=0,1,2,3,.0; (3.9
J=0

zalezno$¢ (3.8) mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:

Z =3 8,%.,+E, (3.10)

Wspdtczynniki s, , i=0, 1, 2,...; wzér (3.9), tworzg strukture opdznienia S, zasobu w op6znieniu Z
wzgledem strumienia zasilajacego X. Miedzy wspdtczynnikami struktury S, zasobu w opéznieniu Z w
dwdch kolejnych okresach zachodzi zwigzek wyrazajacy si¢ nastepujacym wzorem:

s, i=0123..; 3.11)

ativl = St T Vearisr?
Prawdziwos¢ zaleznosci (3.11) wynika z tego, ze zgodnie ze wzorem (3.9)

i
S, :I—E;v,_,“.‘,.,'t:U, L2 3.
o

oraz
i+l i
Statist = I- ;vm—/rnj,j =1 _/Z:”v/—:u,/ “Vearisrr = St T Vissivr
Poziom z, zasobu w op6znieniu Z pod koniec okresu #, wzor (3.10), mozna interpretowaé jako sume
zasobdw czastkowych z,=s, x.;, i=0, I, 2,...; z ktdérych kazdy jest utworzony przez strumien zasilajacy
ten zasob w okresach -, i=0, 1, 2,..; i jest wyczerpywany w kolejnych okresach: #-i+1, t-i+2, ..t. W

$wietle tej interpretacji przydatny okazuje sie zapis zaleznosci (3.8) w nastgpujacej postaci:

2, =3z, +8, (3.12)
i=0

gdzie z; i=0, I, 2,..; to ilo$¢ jednostek strumienia X, ktore wplynely do zasobu opdznionego Z w
okresie t-i, i=0, 1, 2,....; i ktére pozostaja (zalegaja) w tym zasobie pod koniec okresu ¢.
Interpretacja ta pozwala na sformulowanie warunkéw zapewniajacych spetnienie zatozenia o

jednokierunkowosci przeptywow:

= Y+ = Tl =

0<v,,,<1; 0<v,, < Ili_lzj_fv,_wjg]; i=123,.. (3.13)
J=0

ktérych wymowa jest nastgpujaca: liczba jednostek strumienia X, ktore wplynely w okresie -/ i
zalegaja w zasobie w opOznieniu Z pod koniec okresu ¢ stanowi ograniczenie dla wyptywu tych
jednostek z zasobu w opdznieniu Z w okresie 1+/.

Dzigki warunkom (3.13) struktura czasowa strumienia ¥ wyplywajacego z zasobu w op6znieniu Z
jest niesprzeczna ze struktura czasowa zasobu w opdznieniu z poprzedniego okresu.

Ze wzoru (3.10) wynika, ze zalezno$¢ poziomu zasobu w opdznieniu od natezenia strumienia
zasilajacego jest rowniez modelem opdznienia roztozonego ze struktura opdznienia S, , S;= (s, » i = 0,

1, 2,... ) okreslong przez wspotczynniki zdefiniowane za pomocg wzoru (3.9).
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Istotng cechg modelu (3.10) jest to, ze w odréznieniu od modelu (3.2), ktérego struktura opdznienia
V, jest dana dla kazdego okresu ¢, jego struktura opdznienia S, jest zalezna od wspolczesnej jej oraz

przesztych struktur opdznienia V., i=0, 1, 2, ... .

Spetnienie warunkéw (3.13) pozwala na interpretacj¢ wzorow (3.8) lub (3.10) jako modelu
opdznienia roztozonego o0 zmiennej w czasie strukturze opéznienia S; okreslonej przez wspétczynniki
s 1=0, 1, 2, ... ; wzor (3.9).

Jesli istnieje skonczona dodatnia suma b¢daca mnoznikiem dtugookresowym modelu (3.8) i (3.10):

28, =2(1=2V,) (3.14)
i=0 i=0 Jj=0

to istnieja unormowane wspotezynniki p,, i=0, 1, 2,...;

Py =t i=0,1,2,... (3.15)

=
25,

i=0

takie, ze

. e
25, Epunaa,

i=0 "

Zbioér P, wspotczynnikow, P= { p,,, i = 0, 1, 2,... } tworzy rozkiad opdznienia zasobu w
opéznieniu Z wzgledem strumienia zasilajacego X, natomiast zbiér wspétczynnikéw g, 1 =0, 1, 2,...;
przyjmujacy wartosci:

g, =—t= SE g g2 (3.16)
E(ZI ) Z sl.lx/—-l
i=0
tworzy rozktad wynikowy O, O,= (g, i = 0, 1, 2,... ), modelu opdznienia roztozonego (3.10).

Podkreslenia wymaga, ze rozktad O, opisuje struktur¢ czasowa zasobu w opdznieniu Z ze wzgledu
na wiek (czas przebywania, zalegania w zasobie w opdznieniu) tworzacych go jednostek
pochodzacych z réznych okresow. W zwiazku z tym, wyrazenie:

©

iz,
'=”Z =M(Q,) (3.17)

/d

okresla $redni wiek jednostek tworzacych zasob w opdznieniu Z, i — co nalezy odnotowac - jest rowne
wartosci sredniej rozktadu wynikowego O, (odpowiadajagcemu modelowi opdznienia roztozonego (3.8)
opartego na rozktadzie S; i wartosciach zmiennej niezaleznej X).
Z elementem systemu przeptywow opisanym za pomocg zaleznosci (3.1) i (3.2) oraz spetniajacym
warunki (3.3) zwigzane sg nastgpujace struktury opdznienia i odpowiednie rozktady (jesli istniejg):
e struktura opoznienia ¥; zmiennej zaleznej ¥ wzgledem zmiennej X

e rozktad opdznienia W, zmiennej zaleznej ¥ wzgledem zmiennej X
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e rozklad wynikowy opdznienia U, zmiennej zaleznej ¥ wzgledem zmiennej X

e struktura op6znienia S, zasobu w opdznieniu Z wzgledem zmiennej X

e rozktad opdznienia P, zasobu w op6znieniu Z wzgledem zmiennej X

e rozktad wynikowy opdznienia Q, zasobu w opdznieniu Z wzgledem zmiennej X
(struktura czasowa opdznienia).

Omoéwione w Rozdziale I miary opdznienia, takie jak warto$¢ srednia rozktadu wynikowego
opdznienia M(U,) oraz mediana rozkladu wynikowego opo6znienia 7(U,), znajduja odpowiednie
zastosowanie w modelach przeptywow. W tej kategorii modeli opdznienia warto$¢ $rednia rozktadu
wynikowego M(U,) zmiennej zaleznej ¥ wzgledem zmiennej X ujmuje $redni wiek jednostek
tworzacych strumien wyplywajacy ¥ w okresie 7, lub przecigtny czas, jaki jednostki strumienia
wyplywajacego Y przebywaly (zalegaly) w zasobie w opdznieniu Z. Wartos¢ srednia rozktadu
wynikowego M(Q,) odpowiada sredniemu wiekowi jednostek zalegajacych w zasobie w opdznieniu Z.
W modelach opdznienia w systemach przeptywéw klarownos$¢ interpretacji $rednich rozkfadow
wynikowych U, i O, daje tym parametrom, jak si¢ wydaje, pewng przewagge nad medianami rozktadow
Jjako miar op6znienia.

W niektorych zastosowaniach wyniki szacowania wielkosci opdznienia zaleza nie tylko od
wykorzystywanej miary opdznienia, ale rowniez od innych czynnikéw. Istotne znaczenie ma tu
wielko§¢ stosowanej jednostki czasu zwigzana z czestotliwoscia pomiardw: pomiar wielkosci
przeptywéw w poszczegdlnych okresach oraz wielko$ci zasobéw w punktach na osi czasu
odpowiadajacych koncom okreséw. Niezaleznie od problemu ubytkéw (nieszczelnosci, rozkurzu) w
systemie przeptywdw, przeprowadzane pomiary odnoszg si¢ do punktéw na osi czasu; bez wzgledu na
to, czy stany zasobow sa wielkosciami pierwotnymi czy wtornymi, pod koniec okresu srednie
opdznienie informacji o wielkosci strumienia wynosi pdt okresu. O ile okoliczno$¢ ta nie ma w
wigkszosci zastosowan znaczacego wplywu na warto$é $rednig i mediang rozktadu W, to w przypadku
rozktadow S, i O, wielkosci te sa niedoszacowane o wielko$¢ pot okresu przy zatozeniu, ze przeptyw
strumienia w okresie dokonuje si¢ réwnomiernie (ma rozktad rownomierny lub monotoniczny). Warto
mie¢ na uwadze, ze nierzadkie sa przypadki, kiedy przeptywy te sa dalekie od réwnomiernoscis
koniecznos¢ wprowadzenia poprawek znalazta wyraz, na przykfad, w stosowanej w demografii
zasadzie Rahtsa (patrz np. Holzer J. Z. (1994), strona 215).

W przypadku rozktadu wynikowego O, w stanie ustalonym (tj. wtedy, gdy odpowiednie rozkfady
opdznienia i rozktady wynikowe sa sobie rowne) wystarczy, podobnie jak w przypadku rozkiadu W,
poprawka w wysokosci potowy okresu (zwigkszenie wartosci sredniej i mediany rozktadu o 1/2
okresu), natomiast przy znaczacej dynamice zmiennej niezaleznej wplywajacej na poglebienie
nieréwnomiernosci przeptywu wewnatrz okresowego, jej wysoko$é powinna byé dostosowana, jesli to

mozliwe, do specyfiki przypadku.
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I11.2 Modele opdznienia w systemach przeptywow ze statym rozktadem opoznienia

Duze znaczenie modeli opdznienia w systemach przeptywow ze statym rozkladem opdznienia
wynika z dwoch powodéw. Pierwszy, to ich dominacja wsréd modeli opdznienia. Drugi zas to fakt, ze
jako koncepcyjnie i konstrukcyjnie prostsze ulatwiajg zrozumienie bardziej ztozonych modeli ze
zmiennym rozktadem opoéznienia.

Gdy rozkfad opdznienia W, zmiennej zaleznej Y wzglgdem zmiennej X jest staly, w podstawowym
modelu systemu przeplywow rozkfad opdznienia P, zasobu w opodznieniu Z wzglgdem zmiennej
niezaleznej X jest rowniez staly, a ponadto - z wyjatkiem opdznienia prostego majacego rozktad
jednopunktowy - jego wspdtezynniki sa monotonicznie malejaca funkcja numeru wspotczynnika.

Witasnos¢ ta wynika ze wzoru (3.7), ktory przy zalozonej statosci wspdtczynnikéw struktury

opdznienia mozna zapisa¢ w postaci nastgpujacej zaleznosci:

s, =5,=1-Yv ;i=0123..;

=S ZY
z ktorej bezposrednio wynika, wspotczynniki struktury S, S=(so, s;, 2, ... ) sa nierosnacg funkcjg
indeksu; ze najwigksza wartos¢ ma wspoiczynnik sy, poniewaz kolejne powstaja przez odjecie od
poprzedniego wartosci wspotczynnika struktury ¥ o tym samym indeksie, wzor (3.9):
Sis1 =S8i-Viup3 1=0,1,2,3,....

Gdy struktura opdznienia ¥, zmiennej zaleznej ¥ wzgledem zmiennej niezaleznej X jest stafa, jest
oczywiste, ze model o takiej strukturze opodznienia jest stabilny tylko wtedy, gdy mnoznik
dtugookresowy a jest rowny /.

Gdy istnieje warto$¢ srednia rozkiadu opoznienia M(W), rozwazane sa dwa przypadki:

skonczonego modelu opdznienia (3.2) rzgdu # i nieskonczonego modelu opoznienia (3.2).

Modele opdznienia roztozonego w systemach przeplywéw ze statym skonczonym rozktadem

opdznienia

Suma wspodtczynnikéw struktury opéznienia S zasobu w opéznieniu Z wzgledem zmiennej X
(mnoznik dlugookresowy tego op6znienia) odpowiadajacej skoficzonemu rozktadowi rzgdu n
opoznienia ¥ modelu opdznienia strumienia wyplywajacego Y wzglgdem strumienia zasilajacego X

jest rowna:

S5, =aM(W )+ (n+1)(1-a). (3.16)

Dowod zaleznosci (3.16) jest nastgpujacy. Wartosci wspotczynnikow s;, i = 0, 1, 2, ... ,n; mozna

przedstawi¢ w nastgpujacy sposob:

s,=1-%v,=1-ayw;i=0,12,.;
J=0 Jj=0

zatem
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is, :i(l—aiwl)=z_":1—aﬁ:§':wj =(n+1)-—aizljw/.

i=0 =0 J=0 i=0 j=0 i=0 j=0

Ostatnig sume¢ w powyzszym réwnaniu mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob:

i

Z‘;wj =(W )+ (Wy+W, )+ (W, + W, +W, )+ ..+ (W, +w,+...+W,)
=

M=

Iy
S

=(n+1)w,+nw,+(n=1)w,+...+1-w,

=Y (n+1-i)w =(n+1)5w -3 iw =(n+1)-M(W).
i=0 i=0 i=0
Podstawiajac uzyskany wynik otrzymujemy:
S, =(n+1)—al(n+1)-M(W)|=aM(W )+(n+1)(I-a),
i=0

co potwierdza prawdziwos¢ wzoru (3.16).

Warto$¢é $rednia M(P) statego rozktadu opdznienia P poziomu zasobu w opdznieniu Z wzglgdem
strumienia zasilajacego X zwigzanego ze statym skoficzonym rzedu » rozkladem opdznienia W
zaleznosci strumienia wyptywajacego ¥ wzgledem strumienia zasilajacego X ksztattuje si¢ zgodnie z

nastgpujacym wzorem:

1a[D?(W )+ M*(W )= M(W )|+ n(n+1)(1-a)

M(P)=3
aM(W)+(n+1)(1-a)

(3.17)

Z definicji wartoéci $redniej rozktadu opéznienia:

. Si(l-ayw,)
M Pl= Sltm e et
) aM (W )+(n+1)(1-a)

n n i
Et—aZtZwi

i=1_j=0

TaM(W)+(m+1)(I-a)

%n(n+1)—a2":izljw,

i=l j=0

T aMW )+ (n+1)(1-a)

Poniewaz
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Yiyw,=1(wy+w, )+

i=l j=0
+2- (W, +w, +w,)+
+3 (W +w, W, +w; )+

+n (W +w, +w,+.+w,)=
=éw,,n(n+1)+[§w,n(n+1)+§w,(n—])(n+2)+...+w"n:l=
1 1] . .
ZEW(;"(’”1)+3[Z("—1+1)(”+1)W,:'=
i=1
] 1o 5 1 )
=—wn(n+1)+=3(n" =i’ ))w,+=>(n+iw, =
2 2i=1 2=
i 0 u 1
=§wﬂn(n+1)+én”§w, —%;i"w’+§n’§w, +3§iw,=
! 7, I, , 1 i
=Zwn(n+1)+=n*(1=w, )= =|D*(W )+ M*(W )|+ Zn(1-w, )+ =M(W )
2 2 2 2 2
:én(n+1)—%[0’(W)+M’(W)—M(W)]'
przy uwzglednieniu zaleznosci:
Sw, =1-w,; Siw =M(W); 3w, = D*(W )+ M*(W).
=l i=l i=l

Zatem po podstawieniu

1a[D(W )+ M (W )= M(W )]+ n(n+1)(1-a)
2 aM(W )+(n+1)(1-a)

M(P)=

co byto do okazania.

Powyzsze rozwazania ukazuja wazng wilasno$¢ modeli stalego skonczonego opdznienia
rozfozonego: mimo niestabilnosci mogg one funkcjonowac, dopdki spetnione sg zatozenia modeli, a w
szczegblnosci warunki (3.7).

Ponizej przedstawiony zostanie przykfad prostego modelu ze statym rozktadem opéznienia.

Przyktad 3.1 Model przeptywu z rozktadem op6znienia bgdacym rozktadem monotonicznym
Niech strumien wyptywajacy bedzie opisany wzorem:
X,
Powyzsza zalezno$¢ jest modelem opdznienia rozlozonego z monotonicznym rozktadem
opoznienia rzedu n (oméwionym w Czgsci I w punkceie: 1.8.1.1 pn. Liniowa struktura opdznienia):

1
n+1’

1
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a zmienna zalezna y, jest $rednig arytmetyczna z ostatnich n+/ wartoéci zmiennej niezaleznej
x,_,i=01,..n
Wspdtczynniki struktury opdznienia S przyjmuja wartosci:

L1 n-
Sn+l n+1

s, =1- ;i=0,1,2,..

i

(struktura Fishera, patrz Czg¢$¢ I, podpunkt 1.8.1.1 pn. Liniowa struktura opdznienia), a zaleznos¢

zasobu Z od strumienia wptywajacego X ma postac:
nyl2(n-i
zZ, =— —_ X5
! 2%{;;(“1}] !

Modele opéznienia rozfozonego w_systemach przeptywéw ze statym nieskoficzonym rozkfadem

opdéznienia

Suma wspotezynnikéw struktury opdznienia S zasobu w opdznieniu Z wzgledem zmiennej X
(mnoznik diugookresowy tego op6znienia) odpowiadajacej nieskonczonemu rozktadowi rzedu n
opdznienia W modelu opéznienia strumienia wyplywajacego ¥ wzgledem strumienia zasilajagcego X

jest rdwna:

i:,:i(] Zv) i(] aZw) (3.18)

i=0 i=0 J=0 = J=0

Przejdziemy teraz do wykazania, ze mnoznik dtugookresowy zaleznosci poziomu zasobu w
opdznieniu Z wzgledem strumienia zasilajacego X przy statym nieskoficzonym rozktadzie zaleznosci
strumienia wyptywajacego ¥ wzgledem strumienia zasilajgcego X przyjmuje wartos¢ skonczong wtedy
i tylko wtedy, gdy mnoznik dtugookresowy a jest rowny 7, a=1.

Sume £ kolejnych wspotczynnikow s;, i= 0, I, ..., k; mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob:

(=g )-E(-etm)

Sumujac powtarzajace si¢ wspotczynniki wy, i= 0, 1, ... , k; otrzymujemy:

Mh
M»

k
28 =

i=0 ¥:

i
S
g
S

‘zsl =(k+1)+a[(k+1)w,,+kw,+(k—1)w,+..,+1wk]:
—(k+1)—aS(k+1—im,
=(k+])—-a(k+])iw, +aiiw,

—(k+1)(1 aZw)+aZzw

i=0
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Gdy k dazy do nieskoficzonosci, powyzsza suma jest zbiezna i rowna M(W) wtedy i tylko wtedy,

gdy a=1, poniewaz:

lim S iw, = M(W ),

=

{im(l—aiw,.)=1—a,

i=0

{im(k+])=ooA

Zatem gdy a=I, zaleznos¢ zasobu w opdznieniu Z wzgledem zmiennej niezaleznej X mozna

przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:
z, = Z[;s,x,_, = 20(1— Z‘;v,)x,_, . ZU(I— z;'wj)x/_, = M(W)Zopfxm, (3.19)
p= = = p=

gdzie: p,, i= 0, 1, 2,...; wspbtczynniki stalego rozkladu opdznienia P zasobu w opdznieniu Z

wzgledem zmiennej niezaleznej X majgce posta¢ wyrazajacg si¢ wzorem:

-
|

M-

=

.
i
s

p=—2— i=0,12. (3.20)

Wspotezynniki rozktadu P, wzér (3.20), odzwierciedlaja strukture wiekowa zasobu w opéznieniu Z
w stanie ustalonym.

Jak wynika ze wzoréw (3.19) i (3.20), migdzy strukturami ¥ i § zachodzi $cisty zwiazek.
Znajomos¢ wspotczynnikow jednej z nich pozwala na jednoznaczne wyznaczenie wspoétczynnikéw
drugiej.

Jak wynika z zaleznosci (3.19), w przypadku modelu opéznienia w systemie przeptywow ze statym
rozkladem oraz a=1, w stanie ustalonym, tj. gdy x’, x"= x, X.;, X.2,..; nastgpuje ustalenie poziomu

zasobu w opdznieniu na nastgpujacym poziomie:
z=MW)x". (3.21)
Z zatozeniem o statosci rozktadu opdznienia w modelu opdznienia roztozonego wiaze si¢ kolejna

istotna wiasnos¢: jesli zmienng niezalezng X charakteryzuje wzrost ze stala stopg wzrostu 7, to

zmienna zalezna Y wzrasta z ta samg stopg wzrostu 7.
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Model opéznienia roztozonego ze statym rozktadem opdznienia I dla okresu #+/ ma postaé (w tej
podkategorii modeli opéznienia mnoznik diugookresowy a ma z zatozenia warto$¢ jeden)*:
©
Yiwr = Z‘:’W/ Xpari +
Zgodnie z zatozeniem, ewolucja zmiennej X jest opisana za pomocg wzoru:
X, =x(1+r)",i=0 1,2 .
po ktérego podstawieniu uzyskujemy model:

Yy =(147)5w, %, =(1+7)y, ,
i=0

co konczy dowdd.

Nastepstwem powyzszej wasnodci jest oparta na tych samych przestankach kolejna wiasnos¢: jesli
model zasobu w op6znieniu jest zgodny z modelem (3.19), to z faktu, ze jest on modelem opdznienia
roztozonego o stalym rozktadzie opdznienia, wzrost zmiennej niezaleznej X ze staty stopg wzrostu »

powoduje wzrost zasobu w op6znieniu Z z ta samg stala stopa wzrostu 7:

z,+,:z,(1+r).

111.3 Modele opézniefi w systemach przeptywéw ze zmiennymi rozktadami opdznien
II1.3.1 Model z dwoma parametrami
Rozwazamy element systemu przeptywOw jest opisany za pomoca nastgpujacego uktadu dwdch

rownaii’:

Z,=Z %X ), (3.22)
Y =A%+ Pz,

gdzie A, i p, sa wspdlczynnikami przyjmujacymi wartosci z przedziatu [0, /]. Gdy oba
wspotczynniki 4, i p, przyjmuja jednoczesnie warto$¢ 0, zalezno$é (3.22) przestaje by¢ zaleznoscia
zmiennej Y od zmiennej X. Wspotczynnik A, okresla, jaka czg$¢ strumienia X nie podlega opdznieniu
wyplywajac z systemu w tym samym okresie. Wspofczynnik p, okresla, jaka czgs¢ stanu zasobu Z z
poczatku okresu ¢ jest w tym okresie uwalniana do strumienia wyplywajacego Y. Dwie interpretacje
wielkosci 4,x, sa rownowazne: a) wielko$¢ ,,omijajaca” zaséb w opdznieniu, b) wielkos¢, ktora
opuszcza zaséb Z w tym samym okresie, w ktorym wplyneta. Niezerowa warto$¢ wspotczynnika p,

zapewnia zachowanie opdznionego charakteru zaleznosci (3.22) zmiennych Y i Z od zmiennej X.

’ Dla wigkszej klarownosci w dalszej czeéci tego rozdziatu skladnik losowy zostat pominigty.
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Réwnanie pierwsze uktadu réwnan (3.22) jest rownaniem bilansowym: stan zasobu w opdznieniu Z
pod koniec okresu jest rowny stanowi zasobu w opdznieniu na poczatku okresu, powigkszonemu o
ilos¢, ktora naptyngta w okresie ¢ do tego zasobu i pomniejszonemu o ilos¢, ktéra w tym okresie
wyplynela z zasobu Z. Rownanie drugie’ opisuje ksztattowane si¢ natgzenia strumienia
wyplywajacego, na ktory skiadajg sig: czgs¢ A, x, strumienia X, oraz czgs¢ p,z,_, stanu zasobu w
opdznieniu Z z poczatku okresu.

Interpretacja tego modelu jest nastgpujaca. Pewien zasob Z zasilany strumieniem X jest
wyczerpywany przez strumien Y. Nat¢zenie strumienia Y zalezy od poziomu zasobu Z na poczatku
okresu oraz ilosci jednostek, ktére w tym okresie przynidst strumien X (faczna podaz). Natgzenie
strumienia wyczerpujacego zasob w opdznieniu, zalezy od natezenia strumienia naptywajacego oraz
wielkosci zasobu w op6znieniu.

Korzystajac z rownosci:

z

bt = &gy ¥

Yo =(1-2_)x_+(1-p_)z ;> i=0,1,2 ..;
przez kolejne podstawianie uzyskujemy rozwiazanie:
Y, =A% +pz,,
=A% +pl(1-2_ )%, +(1-p._,)z,_,]
=A%+ p (1= )%, + (1= P N 1=2 )%, +(1-p,_; )z,

z[n A i, )}x

p:l

P /)z: ke

Py i=0
Na podstawie powyzszej zaleznosci, przechodzac z & do nieskonczonosci, rozwigzanie réwnania

przyjmuje postac:

[(1 Ao,

=A%+
1

f

ktora mozna przedstawi¢ w nastgpujacy sposob:
Y= _Zvlixl—l >

gdzie:
A

, , i=0;

K P [ (W) G2

z ktérej wynika, ze model (3.22) jest modelem opdznienia roztozonego.
Natezenie strumienia wyplywajacego Y zalezy od: nat¢zenia strumienia zasilajacego X wraz ze

wspotczynnikiem A, okreslajacym, jaka czg$¢ tego strumienia opuszcza zaséb Z w tym samym

* W modelach fizykalnych uwzgledniajacych ciazenie ziemskie przyjmowane jest zalozenie, ze natezenie
strumienia wyplywajacego jest funkcja pierwiastka kwadratowego miary zasobu. Poniewaz nieliniowo$¢ jest
niewygodna, w wielu modelach stosowana jest zalezno$¢ liniowa, na przykiad jako narzgdzie programowe w
Systems Dynamics, Forrester (1961).
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okresie ¢, od poziomu zasobu Z na poczatku okresu # na ktéry wplyw ma historia jego zasilania i

wyczerpywania oraz wspotezynnika p, okreslajacego, jaka czg$é tego zasobu z poczatku okresu ¢

wyplywa w okresie 7.

Model (3.22) speinia, co wynika z zatozen o wartosciach wspotczynnikow A, i p,, zasade

zachowania masy.
Przyjmujac zalozenie, ze wspotczynniki A, i p, przyjmuja wartosci odpowiednio z przedziatow

Ao ] oraz [P, Poe ], 0 < A s Aoae s Poin s P <1, mozna oszacowaé przedziatl wahan

[ i

‘min

mnoznika dtugookresowego a, :

)<a <A, +Lm 14 ).

‘max min

i Poin (]_/1

‘max

A

"min
max min

W odréznieniu od opisanego w Czgsci I modelu ze wspotczynnikami struktury opéznienia danymi
wzorem (1.71), w ktorym mnoznik dfugookresowy jest najczesciej staty i rowny jeden, patrz Rozdziat
1.10, w modelu ze wspdtczynnikami struktury opdznienia opisanymi za pomoca wzoru (3.23)
mnoznik diugookresowy swobodniej zmienia warto$¢ w zaleznosci od ksztaltowania sig¢ obu
wspotezynnikow 4, i p,.

W niektérych zastosowaniach przydatna moze by¢ znajomos¢ zaleznosci mnoznika

dtugookresowego a,,, i wartosci sredniej rozktadu opdznienia M(W,,) w okresie #+/ od wartosci
tego mnoznika z poprzedniego okresu a,, wartosci $redniej rozkfadu opoéznienia z poprzedniego
okresu M(W,) oraz od ostatnich wartosci wspétczynnikow 4, i p,, .

Zaleznos¢ mnoznika dlugookresowego a,,, w okresie r+] od wartosci tego mnoznika z
poprzedniego okresu a, oraz od ostatnich wartosci wspotczynnikéw 4, i p,, ksztaltuje si¢ zgodnie

Z nastgpujacym wzorem:

a, = a/(pnl 1_’0’]4‘/1/” +/1/ 'pul[l_i’ _ﬂ] .
P 4 2

Powyzszy wzor bierze si¢ stad, ze suma wspotczynnikdw struktury opéznienia (3.23) ma postaé:
a,=2+pl(1=2)+(1=2,)(1=p )+ (1= )(1=p J(1=pp)+ .. ].
Zatem powyzsza zalezno$¢ mozna przedstawi¢ w nieco zmienionej postaci:
a -1
——=(1=2_, )+ (1=2_,)(1=p_ )+ (1=2_; )(1=p_ )(1-p_,)+...
Piszac powyzsza zalezno$¢ dla okresu r=t+1 uzyskujemy:

Q. — /‘Lm

= (1= )+ (1= )(1=p )+ (1= (1= )1~ )+ ...

1+1

Niewielkie przeksztalcenie powyzszego wzoru daje nastgpujacy wynik:
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Gus e _ 01 g ) (1= p (1= Ay )+ (1= A )1 =P )+ (1= Ay (1= Py )= Prs )+ ).

1+1

L, zatem

Poniewaz, jak nietrudno zauwazyc¢, wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest réowne
pl

po podstawieniu i uporzadkowaniu otrzymujemy:

I- 1-2, 1-p,
a/»l [pul ]+ /‘LH/ + /‘L pl+l( _p] ’
A A A

co byto do okazania.

Zaleznos¢ wartosci sredniej M(W,,,) struktury opdznienia opisanej za pomoca wzoru (3.22) w
okresie r+/ od wartosci Sredniej M(W,) z poprzedniego okresu oraz od ostatnich wartosci

wspoltczynnikow 4,,, i p,,, ksztaltuje si¢ zgodnie z nastepujacg formula:

1-2 I—p,]

MW, )= Lerci_ oMW, )+1]+p'*'/1[
a 4 o,

1+l ‘ 1+1

W dowodzie powyzszej formuly wykorzystana jest definicja wartosci sredniej M(W,) rozktadu
opartego na strukturze opéznienia (3.22), ktéra po prostym przeksztatceniu mozna doprowadzi¢ do
nastgpujacej postaci:

GMOW) _ 1. (1- 2, )+ 2:(1= 2, )(1=pyy )+ 3-(1= A (1= Py )1 = Py )+ .

Stosujac tej samg formute dla okresu /+/ mamy:

a,,M( "")=1~(1—ﬂ,,)+2'(1—l,,,)(]‘ﬂ,)+3'(1_l/~z)(1_p/)(1_pl—l)+"' s

1+
Dokonujac przeksztatcenia powyzszej zaleznosci otrzymujemy:

/+I

AZ( Vetd = 1 (1-2)+ (1= p J2-(1= 3, )+ 3-(1=A )(1=p. )+ ).

Wyrazenie w nawiasie kwadratowym w powyzszym wzorze mozna rozbi¢ na dwie czgsci:
I ( 1 )
(i) _ . (1-2,)+

P
+(1=-p (1-2 )+ (1=2_ )(1-p_ )+ J+[1-(1-4_ )+ 2-(1-24_, )(1-p_)+..]}

. . L - : , a L
Poniewaz wyrazenie w lewym nawiasie kwadratowym jest rOwne ———-, a wyrazenie w prawym

1

aMw,)

i

nawiasie kwadratowym jest rowne , to po podstawieniu i uporzadkowaniu uzyskujemy

wzOr wyjsciowy.
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Model (3.22) ma wazne wlasnosci przy statych wspdlczynnikach struktury op6znienia.

Niech A4, =A=const. i p,=p=const. State wspdtczynniki struktury opdznienia modelu (3.22)

przyjmuja postaé:

{/1 , i=0;
v, = y ) (3.24)
(1-A)p(1-p) , izl

Mechanizm opdznienia modelu (3.22) ze stalymi wspdlczynnikami A, =A=const. i
p, = p =const., zgodnymi ze wzorem (3.24) jest stabilny dla wszystkich przewidzianych zatozeniami
wartosciami tych wspdlczynnikow. Wiasnos¢ ta wynika z definicji stabilnosci mechanizmu
opdznienia; mnoznik diugookresowy a zaleznosci strumienia wyplywajacego Y od strumienia

zasilajacego X jest réwny jeden, a=1, poniewaz:
a=3v, = A+ (1-2)p+(1-2)p3(1-p)~ =A+(1-A)p|l+(1-p)+ (1= p)* +..]
i=0 i=2
1
=A+(1-A)p==1.
P

Wielkosci $rednia i wariancja rozktadu opdznienia strumienia wyplywajacego Y wzgledem
strumienia wplywajacego X ze wspdtczynnikami (3.24) sa odpowiednio rowne:
MW ):l__’ll
Jp s (3.25)
prew)I=A0—prA)
P

W stanie ustalonym, dla x, = x,,;= x,.;...=x , zgodnie z (3.21) zachodzi nastgpujaca zaleznos¢:

z, =MW )x" =—Zx.

Poniewaz dla kazdego &, #=1, 2,...;
Ziok T Zppms T X = Vik = (1—’1))5:4« + (1 _p)zl—k—l’

rekurencyjne podstawianie doprowadza do nastgpujacej postaci:
k=1 .
z =(1—/1)_Z”(1-P)'x«-,- +(1-p)z.,.

Przechodzac do granicy przy k—o uzyskujemy model opdznienia zasobu w opdznieniu Z

wzgledem strumienia zasilajacego X:
z=(1-2)5(1-p)%.,
i=0

o dodatnich wspotczynnikach struktury opéznienia réwnych:

s, =(1-A)(1-p);i=012..;

o sumie (mnoznik dtugookresowy) is, réwnej
i=0
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ze wspolczynnikami rozktadu op6znienia zasobu w opdznieniu Z wzglgdem strumienia zasilajacego X
rownymi:

pi=p(l-p);i=01.2..
i wartosciami srednig M(P) i wariancja D’(P) rozkiadu P réwnymi odpowiednio:

M(P)= =g
Yol
(3.26)
2 I-p
P

Z powyzszych wzordw wynika, ze rozktad P modelu (3.22) ze stalymi wspotczynnikami zalezy
tylko od wspélczynnika p i jest rozktadem geometrycznym, a jego warto$¢ srednia jest rowna wartosci
sredniej rozktadu .

Pokazana powyzej zalezno$¢ migdzy rozktadami i S nie jest wiasnoscig ogolna, lecz szczegdlna.

W przypadku modeli opdznienia w systemach przeptywow ze statymi rozktadami, bez wzgledu na
ksztalt rozktadu W, rozktad S jest rozktadem o wspdtczynnikach monotonicznie nierosnacych w
funkcji numeru/indeksu wspotczynnika (dla kazdego 4, i= 0, 1,...; 5 > i.)).

W analizowanym przyktadzie proste przeksztatcenia pozwalaja na zapisanie zaleznosci zasobu w

opoznieniu Z wzglgdem strumienia wptywajacego X w nastgpujacych réwnowaznych postaciach:
" ® ) I-A= ) ®
z, =§s,.x,_, =(1—A)§(1—p) X, =T§p(1—p) X, =M(W)§w,x_,.,

Model (3.22) ma kilka wariantow. W Przyktadzie 1.3 opisanym w Rozdziale I, wspdtczynniki pi A

sg rowne zero, w czego nastgpstwie wszystkie wspotczynniki struktury opdznienia sa réwne zero,

v;=0, i=0, 1, ... ; i model jest zredukowany do op6znionej zaleznosci zasobu Z od strumienia X, w
ktorej wszystkie wspotczynniki s,=7, i=0, I, ... ; sa rowne jeden ( Klein (1950), Tinbergen (1959),
Solow (2000)).

W przypadku, gdy wspotczynniki A=0 oraz p> 0, mamy do czynienia z modelem
przedstawionym w Przykladzie 1.4° . Zerowa wartosé wspotczynnika A powoduje, ze wspotczynnik wy
rozkfadu /¥ ma wartos¢ zero, a rozktad ten staje si¢ rozktadem geometrycznym przesunigtym w prawo

o jeden (o jeden okres).

° Réznica migdzy przedstawionymi w Przykladzie 1.3 i Przykladzie 1.4 modelami srodkow trwalych polega na
sposobie rozwigzania problemu nieznajomosci rozkiadu opdznienia procesu deprecjacji kapitatu. W Przykiadzie
1.3 strumieniem zasilajgcym sg inwestycje netto (ktérych obliczenie wymaga znajomosci rozktadu deprecjacji
srodkéw trwalych), natomiast Przyktad 1.4 jest oparty na zalozeniu, ze rozklad opoznienia jest rozkiadem
geometrycznym.
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Innym wariantem jest model, w ktorym wspotczynniki sa z zatozenia réwne: 1= p> 0. W tym
przypadku model charakteryzuja nastepujace wiasnosci:
v,=w,=A(1-1), i=0,1,2 ..;

Mw) =%,

1-2
Dz(W)=7,

p=A(1-1), i=0,1,2 .3

M(P) =1—;i,

1-4

v

D*(P)= ;}
wskazujgce, ze w rozwazanym przypadku rozklady opdznienia I i P sa identyczne.
W kolejnych punktach omoéwione zostang przyktady wariantow modelu (3.22) ze zmiennymi

wspdtczynnikami.

I111.3.1.1 Model populacji.

Wariantem modelu opéznionych przeptywow (3.21) jest model populacji opisujacy ksztattowanie
sig liczebnosci populacji w wieku 7 okreséw (generacji), 7= 0, 1, 2,.., 7; tj. liczby jednostek, ktérych
wiek pod koniec danego okresu jest nie mniejszy od 7 i mniejszy od 7 +1 okreséw, przy czym
parametr 7, oznacza najwyzszy wiek, jaki osiagaja jednostki badanej populacji. Ten rodzaj analizy
nazywany jest analiza kohortowa i ma szerokie zastosowanie w demografii i ubezpieczeniach.
Przypadek statych wspotczynnikéw i braku migracji oraz stalego strumienia urodzen jest w istocie
analiza stanu ustalonego, nazywanego w demografii modelem ludno$ci zastojowej, patrz Holzer
(1994), Holzer, Kedelski, Paradysz (2006), Okolski (2004).

Nie uwzgledniajac migracji zewnetrznych, model generacji, liczebnosci jednostek w grupie
wiekowej 7, lub - innymi stowy - jednostek w wieku nalezacym do przedziatu [z, 7+7) ma nastepujaca

postac:

(t) _ (1) (r) (t)
{zlr =z, tX% -y (3 27)

() _ 27 (t) 4 (v)
Y ‘l« Xtz
gdzie:

z,(” - zasob jednostek w wieku nalezacym do przedziatu [z, z+1) pod koniec okresu ,

x,(” - liczba jednostek, ktore w okresie 7 ukoficzyly wiek 7 okreséw,

y,(” - liczba jednostek, ktore w okresie 7 opuscily zas6b jednostek w wieku [z 7+1),
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A= stopa zgonow; wspotczynnik okreslajacy, jaka czg$¢ strumienia wplywajacego w

okresie 7 do zasobu jednostek w wieku nalezacym do przedziatu [z, 7+1), opuszcza ten zasob
w tym samym okresie w nastgpstwie zgonow.

Model (3.27), bedacy szczegblnym przypadkiem modelu (3.22) dla p =/, jest stosowany w
demografii, patrz np. Holzer (1994), Okolski (2004), w ktorej przyjety zostal inny system oznaczen.
Dla ujednolicenia uzyta konwencja oznaczen zostata dostosowana do przyjetego w niniejszej pracy
ujecia.

Istotnym uzupeinieniem ukfadu rownan (3.22) sa zaleznosci, ktore opisujg zwiazki migdzy
rozwazanym elementem (jednostki w wieku nalezacym do przedzialu [z 7+7) ) a elementem
poprzedzajacym (jednostki w wieku nalezacym do przedziatu [7—/, 7) ) oraz nastgpnym (jednostki w
wieku nalezacym do przedziatu [7+/, 7+2) ).

W modelu (3.27) zasob tworza jednostki nalezace do tego samego przedziatu wiekowego. Strumien
X zasilajacy zasob jednostek w wieku z przedziatu [z 7+7) to jednostki, ktore w okresie ¢ ukonczyty
wiek 7 okresow, a wigc przeszly z zasobu jednostek w wieku z przedziatu [7—7, 7). (W przypadku, gdy
7 = (, mamy do czynienia z jednostkami nalezacymi do najmiodszej grupy wiekowej, w demografii
zwanymi niemowlgtami).

Strumien Y wyczerpujacy zasob jednostek w wieku z przedziatu [z, 7+ 1) tworzg zaréwno jednostki,
ktore na poczatku okresu ¢ znajdowaty si¢ w zasobie jednostek w przedziale wiekowym [z, 7+1), zatem
w okresie tym przezyly i ukonczywszy wiek rowny 7+/ okresow przeszty do zasobu jednostek
starszych z przedziatu [7+/,7+2), oraz te, ktére zmarly w okresie ¢ nie osiagnawszy wieku 7+
okresow.

Zasob jednostek w wieku nalezacym do przedziatu wiekowego [z, 7+1/) jest wyczerpywany przez
strumien ¥ o natezeniu y*/w nastepstwie dziatania dwoch proceséw: wymierania/zgonéw, o
natezeniu y,'”/, oraz starzenia si¢ (przechodzenia do zasobu wyzszej grupy wickowej), o natezeniu
g

W=y y (3.28)

Laczna liczba zgondéw y;’” jednostek z przedziatu wiekowego [z 7+/) stanowi sume zgondw
Jjednostek, ktore naptynety i zmarly w okresie ¢ w ilosci Ax{™, jak i tych, ktére znajdowatly si¢ w
zasobie jednostek z przedziatu wiekowego [z 7+/) na poczatku okresu 7 (co oznacza, ze osiggnely
wiek 7 okresow w okresie #-/) i w ilosci y,’”zf_’,’ zmarty w tym okresie nie osiggajac wieku 7+/

okresow:

()

v =4

d

Xy, (3.29)
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gdzie wspdtezynnik y,moznacza stope wymieralno$ci (w demografii w zastosowaniu do tablic
przezycia/wymieralnosci wspétczynnik ten jest nazywany prawdopodobienstwem zgonu) jednostek z
przedziatu wiekowego [ z+7), ktére nalezaly do tego zasobu na poczatku okresu £ (innymi stowy
wspotczynnik 7,”' okresla, jaka czgs$¢ jednostek, ktore w okresie -7 osiagnety wiek 7 okreséw zmarta
w okresie ¢ nie osiggajac wieku 7+/ okresow).

Starzenie si¢ powoduje, ze wszystkie jednostki, ktore w ilosci z,(_r,} byly na poczatku okresu # w
wieku nalezacym do przedziatu [z 7+1) opuszczajg ten zasob w czasie o diugosci doktadnie jednego
okresu; jedna czgs¢ jednostek w ilosci y,msz,’;jak wspomniano wyzej, w okresie ¢ opuszcza ten zasob
na skutek wymierania, wzor (3.26), a czgs¢ druga - skupiajaca jednostki, ktore przezyty i w ilosci

y,"(r) osiagnety wiek 7+/ okresow opuszcza zasob jednostek z przedziatu wiekowego [z 7+17):

X =y 21—y )2 t=0,12..; (3.30)
lub:

M =yl =(1-y" J(1- 2 )x v=0, 1, 2,..5 (331)
poniewaz:

27 =(1-2" )x, t=0,1,2..; (3.32)

dlatego, ze czg$¢ jednostek /l:”x,”’ , ktére w okresie ¢ zasility zasob jednostek w wieku z przedziatu

[ 7+1) ilodcig x(™, wymiera w tym samym okresie 7 nie dozywajac wieku 7+7 okresow.

Zaleznos$¢ (3.31) liczby jednostek x,( 1) ktére w okresie ¢ powigkszyly stan jednostek z przedziatu
wiekowego [7+7/,7+2), (osiagnety wiek z+/ okreséw), od liczby jednostek, ktére w okresie -7
powigkszyly stan jednostek z przedziatu wiekowego [z 7+7), jest modelem opdznienia prostego o
jeden okres. Oznaczajgc za pomoca (1—;1,’”) iloczyn (1—;1,"’) =(1—;/,"')(1—A:_',)) , wzor (3.28)
mozna zapisa¢ w sposob skrocony:

Y =x = (1= )X, 7=0,1,2,... (3.33)

Wspétczynnik | nazywany wspolczynnikiem wymieralnosci, pokazuje, jaka czesé
jednostek, ktore w okresie #-/ osiagnety wiek 7, zmarta nie osiggajac wieku 7+7.

W modelu generacji rozktad opdznienia jest jednopunktowy z wartoscia $rednig rowng jeden.

Przedstawiony model jest elementem sktadowym modelu opisujacego rozwdj populacji, w ktorej

¢ Zatozenie o niejednakowych wartosciach wspotczynnikow /'L,mi }/,mbierze si¢ stad, ze jednostki, ktore

nalezaty do zasobu jednostek z przedziatu wiekowego [7 7+7) na poczatku okresu ¢ sg starsze od tych, ktére
zasility ten zas6b w okresie 7. Wartosci te moga rozni¢ si¢ w istotny sposéb w nastgpstwie wielu czynnikow,
miedzy innymi sezonowos$ci, dynamiki urodzen, diugo$ci okresu bedacego jednostka pomiaru, wartosci
parametru 7 i in.
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jednostki nalezace do poszczegdlnych przedzialéw wiekowych sa opisane przez zaleznosci (3.27)-
(3.33).

Okreslenie zwigzku migdzy generacjami, mozliwe dzigki wykorzystaniu zaleznosci (3.27), (3.28) i
(3.29), pozwala na prowadzenie analizy kohortowej. Wpierw zbadana zostanie zalezno$¢ migdzy
natgzeniem strumienia jednostek, ktore przezyly, od natgzenia strumienia jednostek zasilajacych.

Na podstawie (3.30) w wyniku rekurencyjnego podstawiania otrzymywane sg rownowazne wzory:

—H(z U )R =0, 1,2, (3.342)
lub
k
Vi =I1(1= w2 w7201, 2, (3.34b)

ktore pokazujg zalezno$¢ liczby jednostek z przedziatu wiekowego [7—x 7—x+1), ktére po uptywie x
okresow osiagnety wiek 7+/ okresow, wzor (3.34a), oraz zaleznos¢ liczby jednostek z przedziatu
wiekowego [z, 7+/), ktére po uptywie x okresow osiagnety wiek r+x+/ okresow, wzor (3.34b).

Na podstawie wzoru (3.29) zgony w poszczegolnych generacjach sa opisane za pomocg ponizszych

WZOrow:

y/( /1(0) (ﬂ)+}/(ﬂ/(1 /'L(a))x(ﬂ) 150) xl(ﬂ)+1},l = (1_#1(17))x(~0’),
~7

y ﬂ(“(l y(ﬂ))x(0)+ (1 ,U(”)(I 'u(ﬂl)x(ﬂ)
d / § =1

= },(U

(Z)
=AY =3 e (1= )= 1= S,

(
R (R S e R e ()

Jak nietrudno zauwazy¢ w powyzszych rownaniach, liczba zgondw w kazdej generacji o numerze
7, 7=1, 2, 3, ... ; jest modelem opéznienia roztozonego z dwoma niezerowymi wspotczynnikami, przy
zmiennej niezaleznej odpowiednio z okresow (-7 oraz (- 7-1.

Laczna liczba zgonéw ', w okresie 7, jest rowna sumie zgondéw we wszystkich generacjach w
okresie #; przy wyprowadzeniu ponizszego wzoru wykorzystano fakt, ze w sasiednich rownaniach

wystepuja wyrazenia zawierajace t¢ samg zmienng x,

(i=1)
N i=l »
S AR LR ;[——1 — +/1f”JH(1 WA 339
= =7 =0

Laczna liczba zgonow jest rowniez, jak to pokazuje wzor (3.35), modelem opdznienia roztozonego

z wspolczynnikami struktury opdznienia opisanymi za pomocg nast¢pujacych wzorow:
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(i-1)

V=AY, v, =(17—yw7+ ﬂf“]ﬁu— u ) i=12, (3.36)
- -

oraz odpowiadajgcymi im wspdtczynnikami rozktadu opdznienia:

v, :
w,=—"—,i=0,12,..;
zvﬂ

i=0

o wartosci sredniej rozktadu opdznienia w okresie #:

2iw,
M(W,)=E—.
zw,
=0
Z wczesdniejszych rozwazan wiadomo, ze powyzszy wzér tylko w przypadku stanu ustalonego
mozna interpretowac jako $redni wiek jednostek, ktore umarly w okresie 7. Poza tym przypadkiem

sredni wiek jednostek, ktore umarly w okresie ¢, opisuje wzér (1. 19) przedstawiajacy wartos¢ srednig

rozktadu wynikowego U, :

© o vy, x%
M(U,)=Yiu, =3 ig———. (3.37)
i=0 i=1

(0)
Vii%i-i

Ms

0

i

Przecigtne dalsze trwanie zycia jednostek w wieku nalezacym do przedziatu [z, 7+/] mozna
szacowac¢ w najprostszy sposob korzystajac ze wspotczynnikow rozktadu opdznienia W, z okresu ¢:
Z (i - T”) wH y;(r”+/)
L £ B (3.38)
Zw,y

i=tg

I11.3.1.2 Model zmiennej sprawnosci procesow inwestowania w Polsce przed 1989 r.

Odmiana modelu (3.22), w ktorym 4, = p, zostata zaproponowana przez W. Otto (Otto (1988)) w

pracy po$wieconej analizie proceséw inwestycyjnych w gospodarce polskiej przed 1989 r. Przestanka
budowy tego modelu bylo spostrzezenie, ze cykl inwestycyjny ulega skroceniu wraz ze wzrostem
zasobu niedokoriczonych inwestycji. Zmienna zalezna w tym modelu sg tzw. nakfady skutkujace
(inwestycje oddane do uzytku), zmienng niezalezng sa wielkosci poniesionych naktadow
inwestycyjnych, interpretowane odpowiednio jako strumien wyczerpujacy oraz strumien zasilajacy
zasob inwestycji w toku (zamrozonych nakladéw inwestycyjnych). Przedstawiony nizej opis jest
nieznacznie zmieniony w stosunku do oryginalnego zamieszczonego w Otto (1988).

Inwestycje rozpoczete w roku f, NP, zasilajg zasob nazywany zamrozeniem naktadow
inwestycyjnych, ktorego wielko$¢ pod koniec roku wynosi Z,. Zasdb ten jest wyczerpywany przez
strumien inwestycji oddawanych w roku ¢ do uzytku NS;:

Z,=Z,_,+ NP, - NS,
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Na czas trwania procesu inwestycyjnego wplyw ma okreslany egzogenicznie wspotczynnik p,

zdefiniowany przez wyrazenie:
NS,

Wspdtczynnik p, odzwierciedla relacj¢ miedzy stanem zamrozenia pod koniec roku ¢ do
potencjalnie maksymalnej wartosci zamroZenia inwestycji w roku ¢ (w przypadku nieukonczenia w
tym roku zadnych inwestycji). Z zatozenia wspotczynnik ten przyjmuje wartosci z przedziatu [0,1].

Z powyzszych dwoch zaleznosei nietrudno wyprowadzi¢ nastgpujaca:

NSI :pl(Zl—I + N‘PA)

Przez kolejne podstawiania Z,.;, i=1, 2, ... ; uzyskuje si¢ nastgpujaca zaleznos¢:

m=iL4mhmﬂmw
1- P, i=0] j=0
Przyjmujac oznaczenie:

w,=—LT11(1-p,.,)
1_/71 J=0

mozna przepisa¢ zalezno$¢ natgzenia strumienia inwestycji oddawanych do uzytku NS, od wielkosci
strumienia inwestycji rozpoczynanych NP, w nastepujacej postaci:

NS, =aq, iwnNP/—: >
i=0

ktéra wskazuje, ze zalezno$¢ ta jest modelem zmiennego w czasie opoznienia rozfozonego o
rozktadzie (w, g, W ), ...), a wspotczynnik g, oznacza mnoznik dtugookresowy:
s e
a, =—=3T1(1-p).
1= p, i=0j=0

Ze zbieznosci sumy

ih(l - pr»j)

i=0 j=0

wynika, ze istnieje pewna wielkos¢ p,, p, > 0, interpretowana jako liczona w roku ¢ $rednia

historyczna warto$¢ wspotczynnika p,_,,i=0, 1, 2, ... ; ze

1—p =
B ST Py )
, i=0 j=0

w zwigzku z czym mnoznik dtugookresowy mozna zapisa¢ za pomocg wzoru:
1- P,

Py
I~ P

pl
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Warto odnotowaé, ze przy statej wartosci wspétczynnika p, = o, mnoznik dlugookresowy jest

rowny jeden a rozktad opdznienia jest rozktadem geometrycznym.

I11.3.1.3 Model transmisji ceny

Zagadnienie transmisji ceny ma bogata literature, np.: Goodwin, Harper (2000), Meyer, Cramon-
Taubadel von (2004), Manera, Frey (2005). Obszerny przeglad modeli transmisji ceny mozna znalez¢é
w Hassouneh I., von Cramon-Taubadel S., Serra T., Gil J. M. (2012). Wigkszos¢ omawianych
modeli jest zbudowana wokdt obserwowanej asymetrii wzrostéw i spadkéw cen (w Goodwin, Harper
(2000) wyréznione sg trzy typy dynamiki); liczba przypadkow jest jedynym naruszeniem liniowosci.

Omawiane w powyzszych pracach modele sa modelami ekonometrycznymi, ktére dobrze opisuja
ilosciowy aspekt transformacji, jednak nieco gorzej wyjasniaja dziatanie jej mechanizmu.

Model transmisji cen zaproponowany w Gadomski (1980), byt czgscia $wiatowego modelu ziarna
kakaowego, a jego zadaniem byl opis transmisji cen rynku migdzynarodowego na ceng rynkow
krajowych surowca (ziarna kakaowego). Byt on zarazem prdba teoretycznego wyjasnienia zmiennosci
mechanizmu transmisji cen, w ktdrej naruszenie zatozenia o liniowosci modelu byto dalej idace.

Punktem wyjscia bylo dostrzezenie prawidfowosci polegajacej na tym, ze przy wysokich zapasach
cena rynku krajowego reaguje z wigkszym opdznieniem na zmiang¢ ceny rynku migdzynarodowego,
niz w przypadku, gdy zapasy te sa niskie.

W modelu uwzglednione sa dwa rodzaje przeptywéw: rzeczowe, obejmujace zapas surowca Z,
strumien zakupéw surowca X zasilajacy zapas surowca Z, strumien zuzycia ¥ (przetwarzania na cele
konsumpcyjne) wyczerpujacy zapas surowca Z; oraz strumienie pienigzne, obejmujace wartos¢ zapasu
surowca VZ, strumien wartosci zakupow surowca VX powiekszajacy warto$¢ zapasu surowca VZ, oraz

strumiefn warto$ci strumienia zuzycia VY. Model jest opisany za pomocg nastgpujacego uktadu

zaleznosci:
Z,=2_,+X-Y,
VZ,=VZ,_, +VX, —VY;’
VX, =PX, X,,
PY, =%—'
VY,=PY, -7,
gdzie:
Z, - zapas pod koniec miesigca ¢,
X, - zakupy w miesigcu £,
Y, - zuzycie w miesigcu #,
VZ, - wartos¢ zapasu pod koniec miesiaca ¢,
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VX, - warto$¢ zakupow w miesiacu /,

VY, - wartos¢ zuzycia w miesigcu £,
PX, - srednia cena zakupow w miesiacu ¢,
PY, - srednia cena jednostki zapasu, wycena na poczatku miesigca 7.

Dwie pierwsze zaleznosci powyzszego ukladu zaleznosci sg roéwnaniami bilansowymi
odpowiednio przeplywow rzeczowych i pieni¢znych. Zalezno$¢ trzecia okresla wartos$¢ strumienia
zakupow dokonanych w miesigcu ¢ Zalezno$¢ czwarta zawiera regule wyceny wartosci jednostki
zapasu a zarazem ceny jednostkowej zuzywanego surowca. Zaleznos¢ piata okresla wartos¢ zuzytego
surowca w miesigcu 7 na podstawie wyceny z zaleznosci czwarte;j.

Rozwigzanie uktadu rownan dla $redniej ceny jednostki zapasu PY, ma nastgpujaca postac:

PY,

=

PY, +§(PX, ~PT },

‘

Powyzsza zalezno$¢ jest podobna do zaleznosci (1.54) z Czesci I ze wspolezynnikiem

A, =X,/Z,. W tym przypadku jednak nie mozna wykluczy¢ przypadku, w ktérym warto$¢ ilorazu
A, =X,/ Z, przekracza wartos¢ jeden - zalezy to od retencji zapasu i przyjetej jednostki czasu.

lloraz A, = X,/ Z, zalezy od pozadanego przez przetworcow poziomu zapasu, ktory ulega zmianie

miedzy innymi pod wptywem poziomu cen oraz stopy procentowej. W okresach wysokich cen

nastgpuje pogorszenie ptynnosci finansowej przetworcow, starajacych si¢ minimalizowa¢ zapasy;

wzrasta wtedy $rednia warto$¢ ilorazu X,/ Z,, co powoduje zmniejszenie wartosci sredniej rozktadu

opoznienia.

111.3.1.4 Model kredytu

Makroekonomiczny model kredytu opisujacy proces ksztattowania si¢ zadtuzenia z tytutu kredytu
z uwzglednieniem struktury terminowej zostal zaproponowany w pracy Gadomski (2009). Zadaniem
modelu byto wyjasnienie nastepstw skokowej zmiany $redniego terminu kredytu 7(#) zdefiniowanego

w nastepujacy sposob®:

T()=E—,

1

i=0

gdzie z"/ oznacza stan zadtuzenia w okresie ¢ z tytutu kredytéw zaciggnietych z okresem sptat i
miesiecy, i= 0, 1, 2, , n. Wykres warto$ci zmiennej 7(2) zostat przedstawiony na rys. 3.1.

Model zostat oparty na nastepujacych zatozeniach. System charakteryzuje doskonata szczelnos¢

systemu kredytowego, tzn., ze wszystkie kredyty sa sptacane w catosci i w terminie. Kredytobiorcy

7 Model jest przedstawiony w uproszczeniu. Od 2003 r. NBP publikuje dane w innej dezagregacji.
 Warto zauwazy¢, ze mimo podobienstwa wielkos¢ T(?) rézni si¢ od M(Q,), wzér (3.17).
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zaciagaja kredyty z réznymi okresami sptat. W okresie ¢+ w systemie bankowym zostaja udzielone

)

kredyty w wysokosci x, o nastepujacej strukturze: cze$é a'”’ zostaje udzielona z okresem sptaty do

jednego miesiaca, czesé a”’ na jeden miesiac itd., cze$é @’ na i miesiecy, przy czym przez n (liczba

naturalna) oznaczono okres sptat wyrazony liczba miesigcy. Zbiér wspdtezynnikéw a'”/, i =0, 1,.., n,
okresla strukture terminowa strumienia udzielonych w okresie ¢ kredytow odzwierciedlajaca
preferencje kredytobiorcéw. Przy ustalonym schemacie sptat (bez okresu karencji i rowne raty sptat)

struktura zadtuzenia z tytutu kredytow zalezy od facznej wielkosci udzielonego kredytu oraz struktury

terminowej strumienia kredytu.

50 4

18 L IMOSA LA peadt

DD — B WS i

44 -

oy
%‘" 42 e—'T(t)
5 40 4 $rednia warto$¢ T(t) dla calego okresu
k] 18 e srednia wartos¢ T(t) dla pierwszego podokresu
8 ]
= 56 L $rednia wartos¢ T(t) dla drugiego podokresu
34 T T T T T T T T r T T T
& &% & g & g & 8 g =z =z g ¢
g g 2 7 2 g 2 T 2 g 2 ) i
zrédto: Gadomski Jan (2009) na podstawie danych NBP
rys. 3.1. Ksztattowanie si¢ sredniego terminu kredytu 7'(¢) w okresie
grudzien 1996 r. — listopad 2002 r.
Model jest opisany za pomoca nastepujacego uktadu zaleznosci:
" " N n s
x,=Yx"=Ya"x; Ya =1, (3.39)
i=0 i=0 i=0
0o ; '
z,=Xz"; z”=z]+a["x, -y, i=0,2...n, (3.40)
i=0
S0 o (1)
(i) () (i) Yalix_, Xx!
‘,,) _a%, +Ol,_zx,..z +.+al)x,, _ s "’ = _ =l .’ ! , (3.41)
i i i
Y=y 4y 4", (3:42)

gdzie:
x(" - kredyt udzielony w miesiacu ¢ z okresem sptaty i miesiecy i=0, .., n;
2" - stan kredytow udzielonych na i miesigcy pod koniec miesigca £,

z, -1aczne zadluzenie z tytutu kredytéw udzielonych, stan pod koniec miesiaca ¢,
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" - sptata w miesigcu ¢ kredytéw udzielonych na i miesiecy,

¥, -taczna sptata w miesigcu r wszystkich kredytow.

Uktad réwnan (3.39), (3.40), (3.41) i (3.42) ma nastgpujace rozwigzanie:

y, =afs, + 55, 3L (.43)
=T

Model opisany zaleznoscia (3.43) jest nalezy do zlozonych modeli opdznienia rozfozonego w
systemie przeptywdw; ktore zostaly opisane w Czgéci II. W tym przypadku ztozonos¢ modelu jest
wynikiem sumowania (pofaczenia rownoleglego modeli opdznienia roztozonego).

Analiza danych pozwolita na podziat badanego okresu na dwa podokresy, w ktorych zmienna 7(#)
charakteryzowata si¢ wzgledng stabilno$cia; podokres pierwszy obejmujacy miesigce: grudzien 1996
r. — listopad 2000 r., oraz podokres drugi obejmujacy miesiace grudziefi 2000 r. — listopad 2002 r.
Wyréznienie dwdch podokreséw pozwolito na uproszczenie wzoru (3.43) przez przyjecie zalozenia o

statosci wspotezynnikéw a”, i=0, .., n; w podokresach.

Przedstawione w cytowanej pracy badanie wskazywato, ze ukazana na rys. 3.1 skokowa zmiana
wartosci 7(7) byta nastepstwem dzialania dwoch powigzanych czynnikéw: spadkowi popytu na kredyt
oraz zmiany struktury preferencji na korzys¢ wzrostu udziatu kredytow krétkookresowych w wyniku
zastoju, w ktérym znalazia si¢ gospodarka polska w badanym okresie; ksztattowanie si¢ kredytu w

gospodarce polskiej w badanym okresie przedstawiono na rys. 3.2.

1.2E+08
. -'.
1,1E+08 e oy
“‘.. -+,
o tate
1,06+08 1 R L
o
o,
9,0E+07 1 o
o
v
8,0E+07 ‘..-"‘ * e gru96-gru 00
"”i; '.'-. * sty 01-lis 02
- - »
7.0E+07 .-:.-" ------- trend gru 95-gru 00
at .
o trend sty Ol-lis 02
60E+07{ oe*
o
"
5,0E+07 v
2 & & & 8 &§ & & =z &

zrédlo: Gadomski Jan (2009) na podstawie danych NBP
rys. 3.2. Ksztaltowanie si¢ inu kredytu T' (t) w okresie grudzien 1996 r. — listopad 2002 r.
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Podsumowanie Czesci II1.

W czgsci tej zostaly omowione modele opdznienia w systemach przeplywdw stanowiace wezsza
kategorie¢ modeli opdznienia roztozonego; znajduja one zastosowanie w modelowaniu systemow. w
ktorych natezenie strumienia wyplywajacego z pewnego zasobu mozna wyrazi¢ jako funkcje nat¢zenia
strumienia zasilajacego ten zasob — model opdznienia roztozonego. Oméwione zostaty whasnosci tej
kategorii modeli op6znienia. Pokazano, ze w modelach tych zaleznos¢ poziomu zasobu od natgzenia
strumienia zasilajacego jest rowniez modelem opdznienia roztozonego. W analizie tej kategorii modeli
mozna wyrézni¢ nastgpujace rozktady opodznienia: strumienia wyptywajacego wzgledem strumienia
zasilajacego wraz z odpowiednim wynikowym rozktadem opdznienia, zasobu wzglgdem strumienia
zasilajacego wraz z odpowiednim wynikowym rozkfadem opdznienia. Przedstawione zostaly
wiasno$ci modeli opéznienia w systemach przeptywow ze stalymi wspotczynnikami; rozwazania te
zostaty zilustrowane przektadami. W dalszej czgsci przedstawiony zostat model opdznienia ze dwoma
zmiennymi wspétczynnikami. Oméwiono jego zastosowanie w modelach demograficznych. Ponadto,
przeanalizowane zostaly whasnosci modeli dostosowania czgsciowego ze zmiennym wspotczynnikiem
dostosowania. Rozwazania w tej czgéci zilustrowane zostaty przyktadami modeli opdznienia w

systemach przeplywéw: modelem zmiennej sprawnosci procesow inwestowania, modelem transmisji

ceny, modelem kredytu.
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