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Modele opéznien w systemach ekonomicznych. Wlasnosci i zastosowania.

Wstep

Z doswiadczenia wiemy, ze pomiedzy przekreceniem pokretla goracej wody a ustaleniem sig
temperatury wody wyplywajacej z prysznica mija jaki§ czas; wiemy tez, Zze czas ten w rdéznych
prysznicach bywa rézny, co moze byé przyczyng niepozadanych doznan. Réwniez wtedy, gdy
dowiadujemy sig, ze cena ropy naftowej szybko rosnie na §wiatowych gietdach, z duza pewnoscig
mozemy oczekiwaé, ze ceny paliw na krajowym rynku réwniez odpowiednio wzrosnag. W obu
przypadkach mamy do czynienia ze zjawiskiem nazywanym op6znieniem.

Ze zjawiskiem op6znienia mamy do czynienia, gdy reakcja obserwowanego systemu lub jego czesci na
zmiang pewnego czynnika nastgpuje po jakim$§ czasie. Opdznienia sa nieodiagczne od zjawisk
dynamicznych, w ktérych przyczyna zmian poprzedza wystapienie jej nastepstw. Jednak nie wszystkie
zaleznoéci przyczynowo-skutkowe sa zwigzane z dziataniem mechanizmu opéznienia; czgsto s3 to
zjawiska zlozone, w ktérych dziafaja inne mechanizmy, miedzy innymi sprzgzenia zwrotne, ktére
powodujg, ze to samo zjawisko jest zarazem przyczyna i nastepstwem powiazanych zjawisk.

Modele opéznienia stanowia wazny element konstrukcyjny modeli dynamicznych, to jest takich, ktére
objasniaja zmiany pewnych zmiennych zaleznych (objasnianych) za pomoca zmian pewnych innych
zmiennych, zwanymi niezaleznymi lub objasniajacymi, ktére nie zalezg od zmiennych zaleznych. Czgsto
przyjmowane jest zalozenie, ze zmienna zalezna reprezentuje kategorie, ktérej zmiany sg nastgpstwem
zmian wartosci zmiennych niezaleznych reprezentujacych kategorie bedace przyczynami tych zmian'.

Hendry et al. (1984), strona 1057, przyczyn zjawiska opdznienia dopatruja si¢ w takich kosztach
dostosowania, jak: koszty transakcyjne, badawcze, optymalizacji oraz gdy podmioty powoli reaguja na
zmiany w otoczeniu w nastgpstwie bezwladnoéci, utrwalonych przyzwyczajen, zwloki w
dostrzeganiu/rozpoznaniu zmian, Wedhug tej opinii powolno$é reakcji wigze si¢ réwniez z niepewnoscia
oraz niedoskonato$cig rynkéw. Do wymienionych czynnikéw mozna dodaé opdznienie informacji, na
ktérych podstawie sg analizowane i podejmowane decyzje.

Modele opéznienia sa tworzone dla potrzeb réznych dziedzin nauki i réznych zastosowan. Na gruncie
ekonomii zaleznosciami klasycznymi majacymi posta¢é modelu opdznienia s3 migdzy innymi: wplyw
naktadéw inwestycyjnych na zasob kapitatu, transmisja ceny, tj. opdZnienie zmiany ceny krajowej
importowanego surowca wzgledem zmiany ceny tego surowca na rynkach migdzynarodowych,
opéznienie sprzedazy wzgledem zmiany ceny - lub w skali makroekonomicznej - reakcja popytu
konsumpcyjnego na zmiang dochodu dyspozycyjnego, czy wreszcie reakcja gospodarki na zmiang stopy

procentowej.

! W przypadku modeli stochastycznych trudno méwié o zaleznosciach przyczynowo-skutkowych.
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Celem modelu opdznienia jest opisanie zalezno$ci zmiennej zaleznej od zmiennych niezaleznych. W
wielu przypadkach celem tym jest réwniez oszacowanie, o ile okreséw zmiany zmiennej zaleznej s3
opoznione w stosunku do zmiany zmiennej niezaleznej i w jakim stopniu zmiany te sa roziozone, badz
skupione w czasie.

W analizie opdznien wyodrgbni¢ mozna dwie podstawowe grupy zagadnien. Grupa pierwsza, to
analiza mechanizméw, ktore decyduja o wlasciwodciach badanego opdZnienia. Grupa druga, szczegdélnie
wazna w badaniach empirycznych, to zagadnienia zwigzane z estymacja modeli opdzZnien.

W historii badan zaangazowanie w rozwiazywanie probleméw z obu tych grup byto nieréwnomierne.
W pierwszym okresie uwaga badaczy byla skupiona gitéwnie na analizie konstrukcji i whasnosci réznych
modeli op6znienia. Byly to przede wszystkim prace: Fishera (1937), Koycka (1954), Solowa (1960),
Almon (1965), Griliches (1967). Réwnolegle prowadzone byly prace poswigcone drugiej grupie
zagadnien.

W drugim okresie, ktory - jak si¢ wydaje - trwa nadal, dominuja prace poswigcone zagadnieniom
nalezagcym do grupy drugiej. Do najwybitniejszych prac tego nurtu nalezy zaliczy¢ przede wszystkim
nastepujace: Griliches (1967), Maddala (1977), Dhrymes (1981). Wplynely na to nastgpujace czynniki:
rozwigzano znaczng czg$¢ podstawowych probleméw grupy pierwszej oraz dostrzezono wagg i ztozono$é
probleméw estymacji. Za cezurg mozna uznaé pojawienie si¢ artykutu Almon (1965) i Jorgensena (1966),
w ktorych zaproponowano odpowiednio tak zwane modele wielomianowy i ilorazowy. Modele te z jednej
strony charakteryzuja si¢ duzg elastycznoscia w tym sensie, Ze nie wymagaja od stosujacych modele
opdznienia zaangazowania a zarazem zwalniaja od probleméw nalezacych do grupy pierwszej.

Wielkg syntezg osiagnig¢ na polu badania modeli opoznienia stanowi ksigzka Dhrymesa (1981).
Mimo, ze od jej pierwszego wydania minglo ponad trzydziesci lat, jest ona wciaz fundamentalnym
zrodtem wiedzy o modelach opéznien. Stanowi zarazem wzorzec, do ktérego nalezy sie odniesé
decydujac sig¢ na pisanie o modelach op6znien. Autorowi tej pracy wydaje sig, ze ma tu co$ nowego do
zaproponowania.

Celem tej pracy jest zaprezentowanie analizy modeli opdznien, ktérej niektére watki stanowia
nawigzanie do przedstawionego powyzej okresu pierwszego, jak réwniez korzystajacej z rozwiazan
zaproponowanych w badaniach pézniejszych. Sg to nastgpujace grupy problemdw.

Pierwsza grupa wiaze si¢ z doborem miernika op6znienia. Podejmowane tu zagadnienie jest
nastgpstwem powszechnego przyjmowania w literaturze przedmiotu jako miernika op6Znienia wartosci
sredniej rozktadu opéznienia, co w wielu wypadkach moze by¢ powodem nieporozumien i bleddéw
interpretacji. Ma to znaczenie zwlaszcza wtedy, gdy celem analizy jest okreslenie opdZnienia zmiennej

zaleznej wzglgdem zmiennej niezaleznej, a nie wylacznie mechanizm opéznienia.



Druga grupa zagadniefi podjgtych w tej pracy jest zwigzana z analiza wiasnosci podklasy modeli
opdznienia opisujacych zjawiska zwigzane z przeptywami. Do tej podklasy zaliczyé mozna takie modele
jak: model ksztaltowania si¢ kapitatu pod wptywem inwestycji i deprecjacji kapitatu, model ksztattowania
si¢ stanu depozytéw w systemie bankowym pod wplywem strumieni wplat oraz wypfat, model
ksztattowania si¢ poziomu zadtuzenia z tytutu kredytu udzielonego przez system bankowy pod wptywem
strumienia splat wczesniej zaciggnietych kredytéw oraz strumienia nowoudzielonych kredytéw. Do tej
podklasy mozna réwniez zaliczyé model demograficzny, w ktérym liczba ludnosci jest ksztattowana przez
strumienie urodzen oraz zgondw. Wspdlna cecha wymienionych tu modeli jest to, ze wystepuja w nich
kategorie zasoboéw oraz strumieni zasilajagcych (wplywajacych) oraz wyczerpujacych te zasoby. W
zjawiskach opisywanych za pomoca tych modeli czesto istotnymi wielkosciami sg $redni czas, jaki
jednostki strumienia wyczerpujacego zaséb przebywaly w zasobie oraz $redni okres przebywania
jednostki w tym zasobie. Wielkosci te, poza wyjatkami, nie s réwne.

Trzecia grupa probleméw wigze si¢ z analiza wilasnosci modeli op6znienia, w ktérych mechanizm
opéznienia ulega zmianie. Problematyka ta nie jest nowa, np. Tinsley (1967), Pesando (1972), Otto
(1985), Gadomski (1986), Dahl, Kulaksizoglu (2005); jej umiarkowany rozwdj wynika — jak si¢ wydaje —
z dwéch przyczyn. Pierwsza, to niedostatek informacji, powodujacy koniecznos¢ wyboru modeli
uproszczonych, ze stalymi wspdlczynnikami, przysparzajacymi mniejsze trudnosci przy estymacji
parametréw. Przyczyna druga, wigze si¢ z podejéciem pragmatycznym, polegajacym na daleko idacym —
w stosunku do wiedzy o badanym zjawisku — upraszczaniu i w zwiazku z tym na pominigciu analizy
mechanizméw op6znienia. Jest to réwniez wynik ostabienia ,czujnoSci badawczej” w nastgpstwie
pojawienia si¢ modeli wielomianowego Almon (1965) i ilorazowego Jorgensena (1966) — ich elastyczno$¢
czgsto prowadzi do uzyskania zadowalajacego wyniku: wszystko to, czego nie udaje si¢ - z jakiegos
powodu - wttoczy¢é w czgéé deterministyczng modelu, przypisane zostaje czynnikowi losowemu.

W pracy problematyka estymacji modeli opdznienia roztozonego jest catkowicie pominigta, osobom
zainteresowanym z czystym sumieniem mozna poleci¢ prace klasyczne: Griliches (1967), Dhrymes
(1981), Hendry et al. (1984). W prezentowanych dalej rozwazaniach struktura opdznienia bedzie z
zatozenia dana lub aproksymowana w zadowalajacy sposdb.

Praca sklada si¢ z nastgpujacych czesci. W Czeséci I sformutowany jest uogélniony model opdznienia
roztozonego. Uogdlnienie polega na uwzglednieniu, ze na zmienng zalezng maja wptyw nie tylko zmienna
niezalezna i zmienna losowa, ale rowniez podlegajacy zmianom mechanizm opéznienia, ktéry jest dany
przez strukture i/lub rozkiad opdznienia i mnoznik diugookresowy. Zaproponowana bedzie nowa
kategoria nazwana wynikowym rozkiadem opdznienia. W tej samej Czgsci I omawiane s3 réwniez

podstawowe pojecia charakteryzujace rozkiad opdznienia, (jesli istnieje): warto$¢ $rednia, wariancja i



mediana rozkladu opéZnienia. W dalszej czesci wprowadzone sg pojecia funkcji tworzacej i operatora
wielomianowego jako przydatnych narzedzi analizy modeli op6Znienia.

Czesé 11 zawiera oméwienie podstawowych wlasnosci modeli ztozonych modeli opéznienia. Badana
jest suma modeli op6Znienia rozloZzonego, ktdra jest réwniez modelem opdznienia rozlozonego,
ze strukturg opdznienia bgdacg suma sktadowych struktur opéznienia, z rozkladem opéznienia
bedacym $rednig wazong skfadowych rozkladéw opéznienia. Wspoéiczynnikami wagowymi tej
sredniej sa udzialy mnoznikéw diugookresowych modeli sktadowych w wartoéci mnoznika
dlugookresowego modelu-sumy. Te same wspolczynniki wagowe uczestniczg w wyznaczeniu
wartodci $redniej rozkladu opdznienia sumy modeli op6Znienia; jest ona réwna Sredniej wazonej
wartodci Srednich skladowych rozkladéw opdznienia. Wariancja rozkladu opdznienia modelu
bedacego sumg modeli opdznienia rozlozonego jest nie mniejsza od sredniej wazonej (za pomoca
tych samych wsp6iczynnikéw wagowych) wariancji rozktadéw opéznienia modeli sktadowych.
W przypadku superpozycji, tj. polgczenia szeregowego modeli opdznienia roztozonego, ktéra
zachowuje wiasnosci modelu opdznienia rozlozonego, struktura op6znienia superpozycji modeli
opdznienia rozlozonego jest splotem struktur opdZnienia modeli skiadowych, mnoznik
dhugookresowy calosci jest iloczynem mnoznikéw dlugookresowych modeli wchodzacych w
sktad superpozycji, warto$¢ $rednia rozkiadu superpozycji modeli jest sumg wartosci $rednich
rozkladéw opé6znienia modeli skladowych oraz wariancja rozkladu opéznienia superpozycji
modeli opéZnienia jest rowna sumie wariancji rozktadéw opéznienia modeli sktadowych.

W Czesci 111 omawiane sa podstawowe, spotykane w literaturze modele opéznienia roztozonego ze
stalym rozkfadem opodznienia, ich interpretacja oraz przyktady ich zastosowan. Modele te znajduja
zastosowanie wtedy, gdy nie ma podstaw do przyjecia zalozenia, ze mechanizm opéznienia ulega zmianie.

Wsrod modeli ze stalym mechanizmem opdzZnienia wazng rol¢ w modelowaniu ekonomicznym
odgrywaja modele oparte na hipotezach oczekiwan adaptacyjnych i dostosowania czgsciowego. Wsrdd
modeli nalezacych do tej kategorii szczegdlne znaczenie maja te, ktére opisujg systemy, w ktérych
zachodzg zwigzki pomigdzy nat¢zeniami strumieni a wielkosciami zasobow, przez ktdre strumienie te
przeplywaja. W modelach opéznien opisujacych przeplywy wyréznié mozna dwie grupy modeli. Sg to
modele typu: strumien - strumiefi oraz modele typu zaséb — strumien. Typ pierwszy opisuje zaleznosé
natgzenia strumienia wyplywajacego od natgzenia strumienia wplywajacego. W przypadku drugiego typu
opisywany jest wplyw strumienia wplywajacego na poziom zasobu. Modele przeptywow znajduja wiele
zastosowan, migdzy innymi w opisie: ksztaltowania sig¢ kapitalu pod wplywem inwestycji, depozytow i

kredytéw w systemie bankowym, w modelach demograficznych.



Czgé¢ Il jest poswigcona réwniez analizie modeli opdznienia, w ktérych zmianie ulega sam
mechanizm opdzZnienia. Nastepstwem tego sa pewne szczeg6lne wiasnosci tych modeli. W rozdziale tym
analizowane s3 modele wptywu zapaséw na tempo zmian cen, transmisji cen, zmian ksztaltowania si¢
poziomu depozyt6éw i kredytéw pod wplywem zmian preferencji klientéw bankowych.

Ta ksigzka jest adresowana giéwnie do ekonomistéw, ale tez do przedstawicieli innych nauk
spotecznych zainteresowanych modelowaniem. Modelowanie nie moze obyé¢ si¢ bez matematyki, wigc i w
tej pracy jest nieunikniona. Aby nie zniechecié czytelnikéw, ktérych nie interesuja wywody
matematyczne, duza czg$¢ dowodéw i przeksztatceri zamieszczono w Dodatku.

W przygotowaniu tej ksigzki nieoceniong pomoc uzyskatem od wielu pracownikdéw Instytutu badan
Systemowych PAN. Szczegblng wdzigczno$é chciatbym wyrazié panom profesorowi Przemystawowi

Grzegorzewskiemu i doktorowi Piotrowi Nowakowi; nieuniknione biedy sa wylacznie moim dzietem.



Czegs¢ 1. Wprowadzenie

1.1. Podstawowe pojecia

W dalszych rozwazaniach czas jest z zalozenia dyskretny, tzn. chwile czasu s3 numerowane za pomocg
liczb nalezacych do zbioru liczb catkowitych a okresy powinny® byé numerowane za pomoca liczb
nalezacych do zbioru liczb catkowitych z pominigciem liczby zero (nie rozwaza sig okresu o numerze 0).

Model opéznienia jest przedstawiany w dwoéch alternatywnych postaciach. Pierwsza, najczgsciej
stosowana w modelach ekonometrycznych ma posta¢ (Pesando (1972), Intriligator (1978), Dhrymes
(1981)):

©
Vi=HX0 X Xgs iV 0V ppons l)=§v,, X, +E, , (1.1a)
P

podczas gdy druga ma posta¢ (Hildreth, Houck (1968), Froelich (1973)):

V=X %y X eV 0oV e t)=i;z'av,, b (1.1b)
gdzie:
t — zmienna przyjmujaca wartoéci ze zbioru liczb catkowitych oznaczajaca czas, numer
okresu,
X, — warto$¢ zmiennej niezaleznej w okresie #,
Y, — warto$¢ zmiennej zaleznej w okresie ¢
v, — wspolczynniki opéznienia spetniajace warunki: 0 < v,, <c0,i=0, 1, 2, ...;
£, — sktadnik losowy, o warto$ci oczekiwanej rownej zero i skoniczonej wariancji,
n — skoriczona liczba naturalna.

Inne ujecie, ktore jednak nie znalazto wielu nasladowcéw, zaproponowat P. A.Tinsley, Tinsley (1967):
yl = ”_Zaw{li-; xl-l’
gdzie n staty wspofczynnik, a wspotezynniki wy;), i = 0, I, 2, ..., n; oznaczajg wspbtczynniki wagowe

(weight coefficient) zwigzane ze zmiennymi niezaleznymi x,_, z okreséw -, i =0, 1, 2, ..., n.

Warianty (1.1a) i (1.1b) rdéznig si¢ przede wszystkim celem i metodyka modelowania. Wariant
pierwszy jest stosowany, gdy chodzi o odseparowanie czynnikéw deterministycznego, reprezentowanego
przez zmienng niezalezng i wspdtczynniki opdznienia, oraz czynnika losowego reprezentowanego przez

sktadnik losowy &, . Ten ostatni mozna interpretowa¢ jako btad pomiaru zmiennej zaleznej. W niektorych

% Ten postulat bywa w praktyce pomijany, poniewaz zmienna zalezna moze reprezentowa¢ wielkosci
zasobu w chwilach, a zmienna niezalezna wielkos¢ strumienia w okresach (lub na odwrét), co
wprowadzatoby niejednolitos¢ numerowania zmiennych zaleznej i niezalezne;j.
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zastosowaniach, o ktérych begdzie mowa w dalszej czgéci, tak ogélne zalozenia okazujg sig
niewystarczajace. Posta¢ (1.1a) ma zalety ujawniajace sie przy estymacji wspéiczynnikéx;v. W wariancie
(1.1b) aspekt stochastyczny albo nie jest rozpatrywany, albo przyjmowane jest zalozenie, ze
wspbtczynniki opéznienia sg zmiennymi losowymi.

Pomigdzy zmiennymi zalezng i niezalezng powinien zachodzié zwigzek przyczynowo-skutkowy,
zatem na wartosci zmiennej zaleznej w okresie ¢ nie moga mie¢ wplywu wartosci zmiennej niezaleznej z
okreséw pézniejszych, tj. t++1, t+2,.. . Jest to wystarczajacy powdd, dla ktérego wyrazenie po prawej
stronie zalezno$ci (1.1a) i (1.1b) jest sumowane po indeksach nieujemnych. Jednakze w szczegdlnych
przypadkach przydatne okazuje si¢ formalne sumowanie réwniez po indeksach ujemnych, przy zalozeniu,
ze dla wszystkich i < 0, v,; = 0.

Modele (1.1a) i (1.1b) nalezy odczytywaé w nastegpujacy spos6b. Wplyw wartosci zmiennej niezaleznej
x na warto$¢ zmiennej zaleznej y nie dokonuje si¢ w peni natychmiast, lecz albo jest roztozony w czasie
albo nastepuje z opdznieniem po uptywie okreslonej liczby okresow. Prawe strony zaleznosci (1.1a) i
(1.1b) maja z reguly postaé addytywna lub taka, ktdrg mozna przeksztatci¢ do postaci addytywnej.

Zmienna niezalezna x przyjmuje wartoéci ze zbioru liczb rzeczywistych; w wielu zastosowaniach
postulowane jest spelnienie warunku stalego znaku.

Zmienna zalezna y przyjmuje skoficzone wartoéci ze zbioru liczb rzeczywistych. Suma w réwnaniu
(1.1a) stanowi czgs¢ deterministyczng modelu op6Znienia.

Wartos¢ zmiennej zaleznej y w okresie ¢ zalezy od:

— wartoéci zmiennej niezaleznej x w tym samym okresie oraz w okresach wczesniejszych
- mechanizmu op6Znienia ksztattujgcego op6zniony wplyw zmiennej x na zmienna y
- wartoéci sktadnika losowego &, .

Sktadnik losowy &, ujmuje wplyw, jaki na zmienng zalezna majg czynniki nieuwzglednione w czgéci
deterministycznej modelu (1.1a) oraz bigdy pomiaru zmiennej y. O zmiennej &, zaklada si¢ najczesdciej, ze
jej warto$¢ oczekiwana jest rowna zero oraz ze ma ograniczong wariancj¢. Zmienna ta bedzie pomijana
tam, gdzie nie jest przedmiotem rozwazar.

Gdy przedmiotem analizy jest model opdznienia roztozonego w postaci (1.1b), wspéiczynniki
opdznienia mogg zosta¢ wyrazone za pomocg wzoru, jak to uczynili Hildreth, Houck (1968) badajac
whasnosci modeli ze zmiennymi wspélczynnikami:

v, =v,+94,,
w ktérym v, oznacza warto$¢ oczekiwang i-tego wspotczynnika opéznienia, §, to skladnik losowy

zaklécajacy obserwacjg i-tego wspdiczynnika opdznienia. Warto zauwazyé, ze w oméwionym podejéciu
Hildretha i Houcka zmiennos$¢ wspotczynnikéw jest nastepstwem procesu losowego.
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Mechanizmem opdznienia nazywany jest og6! czynnik6w i okolicznosci ksztaltujacy w kazdym
okresie ¢ wartosci wspotczynnikéw opdznienia v, ;, i=0, 1, 2,..; 0 < v; < oo, i=0, 1, 2,..; przyjmujacych
ograniczone warto$ci, o tym samym znaku.

W wielu zastosowaniach od wspéiczynnikow opdznienia oczekuje si¢ ponadto, by ich suma

i‘,’v (1.2)
nazywana dalej mnoznikiem diugookresowym, przyjmowata skoficzong wartos¢, co jednak nie jest
warunkiem koniecznym.

Uporzadkowany zbi6r (wektor) wspdlczynnikéw V,, ¥, = (v, i = 0, 1, 2,... ) bedzie dalej nazywany
strukturg opdznienia.

Wspotczynnik v, jest nazywany mnoznikiem krétkookresowym lub bezposrednim, poniewaz wskazuje
na site oddzialywania zmiennej x na zmienng y bezposrednio w tym samym okresie.

Wyrazenie '

>, (1.3)

jest nazywane mnoznikiem opdznienia, mnoznikiem skumulowanym, ujmujacym sitg, z jaka na wartos¢
zmiennej y, w okresie ¢ wplywaja wartosci zmiennej x z okresdw wczesniejszych, tzn. z okresow o
numerach: ¢-1, ¢-2, t-3,..

Wyrazenie (1.2) ujmujgce catkowity wptyw, jaki na warto$¢ y,, ktora zmienna y przyjmuje w okresie ¢,
wywierajg wartosci zmiennej niezaleznej z okresu ¢ oraz okreséw wczesniejszych, tj. x, X.;, X.2,..; jest
nazywane mnoznikiem zupetnym lub dhugookresowym.

Wartosci wspéiczynnikéw opdznienia v, i = 0, 1, 2,..; z réwnania (1.1a) i (1.1b) moga ulegaé zmianie
wraz ze zmianami zachodzacymi w dziataniu mechanizmu opdznienia. Zmiany te moga by¢ wynikiem
wystepowania okreslonej tendencji lub dzialania czynnikéw majacych charakter deterministyczny lub
losowy; ich przyczynami moga by¢ zmiany struktury rzeczowej czy funkcjonalnej opisywanego systemu,
regut podejmowania decyzji i innych.

Gdy wszystkie wspotczynniki sa state, mamy do czynienia ze modelem opdznienia roziozonego,
charakteryzujacym si¢ stalymi, nieulegajgcymi zmianic w badanym okresie mechanizmem oraz

parametrami charakteryzujacymi ten mechanizm:
V=2V, X, +E, . 1.4
i=0
Modele opdznienia ze statymi wspétczynnikami sg stosowane, gdy:
» istnieja przestanki pozwalajace na przyjgcie zalozenia, ze mechanizm opdznienia nie ulega

zmianie



* wiedza o badanym zjawisku jest niewystarczajgca do postugiwania si¢ modelem bardziej
ztozonym.
Przedstawione wyzej warunki decyduja, ze w literaturze zdecydowanie przewazajg modele ze statymi
wspétczynnikami (1.4).
Skoriczonymi modelami opdznienia rozlozonego nazywane sa modele, w ktérych wspétezynniki v,
i=0, 1, 2,..; majg t¢ wlasno$¢, ze wartosci wszystkich wspétczynnikéw o numerach wigkszych od pewnej
skoriczonej liczby naturalnej ig(V), 0 < iy(V)) < o; kt6ra réwniez moze byé funkcja czasu, ig= ig(t) sa

réwne zero:

® Ig(%)
Y= %vu X, té = ,Za Vi X tE, - (1.5)
in =

W pewnych przypadkach przydatna jest réwniez nastgpujaca forma zapisu modelu (1.5):

1y(%)
1 = Z vll xl-l+gl ’
1=lg(Ve)

gdzie iy(V,), liczba naturalna, 0 <iy(¥,) < oo, oznacza najmniejszy indeks ze zbioru wspéiczynnikéw
opdznienia nierdwnych zero (numer pierwszego niezerowego); indeks ten réwniez moze by¢ funkcjg
czasu, iy=iy(V,).

W opisie skoriczonych modeli opéznienia roztozonego przydatne bywa pojgcie rozpigtosci struktury
opdznienia R(V,), oznaczajace liczbe wspéiczynnikéw zawierajacych si¢ w przedziale [is(V) , ig(V) 1.

Rozpigtos¢ struktury opdznienia jest réwna:
R(V) = ig(V)-ia(Vy) +1.

Réznica pomigdzy modelami nieskoficzonym (1.1) a skoficzonym (1.5) nie sprowadza si¢ jedynie do
zapisu, ale wigze si¢ rowniez z pytaniem natury ogélnej: jak bardzo historia wptywa na terazniejszos¢.
Jesli istnieja przestanki wskazujace na skoficzono$é horyzontu czasowego, w ktérym zmienna niezalezna
wplywa na badang zmienng zalezna, to stanowi to uzasadnienie do zastosowania modelu skoriczonego.
Jednakze w niektorych przypadkach odpowiedz moze nie by¢ jednoznaczna i wtedy jest bezpieczniej—
przy spetnieniu pewnych dodatkowych warunkéw - postugiwanie si¢ modelem nieskoriczonym. Na rzecz
tego ostatniego czesto przemawiajg wzgledy informacyjne - wspdiczynniki opdznienia w modelach
nieskoficzonych sg opisywane za pomoca nieduzej liczby parametréw. Jest to istotne przy estymacji,

poniewaz zwigkszenie liczby wspétczynnikéw zmniejsza liczbe stopni swobody.



Najprostszym przypadkiem modelu opdznienia jest model o postaci:

Yi=vuxi+ E,1>0,v, %0, (1.6)

nazywany opéznieniem prostym lub zwitoka. Model (1.6) jest szczegdlnym przypadkiem modelu (1.1), w
ktérym w kazdym z okreséw tylko wspéiczynnik o numerze i - ktéry moze ulegaé zmianie® - jest
nierdwny zero. Jest to model opdznienia skupionego (nierozlozonego), poniewaz zmiana wartosci
zmiennej zaleznej nastgpuje po uptywie doktadnie / okresow po zmianie wartosci zmiennej niezaleznej.
Przejdziemy do interpretacji wspotczynnikoéw v, ;, i = 0, I, 2,... Zatézmy, ze zmienna niezalezna x
przyjmuje wartosci dodatnie, x.;> 0, i = 0, 1, 2,.., wspdtczynniki v,; , i = 0, 1,.2,.., sa nieujemne, oraz ze
przynajmniej jeden wspétczynnik v;; jest niezerowy (z czego wynika, ze zawsze zachodzi relacja: y, > 0).

Przy zalozeniu, Zze wartos¢ oczekiwana E(g,)=0, wartos¢ oczekiwana E(y,) zmiennej zaleznej y,
wynosi, na podstawie (1.1):
Ep) =’Z;v1ix1-l =I_z;yn . (1.7)

gdziey,; =v;x.,i=0, 1, 2,...

Przy tak poczynionych zatozeniach kazdy iloczyn y,; = v;; x5 i = 0, 1,..; wchodzacy w skiad sumy w
réwnaniu (1.7) mozna interpretowaé jako faczny wkiad wartosci zmiennej niezaleznej x z okresu -7, i = 0,
1,..; wraz z odpowiednia waga v, ;, jaka w okresie ¢ nadat jej mechanizm op6znienia, w warto$¢ zmiennej
zaleznej y;.

Poniewaz z zalozenia zmienna zalezna y przyjmuje skoriczone wartosci, sumy w zaleznosci (1.7) sa
réwniez skonczone, z czego wynika, ze ,lf.'ﬁ Y =llirg v,;%,,=0. Moga zatem istnie¢ modele opdznienia o
nieskoniczonej wartosci mnoznika diugookresowego (1.2), w ktorych skorniczone wartosci zmiennej
zaleznej y s3 wynikiem zbieznosci zmiennej niezaleznej x (model taki jest omawiany w Przykladzie 1.2).

Model (1.6) oraz zaleznos¢ (1.7) pozwalaja na interpretacj¢ modelu (1.1) jako sumy opdznieri prostych

tej samej zmiennej niezalezne;.

? Nietrudno wyobrazi¢ sobie model, w ktérym tylko jeden niezerowy wspétezynnik zmienia numer (tj.
indeks i ) wraz ze zmiang okresu £,i =i (2).
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