





Rozdzial ITI. Modele op6Znienia w systemach przeptywdow
1.1 Sformutowanie problemu

Odrebng podkategori¢ modeli opéznienia stanowig modele systeméw przepltywdw
skladajacych si¢ ze strumieni zasilajacych i wyczerpujacych pewne zasoby. W interpretacji
kategorii strumieni i zasobdéw nie zawsze zachodzi daleko idgca analogia do przeplywow
rzeczowych; zardwno strumienie jak i zasoby moga nie by¢ skupione w przestrzeni, jak ma to
miejsce, na przyklad, w wielu systemach fizykalnych, jednak z systemami tymi opdZnienia w
systemach przeplywéw podzielajg metodologie pomiaru, ktéra w pewnym uproszczeniu
mozna przedstawi¢ w postaci dwdch zasad: wielkosci zasobéw obliczane sa w punktach na
osi czasu (odleglosci migdzy tymi punktami sg okreslane przez jednostke czasu wyznaczajgca
dhugosé jednostkowego okresu / czgstotliwo$é pomiaru) i wyrazone w jednostkach miary
zasobow; wielkosci strumieni obliczane sg przez zliczanie liczby jednostek miary, ktére
przeplynely” w danym okresie w przeliczeniu na przyjeta jednostke czasu.

Modele opdznienia w systemach przeptywdw znajduja zastosowanie w wielu dziedzinach,
m. in. stuzg do opisu ksztaltowania si¢ populacji (a w tym proceséw demograficznych),
procesow logistycznych, hydrologicznych, finansowych, ewidencji $rodkéw trwalych i in. W
omawianiu tych modeli uwaga bedzie skupiona na tych, w ktérych natezenie strumieni
wyplywajacych moze by¢ opisane za pomocg modelu opdznienia rozlozonego. W celu
wigkszej komunikatywnosci omawiane modele bgdg oparte na zaloZeniu szczelnosci, to
znaczy, ze w systemie przeptywdow nie sg rozwazane ubytki (straty, rozkurz, itp.).

Podstawowym elementem systemu przeplywow jest uklad skiadajacy sie ze strumienia X
zasilajacego pewien zasob Z, ktéry jest oprézniany (wyczerpywany) przez strumien Y
wyplywajgcy z tego zasobu. Analizowany element jest szczelny, nie ma w nim czynnikdw,
ktore bytyby réwnowazne stratom lub przyrostom ilo$ci pochodzacym spoza systemu; poza

strumieniami X i ¥ nie ma innych strumieni wptywajacych na poziom zasobu Z.



Réwnanie zasobu ma nastepujgca postaé:
Z=2Zp) + X1 - Yoy 3.1
gdzie x, i y, to odpowiednio nate¢zenia strumieni: zasilajgcego (wplywajacego do) i
wyczerpujacego zasdb Z (wyplywajacego z) w okresie £, natomiast przez z.; i z, oznaczone
zostaty odpowiednio wielkosci zasobu Z na poczatku i pod koniec okresu ¢. O wielkosciach x,,
¥, 1z, zaktada sie, ze dla wszystkich ¢ sa nieujemne - strumienie X i ¥ nie zmieniaja kierunku
(plyng odpowiednio do i z zasobu; ruch jednokierunkowy), ponadto nie przewiduje si¢
ujemnych stanéw zasobu. Rownanie (3.1) mozna réwniez przedstawi¢ w postaci réwnania
bilansu:
Ze X =z + Y
ktérego lewa strong interpretuje si¢ w ekonomii jako podaz a prawg strong jako popyt ex post.
Gdy przedmiotem analizy jest model opéZnienia przeplywdéw, migdzy strumieniem

wyplywajacym ¥'i strumieniem zasilajgcym X zachodzi nastepujacy zwigzek:
Y, = Zw,,. X (3.2)
i=0

gdzie wspolczynniki wy;, i=0, 1, 2,...; sa zdefiniowane podobnie jak dla zaleznosci (1.11), dla
kazdego ¢ tworza rozklad opdznienia ), a ponadto dla kazdego okresu ¢ przyjmuja wartosci
zapewniajace spelnienie nastepujacych warunkow:
Zip T X2 W 3.3)

co wigze si¢ z zalozeniem o nieujemnosci zasobu Z i wzoru (3.1).

Z warunku (3.3) wynika, Ze z zasobu nie moze wyplynaé wiecej od ilosci, ktéra w nim
byla na poczgtku okresu, powigkszonej o to, co w tym okresie wptyneto.

W zaleznodci (3.2) pominiety zostal skiadnik losowy wystepujacy w rdwnaniu (1.1) z

dwoch powoddéw. Pierwszy, to uproszczenie zapisu, drugi za$, to dopuszczenie mozliwosci,




ze wspblezynniki w,, i=0, 1, 2,...; sa zmiennymi losowymi przyjmujgcymi wartosci
nieujemne.

Zasadniczg réznicg miedzy modelami (1.1) a (3.2) jest zalozona w modelu (3.3) stala i
réwna jednosci warto$¢ mmnoznika diugookresowego, wzdr (1.2). Konsekwencja tego
zalozenia jest to, ze w stanie ustalonym dla kazdego ¢ zachodzi réwnosé wartosci zmiennych
niezaleznej X'i zaleznej Y, tj. gdy, x.,=x*; i=0, 1, 2,..:

V=X T X =Xy =L =xE

Element systemu przeplywéw opisany za pomoca zaleznosci (3.1) i (3.2) ma szczegblna
interpretacje. Zaséb Z mozna nazwaé zasobem w opOZnieniu, poniewaz stanowi zaséb tych
czesei strumienia X, ktore ,,weszly” w opéZnienie, lecz z niego nie ,,wyszly”, zalegajg w nim,
w postaci czeéci strumienia ¥7.

Model opdznienia (3.2), spelniajgcy dla kazdego ¢ warunki (3.1) i (3.3), ma kilka
szczegblnych wlasnosci.

Wielkos¢ zasobu z; pod koniec okresu ¢ zalezy od wielkosci zasobu z,., sprzed k okresoéw (&

=1/, 2 3,...) oraz wielko$ci strumieni X'i ¥ z ostatnich &k okreséw:
k-1
222t D (K= Yiy)- (34)
i=0

Zalezno$é (3.4) uzyskuje sie rekurencyjnie na podstawie wzoru (3.1) przez kolejne
zastepowanie wyrazen z,;, i = 1, 2,..., k-1; wyrazeniami z,;.;+ X - Vi

Poniewaz na podstawie (3.1) i (3.2) dla kolejnych j,j = 1, 2, 3,..; zachodzg zaleznosci:

-]
Vi = 2 Wiji Xyt >

i=0

oraz

Xy =Yooy == W o)X i = W Xyt = We 2%y =

' Cudzystow w tym przypadku jest uzasadniony tym, ze nie wszystkie w ten sposob opisywane obiekty maja

interpretacj¢ fizyczna.



ktérych podstawienie do (3.4) daje zaleznosé:

Z=Z

+(1_w10) X Wi X W X mWesX T

F(1=W_p0 )%, WX T Wy 2%y T Wy 5 Xy T

F = War0 ) Xipat = Woaka 1 %02 = Wekar, 2%03 ™ Wickas, 3%14

prowadzaca do nastgpujacego wzoru
k=1 i w k=]
2= 2+ 2 (1= 2 Wy Moy + 2 (D Wemtng y v (3.5

i=0 =0 =k =0 :

poniewaz dla kolejnych k, k=1, 2, 3,..;:

2 =2+ (1= W )X, =W X ~ WX, — W%

=z o+ (1=W, o ) X, —W, ;X — Wy X — W3 X
FI= W 0) Xp = Wiy 1 X2 = Wigo X3 = Wiig3%y  —ee
=z ,+(1-w, 4 ) x, _(I_Wr#,o _wr,l) Xpp W2 X =W 3 X3

Wi X2 T Wi 2 X3 W3 Xy T

=z 3+(1-W, 0 )X, =W Xy =W, X, —W.3 X3 =

F(I=Wepg) Xpp =Wy %2 = Weog2 X3 Wiz Xy

F(1=Wiz0) Xy —Wig %3 — Wiap Xg = W23 X e

Przez pogrupowanie wyrazen zawierajgcych to samo x..;, /=0, 1, 2, ...; uzyskuje si¢:

0
z, =z, +(1-w,y )x, *sz,ixt-i

i=l
0

Zy=2 4 (1= W )X, +(1=w_ g =W, ; )x, - Z(Wt it Wi )%
i=2

z,=z 3+ (1-w,)x, +(1_wr—1,0 _wl,I)xI—l +(1—wt—2,() — W~ W2 )X, -

o
- Z (W, 22 + W, 11 T W )%,
i=3
i ostatecznie

o k

k- i -1
L =2t Z(l - Zwr—i+j,j)xr-i + Z_ (Zwl—r'+j,j)xl-i .
=0 J=0 i 0

ik j=




Suma wspédtezynnikow we wzorze (3.5) jest réwna zero, poniewaz w rozwinigciu kazdego

Z Wyrazen x.; - Yu; »j= 0, 1, 2,...; suma wspétczynnikéw jest rowniez réwna zero:

(I_WI-_/,O) W W2 T =(1‘W1-j,o) 'Zwbj,i =1—Zwr-j,i =0

i=1 i=0
Powyzsza wlasno$¢ mozna uja¢ w nieco inny sposéb: sumy wartosci bezwzglednych
wspdtezynnikéw dodatnich i ujemnych we wzorze (3.5) sa sobie rowne.
Obecnie uwaga zostanie skupiona na zbadaniu zaleznosci poziomu zasobu Z od strumieni
X w nieskoniczonej historii. Przejscie w zaleznosci (3.5) z k do granicy prowadzi do

nastepujacego wzoru:

Z =Z(1_Zwl—i+j,j)xr-i (3.6)

i=0 Jj=0
pod warunkiem, zZe z,., =0 (powstanie zasobu w opdzZnieniu Z jest nastgpstwem pojawienia si¢

niezerowych wartosci strumienia X w skonczonej historii opisywanego zjawiska albo jest

k=1

spelniony warunek 11 Z Q Wites s =0),
< ik =0

oraz

lim Z (Zw_,ﬂj)x,_, =

k—w

Zbieznosé powyzszego wyrazenia nie jest oczywista, z wczesniejszego bowiem wywodu

wiadomo, ze dla kazdego £,

o k=]

Z(J ZWI—H’JJ) ZZWHHJ ’

i=k j=0
zatem zbiezno$¢ te powinna zapewni¢ odpowiednia zbiezno$¢ lim x,.4=0.
k—yeo
Wzor (3.6) ma znaczenie zasadnicze, pokazuje bowiem strukture czasowa zasobu w

op6znieniu Z; ktéry zostal zasilony przez strumien wplywajacy X w okresach ¢, -/, -2, ...;



oraz ktoéry byt wyczerpywany przez strumien Y. Kazdy wspdlczynnik reprezentowany przez
wyrazenie
i
1- Z Wi ivjj
j=0

we wzorze (3.6) pokazuje, jaka cze$¢ strumienia X, ktéra wptyneta do zasobu Z w okresie ¢
zalega (pozostaje) w zasobie Z w okresie £:
1-w, 0, cze$¢ strumienia x, z okresu ¢, ktéra pozostata w zasobie Z pod koniec okresu ¢,
1-We, 0 -w,, 4, cze$é strumienia x,.; z okresu -1, zalegajaca w zasobie Z pod koniec
okresu ¢;
1-wr2 0 -Wry, 1 =Wy 2, cze$é strumienia x., z okresu -2, zalegajaca w zasobie Z pod
koniec okresu ¢; itd.

Przyjmujac oznaczenie

i
v, =1-) w,
Jj=0

i=0,123,..; G.7)

i)

zaleznos$¢ (3.6) mozna przedstawi¢ w nastepujgcej postaci:

Z = thixt—i- CRY
i=0

Wspdlezynniki vy, | i=0, 1, 2,...; wzor (3.7), tworza strukture opOZnienia ¥ zasobu w
opdznieniu Z wzglgdem strumienia zasilajacego X. Migdzy wspélczynnikami struktury V;
zasobu w opdznienin Z w dwdch kolejnych okresach zachodzi zwiazek wyrazajacy sie
nastepujacym wzorem:

Vieriot = Vi —Warus 150, 1,2, 3,3 (3.9

Prawdziwos¢ zaleznosci (3.9) wynika z tego, ze zgodnie ze wzorem (3.7)

i
vo=l= W, ii=0123..;
j=0

oraz




Veerivr =1— I‘Zl Wetleicivj,j = 1- 2 Weinjj ~ Werriet = Vi = Weging-
= J=0
Poziom z, zasobu w op6Znieniu Z pod koniec okresu ¢, wzér (3.8), mozna interpretowaé
jako sumg zasobow vy x.; =0, I, 2,...; z ktorych kazdy jest utworzony przez strumien
zasilajacy ten zasob w okresach i, i=0, 1, 2,..; i jest wyczerpywany w kolejnych okresach:

t-i+1, t-i+2, .,t. W $wietle tej interpretacji przydatny okazuje si¢ zapis zaleznosci (3.8) w

nastepujacej postaci:
z, =z (3.10)
i=0

gdzie z; = v; x.;, =0, 1, 2,..; reprezentuje ilos¢ jednostek strumienia X, kt6re wptynely do
zasobu opoznionego Z w okresie t-i, i=0, I, 2,....; ktére pozostajg (zalegaja) w tym zasobie
pod koniec okresu 7.

Interpretacja ta pozwala na sformutowanie warunkéw zapewniajacych spelnienie zalozenia

o0 jednokierunkowosci przeptywow:
i/
Werg SL W SV =1=Y w_,,  i=123... (3.11)
=
ktérych wymowa jest nastgpujaca: ilo$¢ jednostek strumienia X, ktére wplynety w okresie i i
zalegajg w zasobie w opdznieniu Z pod koniec okresu ¢ stanowi ograniczenie dla wyplywu
tych jednostek z zasobu w opdZnieniu Z w okresie +1.
Warunki (3.11) sprawiajg, Ze struktura czasowa strumienia ! wyplywajacego z zasobu w

opodznieniu Z jest nie sprzeczna ze strukturg czasowg zasobu w op6Znieniu z poprzedniego

okresu.

111.2 Czas w modelach przeptywow

Omoéwione w Rozdziale I miary opOznienia, takie jak warto$¢ srednia rozkiadu

wynikowego op6znienia m(U,) oraz mediana rozkladu wynikowego opdzZnicnia 7(U),



znajdujg odpowiednie zastosowanie w modelach przeptywéw. W tej kategorii modeli
opdznienia warto$¢ Srednia rozkladu wynikowego m(U)) zmiennej zaleznej ¥ wzgledem
zmiennej X uyjmuje sredni wiek jednostek tworzacych strumiet wyptywajacy ¥ w okresie ¢,
lub przecigtny czas, jaki jednostki strumienia wyplywajgcego Y przebywaly (zalegaly) w
zasobie w opdzZnieniu Z. Warto$¢ rednia rozkladu wynikowego m(Q,) odpowiada sredniemu
wiekowi jednostek zalegajagcych w zasobie w opdZnieniu Z. W modelach opdZnienia w
systemach przeplywow klarownosé interpretacji srednich rozktadéw wynikowych U, i O, daje
tym parametrom, jak si¢ wydaje, znaczaca przewage nad medianami rozktadéw jako miar
opoZnienia.

Spetnienie warunkéw (3.11) pozwala na interpretacje wzoréw (3.6) lub (3.8) jako modelu
op6znienia roztozonego o zmiennej w czasie strukturze opdznienia ¥, okre$lonej przez
wspolczynniki v, i=0, I, 2,.... Podkreslenia wymaga fakt, ze struktura opOznienia V;
okres$lona wzorem (3.10) jest ksztaltowana w okresach ¢ oraz poprzedzajacych, poniewaz
wspolezynniki v, zaleza od wartosci wspdlczynnikéw rozkladow z okresu 1 W i
wczeéniejszychz, Y. Wi i=1, 2,..; wzor (3.7).

Jesli istnieje skonczona dodatnia suma ¢, :

< =Z(1"2wz-i+j,j)a (3.12)
=0

i=0
to istniejg unormowane wspbtczynniki vy; i=0, 1, 2,...;

i
1- Z Weeivjj
vV, i=0
= u J
§p ==

— =012 (.13)
c
! g(l‘zowr—iﬁ,j)
= =

? Istnienie rozktadéw W(t-i), i=0, I, 2,..; wynika z przyjetego zatozenia.




Zbiér S, wspotczynnikow, S;= { 5.1, i = 0, I, 2,... } tworzy rozklad opdZnienia zasobu w
opoznieniu Z wzgledem strumienia zasilajacego X, natomiast zbiér wspdlczynnikéw gy, i = 0,

1, 2,...; przyjmujacy wartosci:

gy = e =01, 2,.. (3.14)
V4
! Z (] - z wl—i+j,j )xt-i
=0

i=0
tworzy rozktad wynikowy O, Q= { g;1,1 =0, 1, 2,... }, opdznienia (3.8).
Podkreslenia wymaga, ze rozklad Q, opisuje struktur¢ czasowa zasobu w opdZnieniu Z ze
wzgledu na wiek (dlugo$¢ okresu przebywania, zalegania w zasobie w opdZnieniu)

tworzacych go jednostek pochodzacych z réznych okresow. W zwiazku z tym, wyrazenie:

©

Ziz“.
'="Z =m(Q,) (3.15)

1

okresla sredni wiek jednostek tworzacych zaséb w op6znieniu Z i — co nalezy zauwazy¢ - jest
réwne wartosci $redniej rozkladu wynikowego O, (odpowiadajagcemu modelowi op6znienia
roztozonego (3.6) opartego na rozktadzie S, i wartosciach zmiennej niezaleznej X).

Z elementem systemu przeplywdw opisanym za pomoca zaleznosci (3.1) i (3.2) oraz
spelniajacym warunki (3.3) zwigzane sa nast¢pujace modele opdznienia i odpowiednie
rozktady (jesli istnieja):

» rozklad opéZnienia W, zmiennej zaleznej ¥ wzgledem zmiennej X’
* rozklad wynikowy opdznienia U, zmiennej zaleznej Y wzgl¢dem zmiennej X
e rozklad opéZnienia S; zasobu w opézZnieniu Z wzgledem zmiennej X
o rozktad wynikowy op6zZnienia (J; zasobu w opéZnieniu Z wzgledem zmiennej
X (struktura czasowa opdZnienia)
W niektorych zastosowaniach wyniki szacowania wielkosci opdznienia zaleza nie tylko od

wykorzystywanej miary opdznienia ale réwniez od innych czynnikéw. Istotne znaczenie ma



tu wielko$é stosowanej jednostki czasu wyznaczajacej czestotliwosé pomiardw: zliczania
wielkos$ci przeptywdéw w poszczegOlnych okresach oraz pomiaru wielkosci zasobéw w
punktach na osi czasu odpowiadajacych koficom okresow. Niezaleznie od problemu ubytkow
(nieszczelno$ci, rozkurzu) w systemie przeplywdw, jesli takie wystgpuja, dokonane pomiary
odnoszg si¢ do punktéw na osi czasu; bez wzgledu na to, czy stany zasobow sg wielko$ciami
pierwotnymi czy wtérnymi, pod koniec okresu srednie opéznienie informacji o wielkosci
strumienia wynosi pét okresu. O ile okoliczno$é ta nie ma w wigkszosci zastosowan
znaczgcego wplywu na wartos¢ srednia i mediane rozkladu W, to w przypadku rozkladéw S; i
O, wielkodci te sg niedoszacowane o wielko$¢ pdt okresu przy zatozeniu, ze przeplyw
strumienia w okresie dokonuje sie réwnomiernie (ma rozklad réwnomierny lub
monotoniczny). Warto mie¢ na uwadze, ze nierzadkie sg przypadki, kiedy przepltywy te sa
dalekie od réwnomiernosci; konieczno$é wprowadzenia poprawek znalazla wyraz, na
przyklad, w stosowanej w demografii zasadzie Rahtsa (patrz np. Holzer J. Z. (1994), strona
215).

W przypadku rozktadu wynikowego O, w stanie ustalonym (tj. wtedy, gdy odpowiednie
rozklady opdznienia i rozklady wynikowe sg sobie réwne) wystarczy, podobnie jak w
przypadku rozkladu W, poprawka w wysokosci polowy okresu (zwigkszenie wartosci
$redniej 1 mediany rozkladu o 1/2 okresu), natomiast przy znaczgcej dynamice zmiennej
niezaleznej wplywajacej na poglebienie nieréwnomiernosci przeptywu wewnatrz
okresowego, jej wysoko$é powinna byé dostosowana, jesli to mozliwe, do specyfiki

przypadku.

1I1.3 Modele opéZnienia w systemach przeplywdw ze statym rozkladem opéznienia
Obecnie przedmiotem rozwazan bedzie model opdznienia w systemie przeplywéw ze

statym rozkladem opéznienia. Duze znaczenie tej podkategorii modeli wynika, jak sie




wydaje, z dwéch przyczyn. Pierwsza, to ich dominacja wéréd modeli opéZnienia. Druga za$
to fakt, ze jako koncepcyjnie i konstrukcyjnie prostsze stanowig punkt odniesienia dla modeli
bardziej ztozonych — ze zmiennym rozkiadem opdznienia.

Gdy rozktad opdznienia W, zmiennej zaleznej ¥ wzgledem zmiennej X jest staly, w
podstawowym modelu systemu przeptywdw rozklad opdznienia .S, zasobu w opdznieniu Z
wzgledem zmiennej niezaleznej X jest réwniez staly, a ponadto - z wyjatkiem opdznienia
prostego majacego rozklad jednopunktowy - jego wspétczynniki sg monotonicznie malejgcy
funkcjg numeru wspdtczynnika.

Wlasnos¢ ta wynika ze wzoru (3.7), ktéry przy zalozonej statosci wspdtezynnikéw

rozktadu mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:
i
Ve=v,=1-3 W, i=0,123..;
z ktérej bezposrednio wynika, ze najwicksza warto§é ma wspotczynnik vy, poniewaz kolejne
powstaja przez odjecie od poprzedniego wartosci wspétczynnika rozkladu W o tym samym
indeksie, wzoér (3.9):
Vie] S Vi-Wup i=0 1,2, 3,...;

a w przypadku stalego rozkladu opéznienia z zatozenia

s
I
-

Il
>

J
Gdy rozklad opéznienia W, zmiennej zaleznej ! wzgledem zmiennej niezaleznej X jest
staly i istnieje wartos¢ $rednia tego rozktadu m(#), wtedy suma wspdtczynnikéw struktury

opdznienia V zasobu w opdZnieniu Z wzgledem zmiennej X jest réwna:

Divi=m(W). (3.16)
i=0
Dowdd zaleznosei (3.10) jest nastepujacy. Wartosé wspdtezynnikdw v, i = 0, 1, 2, ..;

mozna przedstawi¢ na dwa sposoby; z definicji lub korzystajac z wlasnosci rozkladu:



vp=1-w, =W w, Ewy W,
v, =1l-wy~w = Wy + Wyt W+
vy=l-wy—w,—w, = Wi+ W, +

Z obserwacji prawych stron powyzszych zaleznosci wynika, ze suma wspotczynnikéw v;,
i=0, 1, 2, ...; jest rdwna sumie jednego wspdtczynnika w,, dwdch wspdtezynnikdw w, trzech

wspotczynnikow w), itd. Poniewaz:

v =Ziwi =m(W ),

® -
i=0 i=0
powyzsza réwnosé konczy dowdd.
Opbzniong zaleznos¢ rozktad opdZmienia zasobu w opdznieniu Z wzgledem zmiennej

niezaleznej X mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:

z, = iv,x,_i = i(] —i w,)x,, = m(W)is,.x,_,., (3.17)
i=0 J=0 i=0

i=0
gdzie: s;, i= 0, 1, 2,...; wspdlezynniki rozkladu opéznienia S zasobu w opéZnieniu Z
wzgledem zmiennej niezaleznej X majace posta¢ wyrazajaca si¢ wzorem:
I—ij
%

s; m—(W_T i=0,12. (3.18)

Wspétczynniki rozkladu S, wzér (3.18), odzwierciedlajg strukture wiekowa zasobu w
opOznieniu Z w stanie ustalonym.

Jak wynika ze wzordw (3.17) i (3.18), miedzy rozktadami S i W zachodzi scisty zwigzek.
Znajomo$¢ jednego z tych rozkladéw pozwala na jednoznaczne wyznaczenie rozkladu
drugiego.

Jak wynika z zaleznosci (3.17), w przypadku modelu opdZnienia w systemie przeptywdw

ze stalym rozkladem, w stanie ustalonym, tj. gdy x* x*= x,, x.;, X.2,..; nastepuje ustalenie

poziomu zasobu w opdZnieniu na nastepujacym poziomie:




2 =m(W) x*, (3.19)

©
co jest konsekwencja réwnosci: Zs,. =].
i=0

Ponadto, jesli istnieje wartos¢ srednia m(S) rozkiadu S, to jest ona okreslona za pomocs

nastepujacej zaleznosci:

Dowdd zaleznosci (3.20) jest przeprowadzony w nastepujacy sposdb. Z definicji

1- Zw
m(S)= Zzs, ;1 (W)

=m(iV)[]-(w,+wZ+wJ+wJ+ ......... )+
+2:+( +w,+w+w, +
+3-( +w;+w, +
+4-( +w, +

Obserwujac w powyzszym Wwzorze wyrazenia wystepujace w nawiasie kwadratowym
mozna zauwazyé, ze pierwszy wspdlczynnik wystepuje jeden raz, drugi trzy razy, trzeci szesé
razy, itd. Liczbe razy, jaka w wymienionej sumie wystgpuje wspéiczynnik o indeksie 7, i=0,
1, 2,..; uyjmuje wzdr:

i(i+1)
2

ktéry po podstawieniu do rozwinigtego powyzej wzoru daje nastgpujaca postaé zaleznosci:

0 . 1
m(S)=Yis, = (W)[Z (i+1) ’J Zm(W){Zzw+thJ

i=] i=l

Podstawienie do powyzszego wzoru zaleznosci



prowadzi do postaci

ktora konczy dowdd.

Z zaloZeniem o statosci rozkladu opdZnienia w modelu opdznienia roztozonego wigze sig
kolejna istotna wlasno$¢: jesli zmienng niezalezng X charakteryzuje wzrost ze stala stopg
wzrostu r, to zmienna zalezna Y wzrasta z tg samg stopg wzrostu r.

Model opéznienia roziozonego ze statym rozkladem opéznienia W dla okresu ¢+7 ma

posta¢ (w tej podkategorii modeli opdznienia mnoznik diugookresowy a ma z zatozenia

wartosé jeden):

-
Vel = Zwix1+l-i .

i=0
Zgodnie z zatozeniem, ewolucja zmiennej X jest opisana za pomoca wzoru:

X, =(14r)7, i=-1,012,.;

po ktdrego podstawieniu uzyskuje si¢ model:

Yiri = (J+r) Zwi X, =(1+r)y,,

i=0
co koniczy dowdd.
Nastepstwem powyzszej wlasnosei jest oparta na tych samych przestankach (zatem nie
wymagajaca dowodu) kolejna wiasnosé: jesli model zasobu w opdézZnieniu jest zgodny z

modelem (3.17), to z faktu, Ze jest on modelem opdzZnienia rozlozonego o statym rozkladzie




opdZnienia, wzrost zmiennej niezaleznej .X ze stalg stopg wzrostu r powoduje wzrost zasabu
w opdznieniu Z z t3 samg stalg stopg wzrostu 7:
Zpp =(1+r) z,.
Powyzsze rozwazania zostang teraz zilustrowane przykladami. Dla zapewnienia

przejrzystosci wywodu przeglad otwieraja modele ze stalym rozkladem opdznienia.

111.4 Podstawowe modele opdznien w systemach przeplywdow
I11.4.1 Model podstawowy. Staty rozklad I
Rozwazany jest element systemu przeptywow opisany za pomocg nastgpujgcego ukladu

dwéch réwnan.

{z,:z,_,+x,—y, (3.21)
Y =A% +pz,,

gdzie A jest statym wspolczynnikiem przyjmujgcym wartos¢ z przedziatu [0,1), a o jest statym
wspétezynnikiem przyjmujacym wartosé z przedziatu (0,1]. Wspélczynnik A nie moze byé
rowny 1, poniewaz przy tej wartosci zaleznosé (3.21) nie bylaby zaleznoscia opéznions, a
ponadto nie bylyby spetnione warunki (3.11) modelu przeplywéw. Wartosé wspélczynnika A
okresla, jaka czg$¢ strumienia X nie podlega opdZnieniu wyplywajac z systemu w tym samym
okresie. Z formalnego punktu widzenia dwie interpretacje wartodci Ax, sg rownowazne: a)
wielkos¢ ,,omijajaca” zaséb w opdznieniu, b) wielkos$é, ktora przeplywa przez zasob w
opoznieniu z zerowym opdzZnieniem. Niezerowa wartos¢ wspoélczynnika p zapewnia
zachowanie op6znionego charakteru zaleznosci zmiennych Y'i Z od zmiennej X.

Réwnanie pierwsze ukladu rownan (3.21) jest réwnaniem bilansowym: stan pod koniec
okresu jest réwny stanowi na poczatku okresu powigkszonemu o ilo$¢, ktéra naptyneta w

okresie f do zasobu i pomniejszonemu o ilo$¢, ktéra w tym okresie wyptynela z tego zasobu.



Réwnanie drugie® opisuje ksztaltowane sie natezenia strumienia wyplywajacego, na ktory
skladaja sie: czes¢ Ax, strumienia X, oraz czes¢ pz, stanu zasobu w opdznieniu Z z poczatku
okresu.

Interpretacja tego modelu jest nastepujaca. Pewien zaséb Z zasilany strumieniem X jest
oprézniany przez strumien Y. Natezenie strumienia Y zalezy od poziomu zasobu Z na
poczatku okresu oraz ilosci jednostek, ktére w tym okresie przyniést strumien X (faczna
podaz). Zatem w modelu tym natezenie strumienia wyplywajacego, wyczerpujacego zaséb w
opéznieniu, zalezy od natgZenia strumienia naplywajacego oraz wielkodci zasobu w
opGznieniu.

W stanie ustalonym, gdy wszystkie wartodci zmiennej niezaleznej przyjmujg t¢ sama
warto$é x*; x; = x,.;= xp.2... =x*, a ponadto na podstawie wiasnosci stanu ustalonego y; =x*,

zachodzi nastepujaca zalezno$¢ (na podstawie drugiego réwnania z uktadu réwnan (3.21)):

ﬂx*.

-
z, =const. =
p

Przedstawienie zaleznosci strumienia wyplywajgcego (opdznionego) I od strumienia
wplywajacego X uzyskujemy przez zastgpowanie dla kolejnych &, k= 7, 2,...; zmiennej z,
przez zmienng z.,= (1-p)zpp.1+(1-1) x4

V= Ax v pze= Axe +p [(1-2) x0) +(1-p) 202

y= Aactp (1-Dxctp (1-p)2= Axitp (1-Axctp (1-2)°% +p (1-0) 22

® W wielu systemach, na przykiad fizycznych, uwzglgdniajacych ciazenie ziemskie, zaktada si¢, Ze natgzenie
strumienia wyplywajacego jest funkcja wielkosci zasobu w drugiej potgdze. Nieliniowo$é jest niewygodna
zaréwno ze wzgledu na rozwigzanie réwnania rézmicowego, jak i dlatego, z¢ wymaga wprowadzania
ograniczenia na wielkosé strumienia wyplywajacego. Zaleznosé liniowa daje zadowalajace rezultaty i jest czesto
stosowana, na przyklad jako narzgdzie programowe do modelowania przeptywéw rzeczowych w Systems

Dynamics, np. Forrester Jay W. (1961).



k=1
Y= lx: +Zp(1—/1)ix:—i +p(1_p)k_lz:—k

i=]
Przechodzac do granicy przy k-—c0 uzyskujmy model opdzZnienia strumienia

wyplywajacego ¥ wzgledem strumienia zasilajacego X:

Yo = ixl +(1_/1)Zp(1_p)‘xl—i'

i=]

Nietrudno dostrzec, ze

oraz ze $rednia i wariancja rozkladu opéznienia strumienia wyplywajacego ¥ wzgledem
strumienia wplywajacego X rownaja si¢ odpowiednio:

m(W)zl;’l',
P

(I-A)(1-p+4)

3.22)
o’ (W)=
Przedstawiony powyzej rozklad W jest rozkladem geometrycznym zaleznym od
wspoétezynnikéw 41 p.
Podstawienie drugiego z powyzszych rownan do pierwszego 1 uporzadkowanie wyrazow
prowadzi do nast¢pujacego rownania:
z=(1-)x; +(I-p)zes.
Poniewaz dla kazdego £, &=/, 2,...;
Zek= Ziet F Xk = Yok= (1-Axee +(1-02)21 41

rekurencyjne podstawianie doprowadza do nastepujacej postaci:

k=1
z, =(1- A)Z (- p)ixhi +(1- P)k Zioke

i=0
Przechodzac do granicy przy k—o uzyskujemy model opdznienia zasobu w opdZnieniu Z

wzgledem strumienia zasilajacego X:



5=(1-A)3(1- )5,

(poniewaz l{im(] ~p)z , =0)
o dodatnich wspétczynnikach struktury opéznienia réwnych:

v, =(1=2)(1-p)i=012..;

o sumie (mnoznik dtugookresowy) a =Zv,
i=0

réwnej a= ,

ze wspotczynnikami rozkladu opdznienia zasobu w opéznieniu Z wzgledem strumienia
zasilajgcego X réwnymi:
s,=p(1-p);i=012..

i wartosciami srednig i wariancja rozkladu S réwnymi odpowiednio:
m(S)= ]_—_/Z
P (3.23)

o(8)=2

-p
P

Z wihasnosci rozkladu S wynika, ze jest on réwniez rozkladem geometrycznym i ma
warto$¢é srednig rozktadu réwng wartosci sredniej rozktadu W. Rozkiad S w tym przykladzie
zalezy tylko od wartosci wspélczynnika p.

Pokazana powyzej zalezno$¢ miedzy rozkladami W i S nie jest wilasnoscia ogélna, lecz
szczegdlng, bowiem dotyczy tylko rozkladu geometrycznego opdznienia strumienia
wyplywajacego Y wzgledem strumienia wplywajacego X i zwigzanego z nim rozkladu
op6znienia zasobu w opdZnieniu Z wzgledem strumienia wplywajacego X.

W przypadku modeli opdZnienia w systemach przeptywow ze stalymi rozkladami, bez
wzgledu na ksztalt rozkladu W, rozklad S jest rozkladem o wspdétczynnikach monotonicznie

malejacych w funkcji numeru wspétczynnika/indeksu (dla kazdego i, i= 0, I,..., 5;> 5;4)).







migracji oraz stalym strumieniu urodzef jest w istocie analizg stanu ustalonego, nazywanego
w demografii modelem Iudnosci zastojowej, patrz Holzer J. Z., Kedelski M., Paradysz J.
(2006), str.JJ, Okolski M (2004).

Przy zalozonej statosci wspétczynnikow i nieuwzglednieniu migracji zewngtrznych, model
generacji, liczebnosci jednostek w grupie wiekowej 7, lub - innymi stowy - jednostek w wieku
nalezacym do przedziatu [ 7+1) przyjmuje nastgpujacg postac:

{z’( V=gl 1 -y (3.24)

HI A ]

gdzie:
2{* - zaséb jednostek w wieku nalezacym do przedziatu [z +7) pod koniec okresu /,
xf 7). liczba jednostek, ktore w okresie ¢ ukoficzyty wiek 7 okresow,
(™ - liczba jednostek, ktore w okresie # opuscily zasob jednostek w wieku [z, 7+1),
A7 — stopa zgonéw; wspolezynnik okreslajacy, jaka czesé strumienia wplywajacego
do zasobu jednostek w wieku nalezacym do przedzialu [ 7+1) w okresie ¢, opuszcza
ten zas6b w tym samym okresie w nastepstwie zgonow.

Model (3.24), bedacy szczegdlnym przypadkiem modelu (3.21) dla p=1, jest stosowany w
demografii, patrz np. Holzer J. Z. (1994), Okolski M (2004), w ktérej przyjety zostal inny
system oznaczefi. Dla ujednolicenie uzyta konwencja zapisu zostala dostosowana do
przyjetego w niniejszej pracy ujecia przedmiotu.

Istotnym uzupelnieniem uktadu réwnan (3.21) sa zaleznosci, ktore opisujg zwiazki miedzy
rozwazanym elementem (jednostki w wieku nalezacym do przedziatu [z 7+/) ) a elementem
poprzedzajacym (jednostki w wieku nalezacym do przedzialu [7—/ 7) ) oraz nastepnym

(jednostki w wieku nalezacym do przedziatu [7+7, 7+2) ).



W modelu (3.24) zasob tworza jednostki nalezace do tego samego przedzialu wiekowego,
Strumien X zasilajacy zaséb jednostek w wieku z przedziatu [z z+1) to jednostki, ktére w
okresie t ukonczyly wiek rokreséw, a wiec przeszly z zasobu jednostek w wieku z przedziatu
[7-1, 9. (W przypadku, gdy 7= 0, mamy do czynienia z jednostkami nalezacymi do
najmiodszej grupy wiekowej, w demografii zwanymi niemowlgtami).

Strumien ¥ wyczerpujacy zaséb jednostek w wieku z przedzialu [77+]) tworzg te
jednostki, ktére na poczatku okresu ¢ znajdowaly sie w zasobie jednostek w przedziale
wiekowym [z 7+1), zatem w okresie tym przezyly 1 ukoficzywszy wiek rowny r+/ okreséw
przeszly do zasobu jednostek starszych z przedziatu [z+/ r+2), jak i te, ktére zmarly w
okresie  nie osiggnawszy wieku 7+ okreséw.

Zaséb jednostek w wieku nalezagcym do przedzialu wiekowego [z 7+I) jest

wyczerpywany przez strumien Y o natezeniu y{™ w nastepstwie dzialania dwdch procesow:
wymierania/zgonéw, o natezeniu ™/, oraz starzenia sie (przechodzenia do zasobu wyzszej

grupy wiekowej), o natezeniu 7"/ :

¥ =y 4y (3.25)

p

Eaczna liczba zgonéw 3, jednostek z przedziali wiekowego [77+]) stanowi sume

zgondw jednostek, ktore naplynely i zmarly w okresie ¢ w ilosci A™x{™/, jak i tych, ktére

znajdowaly si¢ w zasobie jednostek z przedziatu wiekowego [z, 7+/) na poczatku okresu f (co

oznacza, ze osiagnely wiek 7 okreséw w okresie #-1) i w ilodci p(™/2(*) zmarly w tym okresie
nie osiagajac wieku 7+/ okresow:

y/'(r) =/1(”x,(’) +7(f)zl(:l) , (3.26)

gdzie wspélezynnik /" oznacza stope wymieralnosci (w demografii w zastosowaniu do

tablic przezycia/wymieralnosci wspoiczynnik ten jest nazywany prawdopodobienstwem



zgonu) jednostek z przedziatu wiekowego [ 7 7+7), ktére nalezaly do tego zasobu na poczatku
okresu r° (innymi stowy wspétczynnik y(*/ okresla, jaka cze$é jednostek, ktére w okresie ¢~/
osiagnely wiek rokresow zmarta w okresie ¢ nie osiagajac wieku 7+7 okresow).

Starzenie si¢ powoduje, ze wszystkie jednostki, ktére w ilosei z/*/ byly na poczatku
okresu + w wieku nalezacym do przedziatu [z ¢+1) opuszczajg ten zaséb w czasie o diugosci
doktadnie jednego okresu; jedna czg$¢ jednostek w ilosci 'z}, jak wspomniano wyzej,
opuszeza w okresie ¢ zaséb ten na skutek wymierania, wzor (3.26), a czesé druga - skupiajaca
jednostki, ktére przezyly i w iloci ) osiagnely wiek z+/ okreséw opuszcza zasob
jednostek z przedziatu wiekowego [z r+1):

X =y =1y )2l t=0,1,2..; (327)
lub:

T =y (D =y 1= A)T), =0,1,2,...; (3.28)

poniewaz:

2 =1 -2 )x” t=0,1,2,..; (329

na podstawie tego, ze czesé jednostek 1 x(™/, ktére w okresie ¢ zasilily zaséb jednostek w
wieku z przedzialu [z z+/) wymiera w tym samym okresie ¢ nie dozywajac wieku r+/

okresow.

’ Zatozenie o nigjednakowych wartosciach wspétczyanikéw A iy’ bierze sie stad, ze jednostki, ktére

nalezaly do zasobu jednostek z przedziatu wiekowego {7 #+7) na poczatku okresu sg starsze od tych, ktére
zasilily ten zaséb w okresie £. Wartosci te moga rézni¢ sie w istotny spos6b w nastepstwie wielu czynnikdw,
migdzy innymi sezonowosci, dynamiki urodzen, dlugo$ci okresu bedacego jednostka pomiaru, wartosci

parametru 7, i in.



Zaleznos¢ (3.29) liczby jednostek x{™", ktére w okresie ¢ powiekszyly stan jednostek z

przedzialu wiekowego [ 7+, 7+2), (osiagnety wiek 7+/ okreséw), od liczby jednostek, ktére w
okresie #-7 powigkszyly stan jednostek z przedzialu wiekowego [z 7+7]), jest modelem
opbznienia prostego o jeden okres. Oznaczajac iloczyn (I1-o/%)=(1 A1) (1-4%) wzar (3.28)
mozna zapisa¢ w sposéb skrécony:

X =y =1 —a™ )], =0, 1,2,..; (3.30)

W modelu generacji srednia rozkladu opdZnienia jest na podstawie wzoru (3.22) réwna
wyrazeniu 1-1” i ma specyficzng zwigzang z tym modelem interpretacjg: jest to czas, jaki
Srednio przebywajg jednostki w zasobie jednostek z przedzialu wiekowego [z 7+17). Wielko$é
ta jest mniejsza od jednoéci, poniewaz czas ten jest srednig obejmujaca zaréwno jednostki,
ktoére przezyly petny jeden okres oraz te, ktére w okresie ¢ zmarty.

Powyzszy model jest elementem sktadowym modelu opisujacego rozwoéj populacji, w
ktorej jednostki nalezace do poszczegdlnych przedziatdéw wiekowych sa opisane przez
zaleznosci (3.24)-(3.29).

Okreslenie zwiazku miedzy generacjami, mozliwe dzieki wykorzystaniu zaleznosci (3.27),
(3.28) i (3.29), pozwala na prowadzenie analizy kohortowej. Wpierw zbadana zostanie
zaleznos¢ miedzy natezeniem strumienia jednostek, ktére przezyly od natgzenia strumienia
jednostek zasilajacych zaséb poprzedzajacy.

Na podstawie (3.30) w wyniku rekurencyjnego podstawiania otrzymywane s3 réwnowazne

wzory:

k-1
y’”(r} =H(1_a(f‘i))x’(_":‘l), T:k, k+1, k+2,...;
i=0

lub (3.31)

k=)
st flr-am, =012

i=0



ktére pokazuja zaleznosé liczby jednostek z przedziatu wiekowego [r+x r+x+1), ktére w
okresie t+k przekroczyly wiek 7+x+1, od liczby jednostek, ktére w okresie ¢ osiagnety wiek ¢

okresow.
Wzory (3.31) oraz uwzglednienie (3.30) po przeksztalceniu polegajgcym na przyjeciu =0
pozwalajg na sformulowanie wzoru okreslajgcego ewolucje liczby jednostek urodzonych w

okresie 1y w kolejnych okresach: ¢ =tp+1, ty+2, tp+3,...:

t=tg~1
x{ort) =y ) = TT(1=a 6", t-tg=1,2,3,... (3.32)

[
Na podstawie wzoréw (3.24) i (3.29) zgony w poszczegdlnych generacjach opisujg
ponizsze wzory:
YO 2 A% 4y = A )5
YO =2 (1= )x(% + y P (1=a )(1- XV )x(*)

W =A(1=a 1= )x% + y (1= (1o )(1- X )52

-l T =1
yl(fk) =/l("’x,’_”2)n(1—a(”)+ 7(&)(]_/q'(f:))x’(‘UJ)H(I_a(f))

=0 =0
Laczna wielkos$é zgonéw y’, w okresie f, jest réwna sumie zgonéw we wszystkich

generacjach w okresie f; przy wyprowadzeniu ponizszego wzoru wykorzystane dostrzezenie

tego, Zze w sgsiadujgcych réwnaniach wystepuja wyrazenia zawierajace te sama zmienng x, % :

Tk
1] 1 2)
y’,=y',( /+y'1( )+y,l( +””yll(fk)=zyvl(f)

=0

Ty (r=1) =1 .
v =/1{0)x((0)+ Z[ﬂ'(r}_‘_I_ZWJH(]_a//))xl(—oz (3.33)
- i=0

=/




Wielkos¢ zgondw jest, jak to pokazuje wzér (3.33), modelem skorczonego opéZnienia
roziozonego z wspdlczynnikami struktury opdznienia opisanymi za pomocg nastgpujacych

wzordw

(-1} T~/
vg=A, v, =[1 i +1—7—7;U]H(1 ~a)r=12..; (334
e i=0

$rednig dlugoscig trwania Zycia oszacowywang za pomocg wartosci $redniej unormowanej

struktury opdznienia (3.33):

Ty

v,
=l (3.35)

T

vf

=0

dla ktdrej ponadto oblicza sig przecigtne dalsze trwanie zycia jednostek w wieku nalezacym

do przedziahu [z, +/]:

L (3.36)

Warto$é wyrazenia (3.35) bedgc wartoscig srednig rozktadu opdznienia méwi o przecigtnej
dhugosci trwania zycia jednostki w populacji o ustalonych stalych wartosciach
wspotezynnikéw A, ¥¥, r= 0, I, 2,..; wielkoéci tej nie nalezy utozsamiaé z przecigtnym

wiekiem jednostek, ktore w danym okresie umarty, poniewaz wielko$¢ t¢ okresla $rednia

rozktadu wynikowego:

¢ Wspolczynniki we wzorze (3.34) sa w istocie wspoiczynnikami rozkladu opéznienia, na co wskazuje wiele

przestanek, jednak bez podania formalnego dowodu wspoélczynniki te interpretowane s3 roboczo jako

wspétczynniki struktury opéZnienia.



Z T v,x("
= (3.37)

2 vl

=0
ktorej warto$é zalezy, jak to pokazano w Rozdziale I, od wartosci Sredniej rozkiadu
op6znienia (w tym wypadku (3.36), oraz od dynamiki zmiennej niezaleznej’ (w tym wypadku

dynamiki urodzen w kolejnych latach: x/%, x%, x(%), ..

1I1.4.3 Model kredytu. Staly rozktad

Makroekonomiczny model kredytu opisuje proces ksztaltowania si¢ zadluzenia z tytutu
kredytu i splaty kredytu jako funkeji preferencji terminowych kredytobiorcéw i rozktadu
splat, zostal zaproponowany w pracy Gadomski J.(2009).

Model zostal oparty na nastg¢pujacych zalozeniach. Kredytobiorcy zaciagaja kredyty z
réznymi okresami splat. W okresie # w systemie bankowym udzielone sg kredyty w
wysokosei x; o nastgpujacej statej strukturze: czesé o jest udzielona z okresem splaty do
jednego miesiaca, czgsé o udzielono na jeden miesigc itd., cze$é a’*’udzielono na i
miesigcy, przy czym przez iy (liczba naturalna) oznaczono okres splat wyrazony liczbg
miesigcy. Zbidr wspdlczynnikow o ), i =0 I., i, okresla rozklad terminowy/ strukture
strumienia udzielonych w okresie ¢ kredytéw. Struktura strumienia udzielonych kredytow jest
ksztaltowana przez preferencje kredytobiorcéw, ktdre zalezg od wzglednej wielkosci zadania
inwestycyjnego w relacji do oczekiwanych zyskéw kredytobiorcy®. Przy ustalonym
schemacie splat kredytow struktura zadluzenia z tytutu kredytow zalezy od dynamiki kredytu

i rozktadu terminowego strumienia kredytu.

7 Wazrost liczby urodzefi powoduje spadek, a spadek liczby urodzen powoduje wzrost wartosci $redniej rozkladu

wynikowego.

# Model nie opisuje ksztattowania si¢ dochodéw i kosztow odsetkowych.




Zatem:

) iy . i »
x =y =Yl YaV=1, (3.38)

gdzie x;, i=0,..,i; oznacza kredyt udzielony w miesiacu ¢ z okresem splaty / miesiecy.

Przy zalozeniu doskonatej szczelnosci systemu kredytowego, tzn., ze wszystkie kredyty sa

sptacane w calosci i w terminie, strumienie splat kredytéw o poszczegdlnych terminach

opisane s3 w nastgpujacy sposob:

- sptata kredytéw o terminie ponizej miesiaca y® w miesigeu ¢,

W =a|aOx +(1-a®)x,_ )= a@ x4 (1)) (3.39)

- splaty kredytéw y,( " z terminem i-miesigcznym, i = I,.., i, W miesigcu t;
i i (i)
i
Z ¥iej Z *j

; DX tX_,+.+x,, = j=
‘(:) =l 2=l 1—2. 1 ___a(l) s=t . — J= . . (3_39b)
! I 1

be

W przypadku splaty kredytéw o terminie splaty ponizej jednego miesigca przyj¢to, wzor
(3.39a), ze czesé o ™ kredytow tej kategorii jest splacana w tym samym miesiacu, a czesé
o (I-a™) w nastepnym. O wartosci wspdtczynnika a™, z zalozenia nalezgcej do
przedziatlu (0,1), decyduje dynamika strumienia udzielonego kredytu catkowitego oraz
rozklad dlugosei (liczonej w dniach) tych kredytow (w przypadku rozkladu réwnomiernego i
w stanie ustalonym wielko$¢ ta powinna przyjmowaé w przyblizeniu wartosé ™ =1/2).

W przypadku splaty kredytéw o terminie splaty powyzej jednego miesigca przyjgto, wzér
(3.39b), ze okres splat jest wyrazany za pomocg liczb catkowitych, oraz ze splaty sg
réwnomierne i rozpoczynajg si¢ W pierwszym miesigcu nastgpujacym po miesiacu, w ktérym
zostal udzielony kredyt.

Z zaleznosci (3.39a) i (3.39b) wynika, ze w stanie ustalonym, gdy zmienna niezalezna

przyjmuje stalz warto$é x*= x, x.,..; splaty kredytéw w poszczegdinych terminach y/"sa

réwne kredytom udzielonym z tymi terminami splat y/” = x{" =ax, = a//x *.



Strumien lacznych splat kredytow w miesigcu ¢ jest sumg splat kredytéw o réznych
terminach sptat:

Yo=Yy ey (3.40)

Powyzsze zalozenia wskazujg na to, ze strumiefi splat y jest opdéZnieniem utworzonym

przez sumowanie #+/ opOZnien, przez co zastosowanie znajdujg wlasnosci przedstawione w

Rozdziale .
Struktura terminowa strumienia splat wyrazajaca si¢ wartosciami udzialéw splat

poszczeg6lnych terminéw w catosci splat w danym miesigcu jest definiowana w nastgpujacy

sposéb:
_ ® 0]
LY AR R Y (3.41)
Y, Z &
J=0

Ze wzordw (3.40) i (3.4]1) wynika, ze w stanie ustalonym struktura terminowa strumienia
splat jest identyczna ze strukturg terminowsa strumienia udzielonego kredytu. Na podstawie
rozwazan przedstawionych w Rozdziale I wiadomo, ze rozklad wynikowy opdznienia ulega
zmianie wraz ze zmianami zmiennej niezaleznej X; wzrost tej zmiennej odksztalca rozkiad
wynikowy opdznienia U w ten sposob, ze wartosci wspoiczynnikéw rozktadu wynikowego o
nizszych indeksach wzrastaja, a wartosci wspoétczynnikéw o wyzszych indeksach maleja, w
czego rezultacie wartos¢ srednia rozkfadu wynikowego opéZnienia zmniejsza sie.

Ze wzordw (3.39) i (3.40) wynika ponadto, ze strumienie splat kredytéw poszczegdlnych
kategorii to zaleznosci bedace modelami opdznienia roztozonego wielkosci tacznego kredytu
udzielonego we wezeéniejszych miesigcach o rozkladach: skonczonych i réwnomiernych W%,
i=],.i; (z wyjatkiem rozkladu W sptaty kredytéw z okresem splaty ponizej miesigca), o

warto$ciach $rednich ksztattujacych si¢ odpowiednio®:

® Z uwagi na proste przeksztatcenia, wzér (3.41) podany jest bez wyprowadzenia.



1-a | i=0;

m(W )= > 3.42
w) ,Zj e (3.42)
ALY
i 2

Z zaleznosci (3.42) wynika bezposrednio, ze wartosci $rednie rozkladéw AMW®)
opoznienia odpowiadajace poszezegolnym terminom kredytu sa rosnaca funkcja diugosei 7,
i=0,1,..,&; okresu sptat:

M%) < Mv™) <. sMw®) <Mw )

Strumien sptat kredytu y, jest sumg strumieni sptat kredytéw y¢

', udzielanych na

wszystkie stosowane okresy sptat i= 0, I,..,i:

iy )
Y= ny(l) = aw)a'm) X + a(O)(l - a’(O) )x1—1 +
i=0
X,
+ a(l) -1 +
1
+ g Him X +
2
+ a(i) x,_, +X1_2.+..+XI_,- +
1
. o LA AR S A

b

Uporzadkowanie wyrazen we powyzsZym wzorze pozwala na zapisanie go w innej formie:



e
i=0

a® g®  g® 2
+x_(—F—F— . F—)+
1 2 3 i,
2@ o® 2
+x,_5( F——t—t.t )+
2 3 i,
@A) (i)
[24 a
+x,_5( ot )+ (3.43)
3 iy
a® a®
+x,,( e e ——) +
i i,
(i)
[24
+ xl—i‘_ ( + . )’
b

ktéra mozna zapisa¢ w postaci zaleznosci:

i () i) (i)
v = [a(o)a'(o)lx, +[a(°)(1 — a'(o)) + Z—-——a - }x,ﬁ, + {iZ——a - Jx,_z + .t [a- ]x,_,k ,(3.44)
j=t 7 J !

j=2 k

ktora jest modelem skoficzonego opéznienia rozlozonego z rozktadem o wspotczynnikach:

. . . ie | 1) i ()
wy, =aa"™ w, = af )(I—a’”)+z —: wf:Z —i=23,.,i,. (3.45)
J=1 J=i J

Wspotezynniki (3.44) tworzg rozklad opéznienia, poniewaz zaleznosc (3.43) powstata w
wyniku zsumowania zaleznosci (3.39) oraz i zaleznosci (3.40), ktére sg modelami
znormalizowanego opdznienia rozlozonego, w ktorych wszystkie mnozniki dlugookresowe
przyjmuja wartosé 1. Jak pokazano w Rozdziale I, suma i/lub ziozenie modeli opdZnienia
roztozonego jest rowniez modelem opdznienia roztozonego.

Rozklad op6znienia dany wspétczynnikami opisanymi za pomocg wzoru (3.44) ma $rednia
wartos¢ op6Znienia m(W) réwna:

(0) w0 e (1) <5y )
m(W)=a(1-a" )+Y a —te2a m(w™), (3.45)
i=f

i=0




Wzér (3.45) jest otrzymany przez podstawienie do wzoru definicyjnego (1.12)

wspoiczynnikow okreslonych przez (3.43):

i o o a, a(il')
mWy=Y iw, =1*a@(1-a@)+1* T .......................... |+
i=l 1
a® 2@
+2 e, +— |+
2 i,
. 0) )
+i et —— |+
{ i,

Przez pogrupowanie w powyzszej zaleznoéci wyrazéw zawierajacych te same of?,

i=],...,ix; uzyskujemy:

iy o0
m(W):Ziw,.=1*a(o)(1_a,(o))+[1*a1 J+
i=]
2 (2)
+(1*a2 +2*a2 ]+

b T I

1)
g™ )4 O] )+ m(i+1)
a(l-a"’) ; ZJ a(l-a"") Z 5

= Zaf Im(w ).
i=0

Zaleznos¢ (3.40) wskazuje na istotng wiasno$é $redniego opdéZnienia w tym modelu:
srednie opdznienie calosci jest wazong srednia op6znienia w poszezeg6lnych terminach, przy

czym wagami sg wspblezynniki struktury terminowej kredytu.



Poniewaz calo$¢ zadluzenia z tytutu kredytu z, jest sumg zadluzenia we wszystkich
terminach udzielonego kredytu, wielkos¢ te opisuje nastgpujaca zaleznos¢:
7, =2 + 20" 4.+ 2, (3.406)

ktéra — przy uwzglednieniu wzoru (3.11) — przyjmuje postaé'®:

i -1

z,=(1=wo)x, + (L= wy = wx +ot (L= D25y, (347)
=0

gdzie wspétczynniki w;, I = 0, 1, ...,ix; sg opisane za pomocg wzoru (3.45).

Celowe jest dostrzezenie réznic miedzy wzorami (3.10) i (3.46). O ile w pierwszym
wielkosel z, ; przedstawiaja, jaka cze$¢ strumienia X, ktéry wplynat w okresie #-i do zasobu w
opOznieniu pozostaje, zalega w nim w okresie f, to w drugim ze wzoréw wielkosci
z{"/ reprezentujg wyréznione, ze wzgledu na okreslong ceche, czeici zasobu catkowitego w
op6znieniu; w rozwazanym modelu kredytu cecha tg jest termin kredytu a w analizowanym
wezesniej modelu demograficznym cechg tg jest przedzial wiekowy. W zwigzku z tym, o ile
najezedciej z/ # z,,,i = 0, 1,...,i; to zawsze zachodzi relacja:

(i)

z=2{"+z" . 4z =z 4z, 4.2, ,
pokazujaca, ze struktury czasowe obu tych kategorii zasobéw s3 z zasady rézne (jednak nie
mozna wykluczy¢ przypadkéw, gdy sa rowne dla poszczegdlnych indeksow). Wyrazenia:
z,=(1 —iw,)x,_,., i=0, 1,..,ig
=
we wzorze (3.47) sa interpretowane, zgodnie z zaleznoscig (3.17), jako czesei strumieni X,

ktére wplynely w okresach r-i, i=0, 1,..,is; 1 zalegaja w nim tworzgc zaséb w ilodci z, ; pod

koniec okresu ¢.

' W tym przypadku mamy do czynienia z modelem skorficzonym. Na uwagg zasluguje gérna granica
sumowania,  ktrej  warto$¢ jest nastgpstwem tego, ze dla  wszystkich i2>i  zachodzi

iy Iy @
réwnos’éZWi =Z W, = ZW,. =1,
i=0 =0 =0




Wielkodé zadhizenia z z tytutu kredytow udzielonych na i miesiecy pod koniec miesiaca

t wynosi, gdy i=0:

2" =(1-a )5l =(1-a"" )a¥x,, (3.482)
(poniewaz czed¢ a'™ a”x tego kredytu jest splacana w tym samym miesigcu) oraz dla

kredytéw udzielonych na i miesi¢cy, i = 1,...,%;

I S T _
2@ =;xf')+—l.-xfi)1+ +.x(l),+; a(r)z( j)r—j' (3.48b)

W modelu kredytu wspélistnieja dwie struktury zasobéw w opéznieniu: pierwsza
(zwigzana z rozkladem S 1 rozkladem wynikowym (@) odzwierciedla rozktad wieku
niesptaconego kredytu, oraz druga, zwigzana ze strukturg terminowsa w stanie ustalonym, i
wynikowsg terminowa strukturg udzielonych kredytéw. Analogicznie, jak to mialo miejsce w

przypadku rozkladow S i Q, moina dla tych dwdch ostatnich struktur zbudowaé rozklady,

odpowiednio S’1 0’

(1 o'’ )a(ﬂ)

- _,gdyl—
(1- a”"’)a”’+2a”’2(1_ )

i=l

sl(')___4 ,

i~ e ;
)
27

i 1/ -
(1-a"" )a'” +) a'y (———_jjs
i=l =0\ 1

,gdyi=12,...

(1-a" )aVx,

(1 a’(o))a(o)x +Zd“}Z(l— ] Xiej

(i) =1 =0

i) Z
(i) S
g ="—=

V4 il (s s
' a(l}z(l . j]x{_

(1-a"® )a™x, +Za”)2[ )

=0

,gdy i=0;

,gdyi>0




Podsumowujac: struktura zadtuzenia z tytutu kredytu ze wzgledu na wiek jak i na termin
udzjelonego kredytu zalezy w omawianym modelu od dynamiki strumienia kredytu w
miesigcach f, ¢-1,.,t-i oraz od ksztaltowania si¢ wspdélczynnikow rozkladu/struktury
preferencji a{'), i=0, 1,..,ix. Z rozwazai przedstawionych w Rozdziale I wynika, ze wzrost
strumienia zmiennej niezaleznej X zwigksza wplyw ostatnich wartodci tej zmiennej oraz
zmniejsza wplyw wczesniejszych wartosci tej zmiennej a tym samym wplywa na rozkiad

wynikowy opdZnienia zmniejszajac wartos¢ srednig rozktadu wynikowego opéZnienia.

OZNACZENIA
x, —warto$é zmiennej niezaleznej w okresie f,
¥y — warto$é zmiennej zaleznej w okresie ¢
v —wspéiczynniki opdznienia spelniajgce warunki: v,; 20, i =0, 1, ...,
¢, — zmienna losowa, o wartosci oczekiwanej réwnej zero i skoficzonej wariancji.
Ve Vi={v:i=0 1 2,.. } zbiér wspétczynnikéw opdznienia, struktura opdznienia.
a = iv ;i - mnoznik dlugookresowy opdzZnienia, mnoznik skumulowany,

i=0
m(W,} - warto$¢ $rednia rozktadu op6znienia zalezno$ci zmiennej ¥ od zmiennej X
6% (W,) - wariancja rozkladu op6znienia zaleznosci zmiennej Y od zmiennej X
(W) - mediana rozkladu op6Znienia zaleznosci zmiennej ¥ od zmiennej X
U - rozktad wynikowy opdznienia zaleznosci zmiennej ¥ od zmiennej X
m(U,) - warto$¢ érednia rozktadu wynikowego zaleznosci zmiennej ¥ od zmiennej X
Vel (Uy - wariancja rozkladu wynikowego zaleznosci zmiennej ¥ od zmiennej X

Uy - mediana rozkladu wynikowego opdznienia zalezno$ci zmiennej Y od zmiennej X
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