





Jan Gadomski

Miary opéznienia w modelach opéznienia roztozonego.

Streszczenie
W pracy podjeto problem okreslenia tzw. $redniego opdznienia w szeroko stosowanych w ekonomii
modelach opéinienia roztozonego. Przyjeta w literaturze przedmiotu i najczedciej stosowana miarg
opdznienia jest $rednia rozktadu opéinienia. Jednakze stosowanie tej miary jest w niektSrych
przypadkach wykiuczone (na przyktad, gdy rozkiad opéznienia nie istnieje) lub wtedy, gdy zmienna
niezalezna charakteryzuje si¢ wysoka dynamiks. W pracy zaproponowana miar¢ op&Znienia, nazwang
srednim opéznieniem wynikowych, ktéra w ocenie opdZnienia uwzglednia dziatanie nie tylko
mechanizmu opéznienia, ale réwniez wptyw dynamiki zmiennej niezaleznej na wartosci zmiennej

zaleznej.

Wstep

Zjawisko opdznienia wystepuje wtedy, gdy reakcja obserwowanego systemu lub jego czesci na
zimiang pewnego czynuika nie nastgpuje w catosci natychmiast, lecz jest rozlozona w czasie.
Opéznienia sa nieodlaczne od zwiazkéw przyczynowo skutkowych, w ktérych pojawienie si¢ zmian
obserwowanego zjawiska jest nastgpstwem réwnoczesnych lub poprzedzajacych je zmian wielkosci
bedacych przejawem wystapienia zjawisk bedacych przyczynami.

Modele opdZnienia stanowig wazny element konstrukcyjny modeli dynamicznych, objasniajacych
zmiany pewnych zmiennych zaleznych za pomocg zmian pewnych innych zmiennych, zwanymi
niezaleznymi. Modele te sa oparte na zatoZeniu, nie zawsze sformutowanym w sposéb jawny, ze
zmienna zalezna reprezentuje kategorig, kiGrej zmiany sg nastgpstwem zmian wartosci zmiennych
niezaleznych reprezentujgcych kategorie bedace przyczynami tych zmian.

Modele opdznien spotyka si¢ w modelach tworzonych dla potrzeb réznych dziedzin nauki i
réznych zastosowan. Na gruncie ekonomii zaleznosciami klasycznymi majgcymi posta¢ modelu
opoznienia s migdzy innymi: wplyw nakladéw inwestycyjnych na zaséb kapitatu, op6znienie zmiany
ceny krajowej importowanego surowca wzglgdem zmiany ceny tego surowca na rynkach
migdzynarodowych, op6znienie sprzedazy wzgledem zmiany ceny - lub w skali makroekonomicznej -
reakcja popytu konsumpcyjnego na zmiang dochodu dyspozycyjnego, czy wreszcie reakcja gospodarki
na zmiang stopy procentowe;j.

Celem modelu opdznienia jest opisanie zaleznosci zmiennej zaleznej od zmiennych niezaleznych.
W wielu przypadkach celem jest réwniez ustalenie wielkosci op6znienia zmiennej zaleznej wzgledem

zmiennych niezaleznych oraz w jakim stopniu zmiany te s roztozone, badz skupione w czasie.



W analizie opdznien wyodrebni¢ mozna dwa nurty badart. Nurt pierwszy, to analiza mechanizméw,
ktére decyduja o wiasciwosciach badanego opéznienia. Nurt drugi, to zagadnienia zwigzane z
estymacja parametréw modelu opdZnienia, czesto niewymagajace znajomosci mechanizmu
opéznienia. Podzial ten, co wymaga podkre§lenia, ma charakter gldwnie porzadkujacy; w wielu
badaniach postugujacych si¢ modelami opdéznienia roztozonego problemy zaliczone do obu nurtéw
okazywaly si¢ scisle z sobg zwigzane.

W rozwoju badan nad modelami opéznienia rozloZzonego zaangazowanie w rozwiazywanie
probleméw z obu tych nurtéw bylo nieréwnomierne. W pierwszym okresie uwaga badaczy byta
skupiona gtéwnie na konstrukcji i wlasno$ciach réznych modeli opdZnienia. Byly to przede wszystkim
prace: Fishera (1937), Koycka (1954), Solowa (1960), Almon (1965). Réwnolegle, chociaz z mniejszg
intensywnosciaq prowadzone byly prace poswigcone drugiej grupie zagadnien.

W okresie nastgpnym, ktéry - jak si¢ wydaje - trwa do chwili obecnej, dominujg prace poswigcone
zagadnieniom nalezacym do nurtu drugiego; sg to przede wszystkim prace: Grilichesa (1967),
Dhrymesa (1981), Maddali (1977), Kieina (1950). Wielka synteze osiagnie¢ na polu badania modeli
op6znienia stanowi ksigzka Dhrymesa (1981). Mimo, ze od jej pierwszego wydania ming¢lo ponad
trzydziescei lat, jest ona weigz fundamentalnym zrédlem wiedzy o modelach opéznien.

Na rozwdj drugiego kierunku badan wplynely gidwnie nastepujace czynniki: rozpoznano znaczng
czg$¢ podstawowych probleméw grupy pierwszej oraz dostrzezono wage i ztozono$¢ probleméw
estymacji. Waznym wydarzeniem bylo ukazanie sie artykutu Jorgensena (1966), w ktérej
zaproponowany zostal tak zwany model wymierny. Model ten z jednej strony charakteryzuje si¢ duza
elastycznodcia w tym sensie, Ze zwalnia od rozwiazywania probleméw nalezacych do pierwszego
nurtu analizy. Z drugiej strony stanowi zarazem, jak si¢ wydaje, przyczyng zjawiska niekorzystnego:
niedocenianie wagi probleméw nalezacych do nurtu pierwszego.

Niniejsza praca jest po§wiecona problematyce pomiaru opdznienia i z tego wzgledu nawigzuje do
pierwszego nurtu badan. Problematyka ta byla podjeta, miedzy innymi w Maddala (1977), gdzie
badany zostal wplyw agregacji czasu na $rednie opéznienie. Celem tej pracy jest dyskusja i
interpretacja  stosowanych miernikéw opéZnienia oraz zaproponowanie pewnej miary $redniego
op6Znienia zmian zmiennej zaleznej wzgledem zmian zmiennej niezalezne;.

Podejmowany problem wiaze sie z tym, ze konwencjonalnie stosowang miarg opdznienia jest
$rednia rozktadu opdznienia. Miara ta ma wiele zalet, ma jednak réwniez i zasadnicza wade — jest
statyczna. Oszacowane za jej pomoca Srednie opéznienie zalezy wylacznie od rozktadu opéznienia,
natomiast nie zalezy od ksztaltowania si¢ wartosci zmiennej niezaleznej. Jest to, jak zostanie
wykazane dalej, pewna ulomno$é¢ tego miernika, ktéra w okreslonych okolicznosciach moze
prowadzi¢ do powaznych bledéw: przeszacowania lub niedoszacowania wielkodci dredniego
opdznienia.

Praca sklada si¢ z nastepujacych czesci. W Czesci 1 przedstawiony jest uogdlniony model

opéznienia rozlozonego. W tej czgséci wprowadzone zostaja réwniez podstawowe pojecia




charakteryzujace rozklad opdZnienia: warto$¢ Srednia, mediana i wariancja rozkladu opGznienia. W
Czgsci 2 zaproponowana zostaje kategoria tzw. $redniego tacznego opdznienia oraz przedstawione
nicktdre jej whasnosci.

W Czesei 3 zawarte sa wnioski koncowe.

1. Model opéznienia roziozonego
Model opéznienia ze stalymi wspoiczynnikami' zapisuje si¢ w postaci nastgpujacej zaleznosci, na
przyktad Griliches (1972):
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gdzie:

X, — warto$¢ zmiennej niezaleznej w okresie ¢,

¥ ~ wartos¢ zmiennej zaleznej w okresie ¢

vi —i=0, 1, ...,°9, wspélczynniki opéZnienia spetniajace warunki: v; 20, i =0, /, ... o9
¢, —zmienna losowa, o wartosci oczekiwanej réwnej zero i skoficzonej wariancji.

Pomigdzy zmiennymi zalezna y i niezalezna x powinien zachodzi¢ zwiazek przyczynowo-
skutkowy, zatetn na wartosci zmiennej zaleznej nie powinny mie¢ wplywu wartosci zmiennej
niezaleznej z okresdéw pézniejszych, tj. t+1, t+2,... Jest to oczywisty powdd, dla ktdrego wyrazenie w
zaleznosci (1) jest sumowane po indeksach nieujemnych’.

Model (1) nalezy odczytywaé w nastgpujacy sposdb. Wplyw wartosci zmiennej niezaleznej x na
warto$¢ zmiennej zaleznej y nie musi dokonywac¢ si¢ w pelni natychmiast, lecz albo jest roztozony w
czasie albo nastepuje z opdznieniem po uptywie okreslonej liczby okreséw. Prawa strona réwnania (1)
ma z reguty postaé¢ addytywng lub taka, ktdra mozna przeksztalci¢ do postaci addytywnej (na przyktad
model multiplikatywny).

Wartos¢ zmiennej zaleznej y w okresie ¢ zalezy od:

*  warto$ci zmiennej niezaleznej x z tego samego okresu oraz z okreséw wczesniejszych
+ dzialania mechanizmu opdznienia powodujacego opdiniony wplyw zmiennej x na
zmienng y

+  warto$ci zmiennej losowe;j e;.

' Modele ze zmiennymi wsp6iczynnikami op6Znienia sa przedmiotemn badarn w wielu pracach, patrz:
Gadomski(1986), Otto(1986), Pesando(1972) i in.; stanowia uogdlnienie modeli ze stalymi wspéiczynnikami.
Postawiony w tej pracy problem odnosi sig réwniez do tej klasy modeli, wydaje sig jednak, ze poslugiwanie si¢
nimi nie przyczynilo by sig do lepszej klarownosci przedstawionego wywodu.

? Jednakze w szczegdlnych przypadkach przydatne bywa formalne sumowanie réwniez po indeksach ujemnych,
przy zalozeniu, ze dla wszystkich i < 0, v; = 0.



Zmienna niezalezna x moze przyjmowac skonczone wartosci ze zbioru liczb rzeczywistych; w
wigkszosci przypadkéw zaklada sig, ze przyjmuje wartosci dodatnie. Suma w réwnaniu (1) stanowi
tak zwang czg$¢ deterministyczna modelu opéznienia.

Zmienna losowa e, ujmuje wplyw, jaki na zmienng zalezng maja czynniki nieuwzglednione w
czesci deterministycznej modelu (1) oraz biedy pomiaru zmiennych x i y. Zmienna ta stanowi tak
zwany skiadnik losowy modelu opdznienia. O zmiennej losowej e, najczesciej zaklada sig, ze jej
warto$¢ oczekiwana jest réwna zero. Zmienna losowa e, bedzie dla uproszczenia zapisu pomijana
wszedzie tam, gdzie nie jest przedmiotem analizy.

Mechanizmem opéznienia nazywany bedzie ogét czynnikéw i okolicznoéci ksztaltujacych
wlasciwosci tego op6Znienia. Wiasciwodci te wyrazaja sig¢ wartosciami wspélczynnikéw opéznienia v,
i=0, 1, 2,...0 wspdlczynnikach tych najczesciej zakiada sig, ze sa nieujemne, v; 20, i=0, 1,2,..;a
ich suma
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powinna mie¢ skoficzong warto$é. Skonczona warto$¢ sumy (2) jest tylko postulatem, ktdry - nie

bedac warunkiem koniecznym — jest w wiekszosci przypadkéw spetniony. Bedzie o tym mowa w
dalszej czesci.

Wspbtczynnik v, jest nazywany mnoznikiem krétkookresowym (short-run multiplier) lub
bezposrednim, poniewaz wskazuje na sile oddzialywania zmiennej x, na zmienng y, bezposrednio w
tym samym okresie.

Wyrazenie

-

Sy, 3

i=]
jest nazywane mnoznikiem opdzZnienia, mnoznikiem skumulowanym, (interim multiplier) ujmujacym
wplyw, jaki na warto§¢ zmiennej y, w okresie f wywierajg wartoSci zmiennej x z okreséw
wczesniejszych, tzn. okreséw o numerach: ¢-1, t-2, ¢-3,..
Wyrazenie (2) ujmujace catkowity wplyw, jaki na warto$¢ y,, ktéra zmienna y przyjmuje w okresie
t, wywieraja wartoSci zmiennej niezaleznej z okresu ¢ oraz okreséw wczesniejszych, tj. x,, x.;, Xi2...}
jest nazywane mnoznikiem zupelnym lub diugookresowym (total albo long-run multiplier). Wartosci
wspdlezynnikdw opéznienia v;, [ = 0, I, 2,..; z rownania (1) sa wynikiem dzialania mechanizmu
op6znienia.
Model opéznienia ze stalymi wspélczynnikami jest stosowany, gdy:
* znajomos¢ badanego zjawiska jest niewystarczajaca do postugiwania si¢ modelem
bardziej zozonym (to jest ze zmiennymi wspdtczynnikami opdznienia)
*  istnieja przestanki pozwalajace na przyjecie zalozenia, ze mechanizm op6znienia nie ulega

zmianie.




Przedstawione wyzej warunki decyduja, Zze w literaturze zdecydowanie dominuja modele ze
stalymi wsp6iczynnikami.

Skoiticzonymi modelami opdZnienia rozlozonego nazywane sa modele, w ktérych wspéiczynniki v;
majg tg wlasnos¢, ze wartosci wszystkich wspéiczynnikéw o numerach wigkszych od pewnej liczby

naturalnej n sq réwne zero:

o0

n
Y= Zv‘. X, te = Zv,. x,_,+e . 4)

i=0 i=0
Réznica pomigdzy modelem nieskoficzonym (1) a modelem skonczonym nie sprowadza si¢ jedynie
do zapisu, ale wigze sig¢ rowniez z pytaniem natury ogdlnej: jak bardzo historia wplywa na
terazniejszos¢. Jesli istnieja przestanki wskazujace na skoiczono$¢ horyzontu czasowego, tzn.
istnienie pewnej dlugosci okresu powyzej ktorej zanika wplyw zmiennej niezaleznej na zmienna
zalezng, wtedy stosowanie modelu skoficzonego jest uzasadnione. Jednakze w niektdrych przypadkach
odpowiedZ na postawione pytanie moZe nie by¢ jednoznaczna i wdwczas bezpieczniejsze jest
postugiwanie si¢ modelem nieskoiiczonym. Na rzecz tego ostatniego czgsto przemawiajg wzgledy
informacyjne. Wspétczynniki opdZnienia w modelach nieskoniczonych sa opisywane za pomoca
nieduzej liczby parametréw. Jest to istotne w estymacji, poniewaz zwigkszenie liczby
wspoltezynnikéw zmniejsza liczbg stopni swobody.
Najprostszym przypadkiem modelu opéznienia jest model:

Vi=VeXi o+ €, =12 .; v, %0, 3)
nazywany opdéZnieniem prostym, dyskretnym lub zwtoka. Model (5) jest szczegblnym przypadkiem
modelu (1), w ktérym tylko wspétczynnik o numerze 7 jest nieréwny zero. Jest to model op6éZnienia
skupionego (nieroztozonego), poniewaz opéznienie jest w tym przypadku catkowicie skupione tyiko
w jednym okresie i réwne doktadnie 7 Z oczywistych wzgledéw przypadek, gdy 7 przyjmuje wartosé
0 jest nieinteresujacy.

Model (5) daje podstawg do interpretowania modelu (1) jako sumy opdZnien prostych tej samej

zmiennej niezaleznej.

2. Miary opéinienia

Znajomos¢ wspdlczynnikéw modelu opdznienia (1) w wielu przypadkach pozwala odpowiedzie¢
na pytanie, o ile okreséw zmienna zalezna jest opéZniona wzglgdem zmiennej niezaleznej. Odpowiedz
na to pytanie jest czgsto celem wykorzystania modelu opéznienia; zawsze przy tym stanowi cenna
informacje o badanym zjawisku.

Wypracowana w teorii modeli opézniein metodologia obliczania $redniego op6znienia
wykoizystuje, z racji daleko idacych analogii, metody i pojgcia stosowane w statystyce
matematycznej. Metodologia ta umozliwila, migdzy innymi, postugiwanie si¢ omawianym dalej

pojeciem rozktadu opéZnienia oraz pozwolila na skuteczne wykorzystywanie funkcji tworzacych w



analizie op6Znien. Na tej podstawie wartoé¢ srednig rozkladu opéznienia wykorzystano jako miarg
$redniego opéznienia.
Gdy suma (2) ma skoriczong warto$¢, zaleznosé (1) mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:
y,:aZwix,_,wLe,, (6)
=0

gdzie:

a - wsp6iczynnik zdefiniowany jako suma wspélczynnikéw v;, i = 0, 1, 2,..; w zaleznosci (1):
a= Zv, , @)

i=0
w; - wsp6tczynniki uzyskane w wyniku znormalizowania wspétczynnikéw v, i = 0, 1, 2,..,;

v, V.,

w; = Pl i=01, ., 09 (8)

= a
S
i=0

Wspétezynnik a w réwnaniu (6) - jeéli istnieje, tzn. ma skoriczong wartos¢ - jest z definicji réwny

mnoznikowi dtugookresowemu modelu op6Znienia.

Wspdtczynniki w; , i = 0, 1, 2,..; wzdr (8), spetniaja warunki:

iwi =lorazw;>0,i=0, 1, 2,... 9)
i=0
Zbiér wspotczynnikéw wy, @ = 0, 1, 2,.. , (jedli istnieja) tworzy rozktad opdinienia W pewnej
zmiennej losowej z:
Pr(z=i)=w, (10)

Dia rozktadu W definiowane sa:

m(W) - warto$¢ srednia rozktadu opdZnienia:

mW)= D iw, , (D
i=0
o (W) - wariancja rozktadu opéznienia:
(W)=Y wli-m(W)J* = i’w, -m’(W) . (12)
(=0 i=0

Whprowadzenie zmiennej x’.:

(13)

H.

Kl
gk
=
K

i=0
pozwala na zapisanie zalezno$ci (1) w nastepujacej postact:
y=ax’, (14)
Zdefiniowana w réwnaniu (13) zmienna x’, jest srednig wazong wartosci zmiennej niezaleznej x,;,

i=0, 1, 2,.., ktérej wagami sa wspoélczynniki opéZnieniaw, i=0, 1, 2,....



Réwnanie (14) pozwala na interpretacjc modelu opdznienia rozlozonego (1) jako zaleznosci
zmiennej zaleznej y od $redniej wazonej x” przeszlych wartosci zmiennej niezaleznej x.

Srednia rozktadu opéznienia m(W) jest przyjeta w literaturze miara opdznienia, na przyklad
Dhrymes (1971), Griliches (1967), Maddala(1977). Nalezy pamigta¢, ze o rozktadzie opéZnienia
mozna méwi¢ jedynie wtedy, gdy suma (2) jest zbiezna; warunek ten nie zawsze jest spelniony —
bedzie o tym mowa dalej.

Inna, rzadko stosowang miarg opéznienia jest mediana &( W), patrz Griliches(1967).

AW) = arg {—%=ZWI} (15)
iz8

Wariancja rozkladu opéznienia o(W) stanowi miare rozlozenia opSznienia (przeciwiefistwo
skupienia), ma wiasnosci podobne do wariancji rozkladu prawdopodobienstwa: jest nieujemna oraz
przyjmuje wartos¢ zero wytacznie w przypadku rozktadu jednopunktowego, ktéry w kategoriach teorii
opéznienia roztozonego odpowiada przypadkowi modelu zwioki (op&znienia dyskretnego), réwnanie
).

Dla wyjasnienia, dlaczego s$rednia rozkladu opéznienia m(W) jest stosowana jako miara
opdznienia, przydatne jest wprowadzenia pojgcia stanu ustalonego. W celu uproszczenia zapisu
zmienna losowa ¢, bedzie pomijana.

Stan ustalony wystgpuje wtedy, gdy zmienna niezalezna przyjmuje staly warto$¢ x*, w czego
nastepstwie, na podstawie warunkéw (9), zmienne x’ i y, przyjmuja odpowiednio wartosci:

x'y=x*oraz y, = y*, (16)
gdzie y* = a x*.
Nastepujaca dalej analiza zmierza do okreslenia czasu, ktdry jest potrzebny do tego, aby model

powrdécit do stanu ustalonego po jednorazowym zwigkszeniu wartosci zmiennej niezaleznej w okresie

t = 0 o wartosé Ax:

x* L t<0
X = { x*+Ax,t=0. (¢¥)]
x* >0

Jesli model opdznienia jest skoriczony, rdwnanie (4), to stan ustalony zostaje przywrécony w
skoficzonym czasie n okreséw. W przypadku modelfu nieskonczonego stan ustalony jest przywracany
w czasie nieskoiiczonym. Z tego powodu przydatniejsza miarg opdznienia jest przecigtna diugos¢
trwania odchylen od stanu ustalonego

W okresie £ = 0 zmienna zalezna x’ przyjmuje wartosc:

Xog=wo (x* 4+ Ax )+ wyx* + wyx® 4. =wy Ax + x¥

w okresie t = I:

X'y = wo X+ wy (x* + Ax ) + woxT 4+ = wy Ax + X%



w okresie ¢ = 2:

Xy = wexF+ wyx* 4+ woy (x¥+ Ax )+ = wy de + x¥,

itp.

Z powyizszych zaleznosci wynika, 7e powstale w okresie r+ = 0 odchylenie wartosci zmiennej
niezaleznej od wartosci x* ze stanu ustalonego o wielko$é Ax (zakl6cenie, zaburzenie stanu
ustalonego) zostaje roztozone w wartosciach zmiennej zaleznej x’ w kolejnych okresach w ten sposéb,
ze w okresie t = 0 warto$¢ tej zmiennej odchyla sie od wartosci x* o warto$¢ wy Ax, po uplywie
jednego okresu o warto$¢ w;dx, po uptywie dwéch okreséw o warto$é w,4x itd. Nietrudno zauwazy¢,
Ze suma tych odchylen wynosi

D wAx= Ax.
i=0

W tym kontekscie warto$¢ wspdlczynnika w, i = 0, 1, 2,..; okreSla, jaka cze$é zaklécenia Ax
wplywa na warto§¢ zmiennej x’ po uplywie i okreséw od pojawienia si¢ zaklécenia. Srednie
opéznienie jest obliczane jako $rednia wazona diugo$é okresu ukazywania sig ,,echa” tego zakldcenia,

w ktérej wagami sa wspdtczynniki rozkfadu opéznienia:

Powyzsza suma jest tozsama z wartoécia $rednig rozkladu opéznienia m(W), wzér (11). Zatem
wartos¢ srednia rozkladu opéznienia m(W) mozna interpretowaé jako éredniag diugosé okresu, w
ktérym nastgpuje przywrécenie stanu ustalonego po jednorazowym zakiéceniu w ustalonym okresie. Z
uwagi na to, ze m(W) zalezy od wspédlczynnikéw opéznienia a zarazem nie zalezy od wartodci
zmiennej niezaleznej, jest to wielko$¢ charakteryzujaca mechanizm opdZnienia.

W przypadku, gdy model opéznienia jest modelem opéznienia prostego, wzér (5), zrozumienie i
interpretacja m(W) jako miary wielkosci opéznienia jest najprostsze, nietrudno bowiem zauwazy¢, ze
w przypadku rozktadu jednopunktowego zawsze zachodza zaleznosci: m(W) = toraz a¥(W) = 0.

Gdy model opéznienia jest modelem opGznienia skofczonego, wzdr (4), i nie jest modelem
opdznienia prostego, wplyw jednorazowego zaburzenia stanu ustalonego ustaje po uptywie n okreséw
— stan ustalony zostaje w pelni przywrécony po n okresach. W tym przypadku zachodzi zawsze
relacja: m(W) < n.

W przypadku, gdy model opéznienia jest modelem opdznienia nieskoficzonego (1), o czasie
trwania wplywu jednorazowego zaburzenia stanu ustalonego mozna méwi¢ wylacznie wtedy, gdy

suma (2) ma warto$¢ skonczona. Gdy warunek ten jest spetniony, wplyw ten nie zanika w okresie



skoficzonym, lecz w dluzszych okresach staje si¢ pomijalnie maly. Wynika to z warunku zbieznosci
sumy (2):

lim w;=0.
i—ee

W przypadku modelu opdznienia nieskoriczonego ze zbieing suma (2), dla dowolnie malej

wielkosci 7, 17>0, istnieje skonficzona wartos¢ indeksu i’, i’ = 1, 2,..; taka, ze:

ﬁ:wi =1-n
i=0

Istotng wiasnoscig modelu (1) jest to, na wartos¢ oczekiwanag £(y, ) zmiennej zaleznej y, w okresie ¢
sktada si¢ suma iloczynéw v; x,,, i = 0, I, 2,..; ktdre reprezentujg taczne/wypadkowe dziatanie dwéch
mechanizméw: mechanizmu opdézZnienia oraz mechanizmu ksztaltujacego warto$¢ zmiennej
niezaleznej x. lloczyn v; x.;, { = 0, 1, 2,..; mozna interpretowac jako wktad wartoéci zmiennej sprzed i
okreséw w warto$¢ oczekiwang zmiennej zalezne;j.

Wyrazenia:

Uiz~ =012, (18)
E(y, )

ktore beda nazywane udziatami lub wspétczynnikami udziatu, mozna interpretowaé jako oczekiwane
udzialy wartosci zmiennej niezaleznej sprzed i okreséw x,.; , { = 0, 1, 2,.; w warto$ci zmiennej
zaleznej y, z okresu 7. Na podstawie przyjetych zalozen, wspélczynniki te - wzér (18) — spetniaja

warunki:

Zu, =lorazu,;20=i=0,12,.; (19)

i=0
Ze wzgledu na powyzsze wilasnosci mozna powiedzie¢, ze wspotczynniki udziatu tworzg
rozktad U, pewnej zmiennej losowe) z’, takiej, ze:
Pr(z’=i)=t,
Rozklad ¥/, nazywany dalej rozkltadem wynikowym, charakteryzuja podstawowe parametry:

m(U,) - warto$¢ srednia:

m(U,) = Ziu,,. , (20
i=0

oz(U,) - wariancja:
AU =Y li-m(U, )Fu, =Y ifu, ~[m(v, )F . 2
i=0 i=0
Udziaty u, ; sg ksztaltowane przez dwa mechanizmy: opéznienia, wyrazajacy si¢ poprzez wartosci

wspotczynnikéw opdznienia w;, i = 0, 1, 2,..; oraz mechanizm generujacy wartosci zmiennej

niezaleznej: x, X,.;, X¢.z,--



Warto$¢ $rednia rozkladu opdznienia m(W), wzér (11), jest dobra miarg opdznienia, jesli
zmienno$¢ zmiennej niezaleznej jest ograniczona, a odchylenia od wartosci $redniej mieszcza sig¢ w
okreslonych granicach. Sytuacja taka wystgpuje na przyklad wtedy, gdy zmienno$¢ zmiennej
niezaleznej x mozna przypisaé dzialaniu czynnika losowego & o zerowej wartosci oczekiwanej,
E(&)=0, a jej wartosci maja ustalong warto$é¢ oczekiwana E(x,)=x* i ograniczona wariancje¢ o

xy=x*+¢g. (22)
Przy tak przyjetym zalozeniu wartos¢ oczekiwana zmiennej zaleznej E(y,) jest réwna:
E(y,) = E[ivi (x*+g,; )+e,]=x*iv,. + Ei:i v; e,_,.:l+ E[e,]——-ax* =y*, 23)
i=0 i=0 i=0
poniewaz:
E[:iv, E,A,:l= Ele ]=o0.
i=0

Gdy spelnione jest zalozenie (22), wartoécia oczekiwana modelu (1) jest stan ustalony, a udziaty

Uy, i =0, 1, 2,..; wzér (18), sa réwne:
wi=w,i=012..; 24)

Jesli zmienna niezalezna spelnia zatozenie (22), wspdlczynniki udziatu u,;, i = 0, 1, 2,....; 53 réwne
wspbtczynnikom rozkladu opdznienia, wzér (24), co oznacza identyczno$é rozkladéw W i U,
Ponadto, z uwagi na to, Ze ich wartoéci nie zaleza od czasu, indeks czasu ¢t we wzorze (24) moze byé
opuszczony .

Jakosciowo inna sytuacja ma miejsce, jesli zmienna niezalezna x charakteryzuje staty wzrost (lub
spadek). Niech zmienna niezalezna x wzrasta ze stala stopa wzrostu r, r>0. Wtedy wartosci zmiennej

niezaleznej mozna przedstawi¢ za pomoca nastepujacej zaleznosci:

xi=x(l+r) '\ x>0,i=0,1,2,..; (25)
a model (1) przyjmuje postac:
E(y,)= Zv‘. x, ;= x‘Zv‘.(I+r)_[ =ax,Zw[(1+r)_‘ . (26)
-0 i=0 i=0

W tym przypadku udzialy u,;, i = 0, ], 2,...; obliczone na podstawie wzoréw (18) i (25), sa réwne:

(1+r)? (1+r)"
w= ¥ wIRTT o @7)

Svi(l+r)? iwj(ur)-f
j=0

j=0

W szczegdlnym przypadku wzrostu ze staly stopg r, udzialy opisane za pomoca wzoru (24) nie
zaleza od czasu. Zachodzi tu podobienistwo z przypadkiem losowych odchylen od stanu ustalonego,
wzdr (24); réwniez w tym przypadku indeks czasu t moze byé pominigty.

Natomiast podstawowa rdéznica polega na tym, ze w przypadku wzrostu zmiennej niezaleznej

udzialy u,;, i = 0, 1, 2,...; sa funkcja wspélezynnikéw opéznienia, ich numeru oraz stopy wzrostu
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zmiennej niezaleznej. Gdy r = 0, wtedy u,; = w;, i = 0, I, 2,...; zachodzi réwno$é rozkladéw Wi U,
Réwnoé¢ tych rozkladéw zachodzi réwniez wtedy, gdy rozktad W jest rozkfadem jednopunktowym,
czyli wtedy, gdy model jest modelem opdznienia dyskretnego, wzor (5). Wzrost wartosci r powoduje
narastanie réznic pomigdzy rozkladami Wi U,

W przypadku stanu ustalonego tub gdy zmienna niezalezna zachowuje si¢ zgodnie z zatoZeniem
(22), wartos¢ $rednia m(W) jest poprawng miarg opéZnienia w modelu (1). W innych przypadkach,
gdy zmienna niezalezna podlega ztozonym zmianom, bardziej adekwatna miarg $redniego op6Znienia
jest wielko$¢ m(U/,) bedaca srednig wazong dlugodcia okreséw opéznienia, ktérych wagami sa

wspdtczynniki udziatu w,;, i =0, I, 2,...;
Ziu,i .
i=0

Teza ta zostanie teraz zilustrowana analiza nastgpujacego problemu: jak stopa wzrostu r wptywa na
wielko§é m(l/,).

Zagadnienie to bedzie analizowane przy zatozenin, ze warto$¢ mnoznika dtugookresowego a jest
skoficzona oraz istnieje srednia warto$¢ m(W) rozkladu W. Ponizej przedstawiony zostanie dowod
tego, ze przy dodatnich warto$ciach stopy wzrostu r zachodzi relacja:

m(U) <m(W). (28)

Dowéd powyiszej tezy jest przeprowadzony wprost przez zrozniczkowanie wietkosci m(U)

wzgledem stopy wzrostu r:

dm(U)_d | iwi(1+r)”
dr dr [=OZW,-(I+")_]
j=0

I—I-Z-i2w1(1+r)"ij(1+r)_j——i—z-iwi(l+r)'i S w141y
biri3 = riz e

[iwj(1+r)_j j'
i=0

2

S w1y =Y ciw (1) Y jw (14 ) )
- l i=0

=0 j=o 1 S 2
‘:m v 3 ]—:;-;Ill,+(§lll,} ,
Dow(1+r)7
j=0

T I+

i ostatecznie:

(lm(U)= -c¥(U) 29)
dr +r

Z tego, ze prawa strona zaleznosci (29) jest ujemna wynika, ze wartos$é¢ $redniej rozkladu U, maleje

wraz ze wzrostem stopy wzrostu r, z czego wynika prawdziwos¢ relacji (28). Ze wzoru (29) wynika

1}






mamy do czynienia z modelem skoficzonym, ktdry jest zawsze zbiezny przy ograniczonych
wartoéciach wspétczynnikéw i zmiennej niezaleznej.

Sposéb drugi, nie wymagajacy zalozenia o skoniczonosci horyzontu historycznego, opiera sie na
zatozeniu, ze w calym okresie, w ktérym czas przyjmowat wartoéci od -oo do ¢, inwestycje wzrastaly z
przecigtng stopa r, r > 0. W tym wariancie zbiezno§¢ szeregu, ktérego wyrazami sa elementy ciagu
geometrycznego, jest zapewniona przez zbieznos¢ tego ciggu przy dodatniej wartosci przecigtnej stopy
wzrostu r. Zatozenie to pozwala na przyblizone odtworzenie minionych nakiadéw inwestycyjnych:

La=1(1+r) o=l 1+r)2 b=l 1 +r)7 5 i=01, 2.
oraz, po podstawieniu odpowiednich wyrazéw do sumy (28), na przedstawienie kapitatu X, za pomoca

nastgpujacego réwnania
K= 1Y (Hr) =1(1+r)/r
i=0

Obliczajac na podstawie wzoru (18) wspdiczynniki udziatu u, ;

- I,(]+r)v'.=r(]+r)_i=r(]+r)-u+n i=0 1 2
I+r I+r ' v

t
r

Ui

mozna obliczyé, zgodnie ze wzorem (20), Srednie opéznienie:

= . I T , i
m(U) =§tu“ =§1—1—:r—(]+r) ! =7+—r—21(1+r) "=

i=0

~ i~

W omawianym przykladzie srednie taczne opéZnienie jest funkcja przecigtnej stopy wzrostu
inwestycji: im nizsza warto$¢ tej stopy, tym wyzsza wartoéé tej Sredniej.

Przyjmujac, ze przecigtna w calej historii stopa wzrostu inwestycji r wyniosla 5% rocznie,
uzyskujemy wartos¢ sredniego opdznienia réwna 20 lat.

Poniewaz w analizowanym Przykiadzie wspétezynniki udziatu u, pokazuja, jaki jest udzial w roku
t kapitatu w wieku i lat , i =0, I, 2,..; w wielkosci kapitatu K, pod koniec roku ¢, wielko§¢ m(U) mozna
interpretowac jako przecietny wiek jednostek kapitatu wchodzacych w sktad skumulowanego kapitatu.
Korzystajac z wlasnoéci ciagu geometrycznego tatwo wyliczyé, ze pod koniec okresu ¢ ok. 64%
jednostek zainstalowanego kapitatu ma mniej niz 21 lat, natomiast pozostatych 36% sktada si¢ z
jednostek w wieku zawierajacym si¢ w przedziale pomigdzy 21 latami i nieskonczonoscia.

W przedstawionym wyzej Przykladzie | zbiezno$é sumy (31) nie wynikata ze zbieznosci sumy (7),
lecz ze skoriczonej wielkoscei historycznie poniesionych nakladéw inwestycyjnych. W przykiadzie tym
nie istnieje rozktad opéznienia W, zatem nie jest réwniez okreslona warto$¢ srednia m(W) tego
rozkladu, mozna jednak okredli¢ $rednie opéinienie obliczone za pomoca wielkosci m(U,), wzdr
(20).

O srednim wieku jednostki kapitaly decyduje nie mechanizm opdznienia, lecz wylacznie

mechanizm ksztattowania sie inwestycji - zmiennej niezaleznej.
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Powyzszy przykiad pokazal, ze postulat, aby mnoznik dtugookresowy, suma (2), miat skoficzong
wartoé¢, nie jest formalnie niezbgdny czy ekonomicznie konieczny.
Obecnie rozwazany bedzie przyktad modelu op6znienia, w ktdrym istnieja obie wielkosci: m(W) i

m(U).

Przyklad 2.
Niech wartosci wspélczynnikéw op6Znienia tworza malejacy ciag geometryczny:

vi=(1-A)Y,08A<1,i=012,..;

ktérego suma (2) (mnoznik diugookresowy) ma skotficzong warto$¢ i wynosi:
a= Zvi =1/4;
i=0

znormalizowane wspélczynniki w;, i = 0, 1, 2,..; majq postac:
wi=A(I=AY,i=0,1 2.3
a srednia rozktadu opéznienia m(W) wynosi:
m(W)=(1-A)IA. (29)

Analityczne wyznaczenie wartodci sredniego tacznego opGinienia wymaga dodatkowych zatozed o
ksztaltowaniu si¢ zmiennej niezaleznej. Niech zmienna niezalezna roénie z pewnym stalym tempem
wzrostu 7:

x=x, % =xU+ " x_=x0+n7...

tym razem jednak nie precyzujac z gory przedziatu zmiennosci r.

Uwzglednienie ostatniego zalozenia pozwala na wyrazenie zmiennej zaleznej jako sumy postepu
geometrycznego:

el = ; _; [ I-A i I+r
= Zvi~x,_i=§(1—>») -x, (1+r) =x,Z[1+rJ =X (30)

i=0 i i=0

Wspélezynniki udziatu, w,, i = 0, 1, 2,..; obliczone na podstawie wzoru (18), mozna wyrazi¢ za

pomoca nastepujace] formuly:

(I—A J’
.X‘ —_— i
ypy o Yo ) drr (1Y 31
" E(y,) X I+r I+r L1+r ’ e
"N+r

na podstawie ktérej - po nieskomplikowanych przeksztalceniach - uzyskuje sig¢ wartos¢ srednia m(U):

m(U) = ﬂ (32)
At+r

Mianownik po prawej stronie réwnania (32) r6zni sig¢ od mianownika parametru m( W), wzér (29),
o warto$¢ wspéfczynnika r. Warunkiem na to, aby zmienna zalezna y, miala skonczona i dodatnig

warto$¢ jest zbieznosé sumy,
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ktéra ma miejsce wiedy, gdy r spetnia nastgpujaca relacje: -4 <r.

Z powyzszego wywodu wynika, ze dla zapewnienia zbieznosci powyzszej sumy stopa wzrostu
wartosci zmiennej niezaleznej nie musi byé dodatnia, musi byé jednak wieksza od wartosci
wspotczynnika A ze znakiem ujemnym.

Ze wzoréw (31) i (32) wynika, ze w omawianym przykladzie udzialy w;, i = 0, 1, 2,..; a co za tym
idzie, réwniez $rednie opéZnienie m(U), nie zaleza od czasu.

Poniewaz w rozpatrywanym przykiadzie wartosci zmiennej niezaleznej wzrastaja, znacznie
wicksza wage w ksztaltowaniu wartodci zmiennej zaleznej majg najwyzsze, najpézniejsze wartosci
zmiennej zaleznej. Zmniejsza to w efekcie udzial wczesniejszych warto$ci zmiennej niezalezinej w
ksztaltowaniu wartosci zmiennej zaleznej.

W sensie formalnym analizowany tu mode! jest ogélniejszy od modelu z Przyktadu 1, ktéry jest
jego szczegSlnym przypadkiem przy wartosci patametru A = 0.

Ekonomiczng ilustracjq rozwazanego modelu jest model ksztattowania si¢ kapitatu pod wptywem
ponoszonych nakladéw inwestycyjnych oraz uwzglednionego explicite procesu deprecjacji kapitatu.
Przy zalozeniu stalej wartosci wspélczynnika deprecjacji d i mechanizmu deprecjacji kapitatu, w
ktérym wielko$é deprecjacji jest proporcjonalna do wielkosci kapitalu, réwnanie kapitahu przyjmuje
nastepujaca postac:

K=K _;-dK_;+U'=(1-dYK,_; +I’, (33)

Wspdlczynnik deprecjacji d wraz z kapitalem K, _ ; z poczatku okresu 1, okresla w okresie ¢
wielkos¢ deprecjacji tego kapitatu d K, -, , tzn. t¢ czes¢ kapitatu K, _,, ktéra w tym okresie ubywa z
zasobu tego kapitalu. Zmienna I’, oznacza wielko$¢ inwestycji brutto, ktdrej zwiazek z inwestycjami
netto /, z Przyktadu 1 opisuje zaleznosé:

L=0-dK ;.

Zakladajac, ze zaleznosé¢ (33) zachodzi dla wszystkich okreséw poprzedzajacych okres ¢, uzyskuje

sie:
K.i=(1-d)K_,.,+I'. i=0,12,... (34)
Przez rekurencyjne podstawianie otrzymuje si¢ nastgpujaca postac zaleznosci (33):
K=l (1-d) P+ (1-dY P s+..= Z(I—d)"l’,ﬂ., (35)
i=0

Podobnie jak w Przykladzie I, réwniez w omawianym przykladzie wspdlczynniki udziatu:

(1-dyr.
WSRO

!

,i=012.
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reprezentujg udziaty jednostek kapitalu pochodzacych z inwestycji sprzed i lat (I-d)I',; (corocznie
pomniejszanych przez deprecjacj¢) w wielkosci K, kapitalu pod koniec roku t. Pozwala to na
interpretowanie wielkosci m(U,) jako przecigetnego wieku zainstalowanego kapitatu.
Zakladajac podobnie jak w Przykladzie 1, Ze:
Poi=l(1+r),i=0,1,2..;
wielkos¢ kapitatu K, pod koniec okresu t mozna wyznaczy¢ na podstawie nastgpujacej zaleznosci:

o —-d i
K =l Z(JHJ . 36

i=0

Réwnanie (35) mozna interpretowac jako model opdznienia, w ktérym inwestycje sa zmienng
niezalezna, wspdlczynniki opéznienia v, i = 0, 1, 2,...; s3 wyrazone za pomocg Wzoru:

vi=(1-d),i=012..

Mnoznik dlugookresowy jest réwny 1/d, a znormalizowane wspdélczynniki sg opisane za pomoca
nastepujacego wzoru:

wi=d(1-dY,i=0,1,2,..

Analizujac przypadek dodatnich wartosci stopy wzrostu inwestycji » nietrudno zauwazyc, Ze
$rednia rozkladu opdzZnienia m(W),wzdr (29), jest wigksza od wartodci $redniego tacznego opéZnienia
m(U), wzor (32).

Przyjmujac, podobnie jak w Przyktadzie 1, Ze stopa wzrostu r = 5% oraz wspélczynnik d = 0,075
(oznacza to $redni okres zuzycia kapitatu réwny 13% roku), uzyskujemy:

n(W) = 124 oraz m(U), - 54 = 7,4.

Réznica pomiedzy mf W) oraz m(U) jest znaczaca: przy pigcioprocentowej 5% stopie wzrostu
srednie opdznienie obliczone na podstawie m(W) przeszacowuje warto$¢ Sredniego opéznienia
obliczonego na podstawie m(U) o ok. 66%.

Wielkosci m(W) i m(U,) maja skoficzone wartosci tak dtugo, jak speiniony jest warunek -0 < r .
Jesliby zatozy¢, ze inwestycje historyczne nie rosty, lecz spadaly w tempie 2,5% rocznie, wéwczas ma
miejsce sytuacja przeciwna:

m(W} = 12'5 oraz m(U), = 25% = 18 V2.

W Przykladzie 2 r6znica pomiedzy m(W) i m(U) jest dodatnia przy inwestycjach rosnacych oraz
malejaca przy inwestycjach spadajacych. Zaleznos¢ pomiedzy wartosciami §redniego opbznienia #(U)
a stopa wzrostu r w omawianym Przykladzie przedstawiona zostata na rys. 1.

Przed przystapieniem do podsumowania warto zbada¢ réznice pomigdzy wielkosciami m(U,) i
m(W). Analiza bedzie polega¢ na poréwnaniu tych wielkosci w przypadku zakidcenia stanu ustalonego
okre§lonego w Czesci 2. Zakfada sig, ze istnieje skonczona suma (2) oraz wartos¢ srednia mfW)
rozkiadu W.

Na podstawie wzoru (17) wkiady v; x.; i = 0, 1, 2,..; s3 okreslone przez nastgpujacg zaleznos¢ (dla

2 0):
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v i#t;
VX =
o vi(x*+Ax), i=t;

a warto$¢ zmiennej zaleznej jest okreslona za pomoca nastgpujacego wzoru:

yi=y* v Ax

Rys. L. Przyklad 1. Zalezno$¢ Sredniego facznego op6znienia mifU) od stopy wzrostu » przy

zatozonej wartoéci $redniej rozktadu opéznienia m(W) réwnej 12

Na podstawie powyzszych wzoréw, warto$¢ srednia m( U, } rozktadu U, réwna sig (dla ¢ > 0):

=i

Ziv,.x,_i+ v, Ax+ Ziv,x,_, rv,Ax+Zivix*
i=t+] i=0 __rv,Ax+y*m(W)

m(U, ) = i=0 _
o) y*+v,Ax y*+v,Ax y*+v, Ax

Dzielac licznik 1 mianownik utamka po prawej stronie powyzszej zaleznosci przez wartos¢ y*
uzyskuje sig:

m(W )+ev, SL—:

m(U, )= “_’TATV_ (37

I+v,—

y*

Z zatozenia, dlat < 0, m(U, ) = m(W ), a ponadto, przy t — co, m(U, ) — m(W ), orazdlar = 0:
m(Up )= —1W)
I+ Vo

Zalezno$¢ wartosci m(U,) od czasu w przypadku zgodnego ze wzorem (18) zakldcenia stanu

ustalonego od czasu jest uwarunkowany rozktadem W. Przy zalozeniu identycznego rozkiadu jak w

Przyktadzie 2, przebieg tej zaleznosci przedstawiono na rys.2.
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rys.2. Przykladowy przebieg w czasie wartosci sredniej mf U,) rozkiadu wynikowego U,

przy jednostkowym zakléceniu w ¢ =0; rozklad geometryczny, m(W) = 12% .

3. Wnioski

Model opéznienia roziozonego (1) opisuje ksztattowanie si¢ wartosci zmiennej zaleznej pod
wptywem dzialania: mechanizmu opdznienia, reprezentowanego przez wspélczynniki opdznienia,
mechanizmu ksztaltujacego wartosci zmiennej niezaleznej oraz czynnika losowego reprezentujacego
zaréwno bledy pomiaru, jak i wplyw czynnikéw nieuwzglednionych lub nierozpoznanych.

Gdy chodzi o okreslanie opdéZnienia klasyczna teoria modeli op6Znienia rozlozonego oferuje
nastgpujace miary: warto$¢ Srednig rozkiadu opézZnienia (jesli istnieje) lub mediane tego rozkiadu.
Zaproponowana w tej pracy miara opdZnienia jest oparta na wartosci $redniej rozktadu wynikowego
utworzonego ze wspétczynnikéw udzialu. Miara ta ma charakter dynamiczny; uwzglednia taczny
wplyw wywierany na zmienng zaleing zaréwno mechanizmu opdznienia jak i wartosci zmiennej
niezaleznej; wzrost zmiennej niezaleznej obniza warto$¢ tej miary opGZnienia wzgledem wartosci
$redniej rozkladu opdznienia, podczas gdy spadek zmiennej niezaleznej powoduje zwigkszenie jej
warto$ci wzgledem wartosci sredniej rozkladu op6Znienia.

‘Wtasnosci zaproponowanej miary opdZnienia majg czytelna interpretacje w modelach przeptywoéw,
gdzie opisywany zwiazek pomigdzy zmiennymi opisuje zjawiska majace interpretacje fizykalna —
wystepuja w nich zwiazki typu: zaséb- strumiei lub strumien-strumien. Na gruncie ekonomii
przykiadami takich zwiazkéw sa, na przykiad, zaleznosci:

e wielkosci zasobu kapitalu od strumienia nakiadéw inwestycyjnych
e strumienia deprecjacji kapitatu od strumienia naktadéw inwestycyjnych.

W typie pierwszym wartos¢ $rednia rozkladu wynikowego reprezentuje $redni wiek jednostek

wchodzacych w skiad zainstalowanego kapitatu a w typie drugim $redni wiek jednostek tworzacych

strumieri zdeprecjonowanego kapitatu.
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