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Dozwala si¢ drukowaé pod tym warunkiem, aby po
wydrukowaniu nie pierwié] wydawaé zaczglo, az beda
ztozone w Komitecie Cenzury exemplarze ksiegi tej: jeden
dla tegoz Komitetu, dwa dla Departamentu Ministeryum
Oswiecenia, dwa dla CESARSKIEJ publicznej biblioteki,
i jeden dla CESARSKIEJ Akademii nauk. Dan w Wilnie
dnia 27 stycznia 1821 Roku,

Ignacy Reszka Radzca Koll. Prof. zastui.
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TRESC I PORZJDEK NAUKI.

1. Figury prostokréslne moga byé ma trojkaty prosto-

kréslne albo zamienione, albo rozebrame -  strona 1.

2. ‘I'rojkat zamyka szesé rzeczy, z ktorych jedne moga
byé dowolne, inue zas od nich zaleza - - )
y 3 1

3. W trojkacie prostokrésinym dla znalezienia rzeczy
niewiadomych, trzy powinny byé wiadome, migdzy
ktéremi bok jeden przynajmnié) znajdewaé sig powi-
nien - - - - - - - - L

4. Opisanie trygonometryi plaskiej - - e b B

5. Na miejscu katéw, uzywaja si¢ wrachunku linije pro-
ste nazywane trygonometrycznémi - i)

6. Linije trygonometryczne katow 1 lukéw te katy mie-
rzacych sa tez same - - - - -9

7. Porzadek wykladania rzeczy w trygonometryi - &

8.19. Opisanic wszystkich linij trygonometrycznych 4.15.

10. Kazdego luku linije trygonometryczne sa podwojne,
lecz jednego gatunku sa réowne mngdzy sobgy - 6.

6.

[N

11. Wistawa jakiegokolwick luku jest polowg cigeiwy
podprerajacéj luk dwa razy wigkszy - -

12. Wistawa dwénastéj czgsei okregu kola, czyh trze- .
ciéj czgiei kata prostego, réwna si¢ polowie promienia 6.

% Polowy katy prostego, ezyli § okregu kola, wstawa
rowna si¢ dostawie, a styczna promieniowi - 6.

14. W trojkacie prostokatnym uwazajac za promiei,raz
przeciwprostokatna, drugi raz ramie kgta prostego,
czeém sa inne boki - - - - " g

15. Linije trygonometryczne w samym poczatku luku 7.

10. Co sig dzieje z linjiami trygonometryeznemi, w piér-
wsz€) ¢wiartce okregu kola, i jakie sa, gdy luk staje
si¢c rowny calej éwiartce - - + - 8.

17. Co sig dzieje z limjami trygonometrycznémi, w dru-
gi€) cwiartce okregu kola, 1 jakie wypadaja, gdy luk
staje sig rowny polokregowi - - - 2

18. Co si¢ dzieje 2 linijami trygonometryeznémi, w trze-
ci¢) éwiartce okregn kola, 1 jakie sa, gdy luk stajesig
rowny trzem céwiartkém - - - x -

19. Cosie dzieje z témi linijami, w czwartéj éwiartce o-
kregu kola, 1 jakie wypadaja, gdy tuk staje sig r6-

-

wny c,plomu okrggowi kola J
20. Co si¢ dzieje z linijami trygonometrycznémi, gdy sig
luk staje wickszym od calego okregu kola SN
21. Linije trygonometryczne kiedy sa dodatne, a kiedy
odjemne ? e 3 R R e ST - - 9
22, T'ablica pokazujaca réinoéé znakdw linij trygonome-
trycznych we wszystkich ¢wiartkach kola = 10,
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25. 1 24 Linije trygonometryczne lukéw spelniajacych
si¢ wzajemnie do poélokregu kola sa rowne miedzy
eobg odpowiednie, tojest wstawa wstawie it.d. 10111,

2. Linije trygonometryczne Jlukéw spelniajacych siebie
do okrggu kola sa rowné odpowiednie miedzy soba 11.

26. Linije trygonometryczne lukbéw wickszych od okre-
gu kola - - - - - - it B I

27. Azeby mied linije trygonometryczne jakichkolwiek
badz lukéw, jak wielkich lukéw hnij trygonometrycz-

nych szukaé trzeba? - - - . S b B
28. W trygonometry: plaskiej na znaki linij trygonome-
trycznych nie dajemy bacznosci - - - - 12,
29. Za miar¢ poréwnania bierze si¢ promien, na wartosé
jemu daje si¢ jednosé z ilakolwiek zeramn - 12,
30. Wyprowadzaja si¢ stosunki miedzy linijami trygo-
nometrycznémi zachodzace - - - =412

51. Dla znalezicnia wszystkich linij trygonometrycznych
trzeba najprzéd wyrachowaé wstawy i dostawy wszy-
stkich ukow - - - - - - 13

32. Znales¢ wstawe 1 dostawe luku dwa razy wieksze-
go od tuku danego - - - - - 14.

35. Zinales¢ wstawe luku dwa razy mmiéjszego od luku
danego - - - - - - - 14.

34. Znalesé dostawe luku dwa razy mniéjszego e A

35. Znalesé wstawg luku réwnego summie, lub réznicy
dwoch lukow danych - - - - = 119,

36. Znale§¢ dostawe luku réwnego summie, lub réznicy
dwoch lukéw danych - - - - 16,

57. Ciag postgpowania calego w rachowaniu wstaw wszy-
stkich lukéw - - - - - - 17.

38. Znales¢ wstawe luku jednéj minuty, dzielac okrag
kola na stopni 360. - - - - =55 120

39. Sposob rachowania wstaw lukéw od o°, do 30°. 19.

4o, Sposob rachowania wstaw lukow od 30°, do 60® - 20.

41. Sposob rachowania wstaw lukow od 60°, do go® - 20.

42. Znales¢ wstawe tuku jedné) minuty, a ztad wstawy

_innych lukéw, dzielac okrag kola na stopm 400 - 21.

45, Ze wstaw lukéw zamykajacych stopme i minuty,
sposob znalezienia wstaw lukéw majacych stopnie, mi-
‘nuty 1 sekundy - - - - - - 22,

44, Majac wstawy wszystkich lukéw  zawartych
w éwiartce okregu kola, mamy tém samiémich dostawy 22.

45. Dogodniéj jest szukaé wstaw lukow w caléj éwiartee
zawartych, nizeli wstaw 1 dostaw lukéow miesczacych
sig w polowie tylko éwiartki - E B 29,

46. Sposob znaleziema innychlinij trysonometryeznych 23.

47. Szeregi lukow z linijami trygonoiselrycznémi im od-
powiadajacémi, skladaja tablice trygonometryczne - 23.
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48. Stosunki zachodzace miedzy linijami trygonometry-
cznemi gatunku jednego lukow podobnych = - 25,

49. Majac linije trygomometryczne wyrachowane podlug
jednego promienia, przerobi¢ je podiug promienia in- .
nego " ” - y - S 24

50. Wypadki rachunku odbytego zapomoca linij trygo-
nometryeznych podiug jgkit-gokolwxck promienia ra-

chowanych, zawsze sa lez same B - ol
51. Na miéjscu wstaw, moznaby rachowaé cigciwy lu-

kow dwa razy wickszych - - 5 wige o
52. Sposob rachowania logarytméw wstaw - 25.

53. Majac logarytmy wstaw, mamy tez logarytmy dostaw 25,
54. Sposob rachowania logarytmow innych linij trygo-
nometrycznych - - - - - - 26.
55. Ulozenie tablic logarytméw linij trygonometrycznych 26,
56. Twierdzenie 1. YV trojkacie prostokréslnym, boki
tak si¢ maja do siebie, jak wstawy katow im przeci-

wnych brane podlug jednego promienia - - 27,
57. Zastosowanie tego twierdzenia do trojkata prosto-
katnego - - - - - - - 28,
58. Proporcye migdzy dostawami katéw trojkata pro-
stokatnego a jego bokami - - - - 28,
59 1 60. Proporcye miedzy stycmnémi i siecznemi ka-
tow trojkata prostokatnégo a jego bokami - 29.
61. Z dwoch ilosci nieréwnych czemu si¢ réwna 1ilosé
wieksza, a czemu jest rowna ilosé mniejsza ? - 0.

62. Twierdzenie 2. W trojkacie prostokrésinym summa
dwoch bokéw tak sie ma do ich réznicy, jak styczna
polowy summy katow przeciwnych wzigtym bokém,

do stycznéj polowy réznicy tychze katéow - 31.
63. Dwa wylozone twierdzenia sa prawdziwie trygono-
metryczne, lecz potrzebne jescze trzecie - 5a.

64. Twierdzenie 5. W trojkacie prostokréslnym, jezli
z wierzcholka ktéregokolwiek kata, spuScimy prosto-
padla na bok jemu przeciwny, tak si¢ bgdzie mial ten
bok, do summy dwoch innych bokéw, jak réznica tych-
ze bokéw, do réznicy lub summy ueinkéw zawartych
migdzy prostopadla a koncami boku, naktoéry jest pro-
stopadla spusczona; do roznicy, jezli prostopadia przy-
pada na sam bok, do summy jezli pada na przedluze-

nie boku - - - - - - 3.
65. Wyliczenie przypadkéw, w ktérych trojkat meze

by¢é rozwigzany - - - - - 33.
66. Ktore twierdzenie sluzy do rozwiazania kazdego

w sczegélnosel przypadku - - - =t ok
67. Rozwiazaé trojkat majac wnim wiadomy bok jeden

i dwa ktorekolwiek katy - - - - 3a
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68. Rozwiazaé trojkat, majac w nim wiadome dwa boki

1 kat mezawarty miedzy niémi - - - 34
69. W tym przypadku zachodzi watpliwosé, sposéb Jé1

zaradze aia - ¢ - - - - 54.
go. Rozwinza¢ trojkat majac w nim wiadome dwa boki

1 kat n.ledﬁv niém zawarty B ~ - 35.
71. Rozwiazaé trojkat majac w nim wszystkie trzy bo-

ki wiadome - - - - - - 35

72. Czwarty wyraz I‘POI)O!‘(‘\’I z trze c'eoo twierdzenia ulo-
zon¢j, kicdy znaczy summe, akxcd\ roznice ucinkéow 57,
73. Jezli \wpn(h czwarty wyraz rowny piérwszemu,

trojkat jest pxostokath - - - H 39,
4. Jezli trojkat jest rownoramienny, ucinki zrobione
przez prostop.ad].l sa znajome - - - 38.

75 Rozwigzac tm;kat prostokatny, w ktérym V\lddOHI)
jest kat oqtty 1 bok jeden ktérykolwiek -

76. Rozwiazaé trojkat prostokatny , w ktérym wiadoma
jest puecxwpm‘tnkatna i jedno ramie kala prostego 38.

7. Rozwiazaé trojkat prostokatny majac wiadome oba

ramiona I\dt& prostego - - - - 39.
78. /apomow trojkatow prostokatnych, rozwiazaé troj-
kat majac w nim dwa boki i kat mw(!l_y niémi - 3g.
g Znalesé powierzchnig trojkata ma).xc wiadome dwa
katy 1 bok jeden - - - - - - 39.
8o. Znales¢ powierzchnia trojkgta, majac wiadome dwa
boki i kat niezawarty miedzy niemi - - - 4o.
81. Znalesc povuenchma trojkata, majgc wiadome dwa
boki i kat migdzy niémi zawarty - - - 41
82. Znales¢ powierzchnia trO)kata majac wiadome wszy-
stkie trzy boki - - - - 42
Przyklady razuzqg wania tro;kq_tow.
83. Przyklad do liczby 67 - 4
84. Przyklad do liczby 68 Al SUiiEEel
85. Przyklad do liczby 70 it - - = .43,
86 Przyklad do liczby 7 FIAGT ST o 0 Gapls T2 7GR
Przykiad do liczby 7.) 0 - - - 44,
85 Przvk)ad do liczby 76 - - - - - i 4b
89. Przyklad do liczby 97 - - - -« - 46
go. Przyklad do liczby 9 - - - - = 46,
g1. Przyklad do liezby 80 - = = =~ 47,
92. Przyklad do liczby 81 - - bo oY - 49,
93. Przyklad ‘do liczby 82 = c=iiimoia taf 48
bjaSnienie i uiywanie tablicy logarytméw liczb - 4g.
Objaénienie tablicy logarytmow wstaw i stycznyeh - 55,
'I'ablica 'IOOar_)tmow liczb - - - - 50,
[Lablica logarytméw wstaw 1 stycznych - - 78,
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POCZATKI TRYGONOMETRYI PLASKIED.

i, ‘ ‘ szystkie figury prostokrésiné moga byé na troj-
katy prostokréslne albo zamienioné, albo rozebrane, przez
linije prosté do wszystkich katow ciagnioné 2z punktu
wzigtego w wierzcholku kata, na boku lub wewnatrz figu-
ry, wigc do poznamia wiasnosci jakichkolwick figur pro-
stokréslnych 1 do ich wymierzania, doi¢ jest wiedzieé
wlasno$cr 1 sposob mierzenia trojkatow.

2. W kazdym trojkacie mamy do uwazania sze$é
rzeczy: trzy bokii trzy katy. Wszystkie te rzeczy tak zsoba
sie wiaza, 1z wartoéé jednych zalezy od wartosci drugich; od
dlugo$ei np. jednego boku 1 roznej jego do dwoch innych
pochyloéel, zalezy dlugosé tych dwoch bhokdéw i pochylo$é
1ch wzgledem siebie, a zalém 1 wielko3é powierzchni troj-
kata; przeto nie moga wszystkie razem mieé¢ wartosci do-
wolnej, ale tylko pewna ich liczba; wiec gdy niektérym
z nich bedzie nadana wartosé jakakelwiek, wartosé innych
pozostalych powinna by¢ oznaczona stosownie do warto«
sc1 pierwszych.

5. Zeby ilosé niewiadoma znalesé, 'trzeba ja poré-
wnad z mnna iloscia wiadoma tegoz samégo gatunku; z tego
poréwnania wypada stosunek , ktory zlaczony z drugim
stosunkiem wiadomym zloZonym z liczb ogolnych, daje pro-
porcya stuzgca do ocenienia ilosci nieznanej; wige w troj=
kacie szukajac boku, trzeba go stosowaé do boku, szukajac
kata trzeba go stosowaé do kata, i ten stosunek zlaczyé
ze stosunkiem uloZonym z liczb ogélnych; ostatni stosunek
nie moze byé wyprowadzony ziloscl tego gatunku, jakie-
go jest ilos¢ szukana, bo do ulozenia dwoch stosunkow ,
trzeba cztérech wielkosci, a w trojkacie mamy tylko trzy
ilosci jednego gatunku, albo trzy boki, albo trzy katy, lecs
musimy go wyprowadzaé z ilosci gatunku odmiennégo; 1
tak, szukajac boku trzeba go stosowaé do boku wiadomégo,
a ten stosanek zlaczyé ze stosunkiem utworzonym ze zna-
}omych katoéw ; 1 wzajemnie dochodzac wartosci kata, na-
ezy go stosowaé do kata wiadomego, a stosunek ztad
wynikajacy zFownaé ze stosunkiem ulozonym ze znajo-
mych bokéw ; ztad wypada, Ze do znalezienia w trojka-
¢cie boku, trzeba mieé¢ wiadomy bok jeden i stosunek mie-
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dzy dwoma katami, do znalezienia kata, trzeba mieé kat
wiadomy 1 stosunek miedzy bokami, toiest irzeba mieé
jedne rzecz gatunku tego samego, jakiego jest rzecz szu-
kana i stosunek migdzy dwiema rzeczami gatunku drugié-
go. Z tej przyczyny w trojkacie, w ktérym znajomé sa
tylko trzy boki, nie mozemy od razu znales¢ wartosel ka-
tow, lecz dla ich otrzymania dzielimy takowy trojkat na
dwa trojkaty, z ktorychby kazdy précz bokéw, mial je-
scze kat jeden wiadomy, toiest dzielimy na dwa trojkaty
rostokatné. W trojkacie za$, w ktérym wiadomé sa tyl-
{io trzy katy, bokéw nie znajdziemy, Lo nie mamy do cze-
o ich stosowaé, 1 rownos¢ odpowiednych katéw w troj-
ﬁa.tach stanow1 tylko ich podobienstwo, lecz nie oznacza
ich wielkosci. 7 tego wszystkiego wynika, ze w trojka-
cié dla znalezienia ktoréjkolwiek z szeSciu rzeczy, znaé
koniecznie trzy mnalezy, migdzy ktéremi przynajmniej
jeden bok znajdowaé si¢ powinien.

4. Nauka podajaca sposoby znalezienia w trojkacie pro-
stokréslnym trzech rzeczy niewiadomych z trzech wiado-
mych, miedzy ktoremi przynajmniej jeden bok jest dany,
nazywa swg 1rygonometrya prostokréslna (trigonometria
rectilinea), lub z przyczyny znajdowania si¢ trojkata pro-
stokréslnego na jedné) plasczyznie, Trygonometryq pluskg
(trigonometria plana).(a) Szukanie za$ rzeczy niewiadomych
nazywa si¢ Tozwigzaniem trojkata; przeto wyrazenia szu-
kaé w trojkacie rzeczy niewiadomych i rozwiazywad troj-
kat jedno 1 toz samo znacza.

5. Poniewaez w trojkacie dla znalezienia kata, trzeba
mie¢ wiadomy kat 1 stosunek mi¢dzy dwoma bokami, a
dla znalezienma boku, trzeba mieé¢ wiadomy bok i stosunek
miedzy dwoma katami, aze stosunek miedzy katami troj-
kala nie 1est rowny stosunkowi miedzy jego bokami, jak o
tém mozemy sig mnaywidocznié) przekonaé¢ na trojkacie

rostokatnym rownoramiennym, w ktérym kazdy kat ostry
jest polowa prostego, ramiona za$s kata prostégo sa wig-
ksze od polowy przeciwprostokatné], dlatego starano sig
wprowadzi¢ inné wielkosci, ktéreby miéjsce katéw mogly
zastapié 1 miedzy soba mialy stosunek réwny stosunkowi
migdzy bokami. Nie mozna bylo uzyé lukéw mierzacych
katy, bo stosunki migdzy lukami bedac rowné stosunkém

(@) Do wyrazu Trygonometrya dodajemy wyraz prostokrésina, lub
plaska, dla réznicy od iuné) Tryonometyyi nazwanej 7'rygono-
melryq kulistq (Trigonometria sphoerica), ktéra uczy znajdowa-
nia trzech rzeczy niewiadomych w trojkacie kulistym utworzo-
nym na powierzchni kuli z przecinajacych si¢ lukéw kot wiel-
kich, a Ktora stanowi nauke osobna od trygonometryi plaskid).
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miedzy katami nie sa tém samém réwne stosunkém mig-
dzy bokam trojkata; lecz uwazajac ze z cigciw lukow ja-
kiegokolwiek kola mozna ulozyé trojkygt podobny do troj-
kata, ktory mamy rozwiazywaé, wniesiono, iz jezliby w ja-
kiémkolwiek kole byly wyrachowané podlug jednej miary
wartosel cigeiw wszystkich lukow, zaczynajac od luku naj-
mniéjszégo az do polokregu kola, ktorego cigeiwa iest
najwicksza, i ulozoné w tablice obok wartosci tukow przez
nie podpartych wyrazonych w stopniach, » trzechtakowych
cigeiw. moznaby ulozy¢ trojkat, kazdy w nim kat wazyl-
by poloweg luku mu przeciwnego, przeto znajac w tym
trojkacie stosunek migdzy katami, znalezlibySmy z tablic
stosunek miedzy cigeiwami lukéw wazaeych dwa razy wig-
céj od katéw: 1 wzajemnie wiadomy stosunek migdzy cig-
ciwami, odkrylby stosunek miedzy lukami, atém samém
migdzy ich polowami, to jest miedzy katami trojkata; a
jeiliby trojkat uloZony z cigeiw byl podobny do trojkata
danégo, stosunki miedzy odpowiednémi ich bokami bylyby
rowné, przeto majac wiadomy stosunek migdzy bokami
trojkata danego, bylby wiadomy stosunek migdzy bokami
odpowiedném trojkata zlozonégo z cigeiw, tablice zas po-
kazatyby stosunek mig¢dzy lukami przez nie podpartémi,
a tém samém miedzy ich polowami, tojest migdzy kata-
mi; a ze te katy sa réwne katom trojkata danego, przeto
wiedzac jednego znich warto$é, znalezlibySmy inne;1 wza-
jemnie znajge stosunek migdzy katami trojkata danégo,
mielibySmy tém samem stosunek miedzy katami trojkata
zlozonego z cigeiw, a zatém 1 miedzy lukami dwa razy
wigeé) wazacémi, z tablic zas znaleilﬂ)vémy stosunek migdzy
ich cigeiwami, ktory bylby takze stosunkiem migdzy boka-
mi trojkata danégo, wiedzac przeto wartosé boku jedné-
g0, otrzymalibySmy warto$é bokow innych. Ztego powo-
du na miéjsen stosunku migdzy katami zaczgto z poeza-
tku uZzywaé stosunku miedzy cieciwami iukéow dwa razy
wigkszych; péiniéj, dla uniknienia brania polowy katow
lub ich podwajania, wzigto stosunek miedzy potowami cig-
ciws w dalszym czasie odkryto zwiazek miedzy cigoiwa-
mi lub ich polowami a innémi linijami prostéemi dotykaja-
cémi sig kola, lub je przecinajaoémi, i stosunkéw miedzy
temi limjami zachodzacychuzyto, réwnie jak stosunkumig-
dz_y polowami cigeiw, na miejscu stosunku migdzy kata-
mi. — Wszystkie linije proste, migdzy ktérémi stosunek
uzywa si¢ na miéjscu stosunku migdzy katami, zowia sig
linijami trygonometrycznémi (lineae trigonometricae).

6. Stosunek migdzy katami réwna si¢ stosunkowi mie-
dzy tukami tym samym promieniem z ich wiérzchotkow
zakréslonemi miedzy ich ramionami, dla tego lintje trygo-
nometryczné katow, moga si¢ nazywaé limjami trygono-
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metryezném tukéw, 1 w dalszym ciagu hez zadnej réznicy
bedziemy uzywali jednego nazwiska za drugie, 1 cosig po-
wie o linijach trygonometrycznych jakiégokolwiek tuku, to
samo powinno sig rozumieé o linijach trygonometrycznych
kata przez ten luk mierzonégo 1 wzajemnie. (b)

7. Poniewaz wszelki rachunek w trojkatach miedzy
bokami a katami ma si¢ odbywaé za pomoca linij trygo-
nometrycznych, przeto wypada najprzéd: poznaé wszyst-
kie te linye, odkryé stosunki miedzy niémi zachodzace,
wyrachowaé ich wielko5¢ wzglegdem jednéj jakiéjkolwiek
miary na wszystkie katy czyli luki kola: powtdre: ozna-
czyé stosunki tych limij do bokéw trojkata. z czego wy-
prowadzimy sposoby znalezienia w trojkacie trzech rzeczy
niewiadomych z trzech wiadomych, tolest, jak sig zwy-
czajnie mowi, sposoby rozwiazywania trojkatow.

8. Dla poznama linij trygonometrycznych zakréslam
koto AFaf, promieniem wzigtym od upodobania (fig. 1.),
prowadze w miém dwie Srednice Aa, Ff, prostopadte je-
dne do drugi¢j, dziela one okrag kola na cztéry rowné
czesel AF, Fa, af, f4, ktére nazywam cwiartkami kola;
prowadzg znowu _(lwie srednice Be,«bN, dzielace kazda
cwiartke na dwie jakiekolwiek czgSci. — Uwazam luk 45,
mméjszy od cwiartki okregu kola. — Do promienia 84,
prowadzg jedne prostopadla BD zkonca B luku 4B, dru-
ga wywyzszam z konca A, az do spotkania si¢ z promie-
niem 8B przedluzonym. Linijja BD nazywa si¢ wstawa
(sinus), linja AD wstawa odwrdéconq (sinus versus), linija
AT styczng trygonometryczng (tangens trigonometrica ),
albo jednym wyrazem styczng (tangens), hnija ST sieczng
trygonometryczng (secans trigonometrica). albo jednym wy-
razem sieczng (secans) kata ASB, albo luku 4B5.

Podobnie w kacie BSF. prowadzac do promienia SF,
z konca B luku BF, prostopadla BC, a z kofica F' pro-
stopadla FP, az do spotkama si¢ z promieniem 8B prze-
dluzonym. mamy. kata BSF, albo luku BF wstawe BC,
wstawg odwrocona CF, styczna FP, sieczna SP. Aze luk
BF jest dopelnieniem luku 4B do cwiartki okrggu kola (c)

(®) Wilasciwie méwigc kat nalezy do trygonometryi plaskiéj, a tnk da
trygonometryi kulistéj; przeto jedné i tez samé linije sluzg za-
réwno obu trygonometryom tak plaskiej, jak Kkulistéj.

gc) Uwazajac kat jakikolwiek ostry lub rozwarty, drugi kat bedacy
réinicg miedzy katem uwazanym a katem prostym, nazywa sie
jego dopelnieniem do kata prostego, lub jednym wyrazem dopel-
nieniem (complementum). 'Ten zas kat, ktory jest rdznica mie-
dzy katem uwazenym a dwoma katami prostémi nazywa sie je-
ge spelnicniem (supplemcnlum); I tak kata ASB dopelnieniem
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przeto wstawa, wstawa odwrécona, styezna, sieczna luku
BI, moga sig 1naczéj nazywadé wstawa, wstawa odwréco-
na. styczna, sieczna. dopelnienia luku AB (sinws, sinus
versus, tangens, secans complementi arcus AB) albo przez
skrocenie dostawa (cosinus), dostawa odwrécona (cosinus
versus), dostyczna (cotangens), dosieczna (cosecans) luku
AB: 1 wzajemne luku 485, wstawa B, wstawa odwrbco-
na DA, styczna AT, sieczna ST, nazywaja sie dostawa,
dostawa odwrécona, dostyczna, dosieczna. tuku BF.

Wymienione te wszystkie linije nazywaja si¢ linijami
trygonometrycznémi, 1 stuza do zastapienia w rachunku
miéjsca katow lub lukow. ;

Opisanie kazdej linii trygonometrycznéj z wykresle-
nia ich wynikajace mozemy daé nastepne: !

Witawa luku jest prostopadla spusczona z jednego
ktoregokolwiek konca lukn na promien przechodzacy przez
drugi jego koniec.

Wstawa odwrdcona jest czesé¢ promienia zawarta mie-
dey koncem wstawy prostej a lukiem.

Styczna jest prostopadla do promienia przechodzjce-
go przez jeden koniec” luku, z konca jego wyprowadzona
az do przecigeia si¢ z promieniem przechodzacym przez
drugi koniec iuku.

Sieczna jest promient wziety z swojém przedluzeniem
konezacém sig¢ na stycznej.

Dostawy za&, dostawa odwréecona, dostyczna,dosiecz-
na kata ostrego, lub uku mniéjszégo od éwiartki okregu
kola, nazywa si¢ wstawa, wstawa odwrécona, styczna, sie-
czna, kata lub luku drugiego ktoéry jest piérwszego dopel-
nieniem (d).

9. Widzimy ze lukua 4B dostawa BC, réwna sie linii
SD, wstawa BD réwna sie linii SC, jako boki przeciwne
prost(.)k.:gtu CD, wstawa odwr6cona A1) jest réznica mig-
dzy linijami 84 i.SD; dostawa odwrécona CF, jest rézni-

nazywa si¢ kat BSF, spelnieniem kat BSa; kata ASH dopetnie-
niem przez nadmiar iest kat SF, spelnieniem bSa, to samo sig
méwi i o lukach mierzacych te katy; luku AB dopelnieniem jest
luk BF, spelnieniem BFa; tuku Ab, dopelnieniem przez nadmiar
jest Juk bF, spelnieniem luk ba.

{d) Dla skrécenia w dalszym ciggu bede pisal wst. wst.odw. sty. sie. dost.
dost.odw. dosty. dosie.A lub ASB, na wmiejscu wstawa, wstawa
odwrocona, styczna, sieczna, dostawa, dostawa odwrécona
dostyczna, dosieczna tuku A lub kata ASB ; takie P: albo Pro;
L albo log. na mieysca promiern. logarytm. 1 tak l.dost/B,
znaczy¢ bedzie: logarytm dostawy tuku  AB; P.Xdosty.ASB
S7Znaczy, promiei rozmnaZony przez dostyczna kata ASB.
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ea migdzy linijami §F i SC; z tego pojmujemy, iz mozna
powiedzicé: Ze dostawa jakiegokolwiek luku czy kata,
rowna si¢ czesel promienia zawarté] miedzy srodkiem ko-
da czyh wiérzcholkiem kata a koncem wstawy tegoz tukug
wstawa odwrocona luku jest roznica migdzy promieniem
kréslacym ten luk a jego dostawa: dostawa zas odwroéco-
na luku jest réznica migdzy promeniem a wstawa.

10. Z opisania wstawy 1 styeznéj poznajemy, ze kaz-
dego luku moze by¢é podwdéjna wstawa 1 styczna, a tém
samém podwojne wszystkie inné linije trygenomeiryczné.
Np. tuku 48, mamy wstawe BI), dostawg SD, styezna
AT, sieczng ST lecz jezli do promienia $B spuscimy z kon-
ca A, tuku AB, prostopadta AZ, a z punktu B wywyzszy-
my prostopadla BX, az do spotkania si¢ z promieniem SA
przedluzonym, bedzie takze hnija AZ wsltawa, SZ dosta-
wa, BX styczna, SX sieczna luku 4B. Aze dla pryysta-
wania trojkatow S8 1 SAZ, linija BD = AZ; limja SD
==SZ; takze dla przystawania trojkgtéw S47'1 SBX, linija
AT = BX, linijja $§T=_5X; wigc postrzegamy, ze tego sa-
mego tuku, dwie wstawy sa rowne miedzy soba, dwie
dostawy sa réowné jedna drugiej, 1 tak podobnie kazda li-
nmja trygonometryezna tegoz samégo luku, jest pedwéjna,
lecz obie sg réwne micdzy soba; zlad wypada, ze w robo-
cie mozna ktorakolwick z nich uwazac.

11. Opisanie wslawy daje takze nam poznaé, ze wsta-
wa jakiegokolwiek badz luku, iest polowa cigeiwy podpie-
rajacé] luk dwa razy wickszy. Jakoz jezh wstawe BD
przediuzymy az do przeci¢eia si¢ z tukiem w punkcie E,
1 do tego punktu poprowadzimy promien, trojkaty SDBi
SDE, majac bok 8D spélny, boki S8, SE rowne, i kat
przy I prosté, moga rr/._ystaé, ztad BD = DE, kat BS
== DSE; zatém linija BE jest dwa razy wieksza od BJ),
i kat BSE dwa razy wiekszy od kata BSD, czyli luk BE,
dwa razy wiekszy od luku BA; wige widocznie sig okazu-
je, ze wstawa BID) luku BA, jest polowa ciceiwy BE pod-
pierajacéj luk BAE dwa razy wigkszy od luku BA. ;

12. Ztad wypada, Zc jezli luk BAE jest szosta czeScia
okregu kola, cigeiwa BE jest hokiem szesciokata foremne-
go w kolo wpisanego, a przeto réwna promieniowi tegoz'
kola; wstawa B luku B, bedae polowa cigeiwy BE,
jest réwna polowie promienia; lecz w tym razie luk AB
jako polowa luku BAE, jest dwonasta czeScia okregu ko-
la. wige wstawa dwénasté] czgsei okregu kola, czyli trze-
cié) czescl kata prostego rowna si¢ polowie promienia.

15. Jezhh wezmiemy tuk BA rowny ésmej czesci o-
kregu kola, to jest kat ASE rowny polowie kata proste-
go, bedzie trojkat BIJS rdwnoramienny, bo i kat DBS, ja-
ko dopelnienie piérwszego, rowna sig takze polowie kata
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prostego, wiec boki BD, DS, sa réwne miedzy soba, to jest
wstawa 1 dostawa 6sméj czeSel okregu kola czyli polowy
kata prostego, sa rowne jedna drugiéj. Widzimy takoz ze
w trojkgcie AST, katy AST, ATS, sa rowne, a ztad 1 bok
AT = AS, tojest styczna polowy kata prostego czyli 6sméj
czesel okregu kola, rowna si¢ promieniowi tegoz kola.
14. Widzimy ze w trojkacie prostokatnym AS7, ra-
mie kata prostego AS iest promieniem, drugie ramie
AT jest styczng kata mu przeciwnego ASE, a prze-
ciwprostokg'na ST, sieczng tegoz kata; w trojkacie pro-
stokgtnym SEP, ramie SF jest promieniem, drugie ramie
FP dostyczng kata ASB, czyli mu réownego SPF dostycz-
néj przyleglego, a SP dosieczng tegoz kata; w trojkacie
BDS, przeciwprostokatna BS jest promieniem, ramie BD
wstawa kata przeciwnégo BSD, a rame SD dostawa te-
goz kata; wiec w kazdym trojkacie prostokatnym, uwaza-
ch jedno raniie za promien, drugie ramie bedzie styczng
ata jemu przeciwnego, a przeciwprostokatna sieczna te-
goz kata, albo drugie ramie Eq(lzie dostyczna kata mu przy-
leglegn, a przeciwprostokgina dosieczna tegoz kata; uwa-
zajac zas przeciwprostokatna za promien, bhgdzie jedno ra-
mie kata prostego wstawy kata jemu przeciwnego, a dru-
gie ramie dostawa tegoz kata. Ztad wypada, ze w troj-
kacie prostokatnym, jezli kat jeden jest Lrzecia czescig ka-
ta prostego, bok jemu przeciwny jako jego wslawa, bedac
EOIOW% promienia (12), jest rébwny polowie przeciwprosto-
tnéj.

y 15. Znajge linije trygonometryczné jednego luku AB,
i wiedzac ich opisanie, lalwo poja¢ mozemy, co si¢ dziaé
bedzie z niémi, i jakie beda wypadaly, gdy si¢ luk bedazie
powiekszal, lub zmniéjszal. Przypusczajac ze luk AB
zmni€éjsza sie, jego wstawa BD, styczna AT, sieczna ST
takze sie¢ zmniéjszaja; dostawa za$ BC czyli SD), dostyczna
FP, dosieczna SP, powiekszaja si¢: wige horge luk bar-
dzo maly, to jest bliski granicy ilosci zmniéjszajacych sig,
ktéra granica jest zero, wstawa jego ‘1 styczna sg takie
bardzo male 1 bliskie granicy o, sieczna malo co wigksza
od promienia, dostawa zbliza s1¢ do réwnoSci z promie-
niem; dostyczna za$ i dosicczna sa bardzo wielkie, 1 przy-
stepuja do rownoleglosci z soba: przeto biorac luk w gra-
nicy jego ubywama, wszystkie takze linije trygonometry-
czne birerg sie w granicach, do ktorych sig zbhzaly, 1 dla
tego mowi sie, ze kiedy luk jest rowny zeru, to jest uwa-
zajac go W samym poczatku, wstawy 1 stycznej nié masz
zadnéj, czyl sa rowne zeru, dostawa i sieczna, kazda
z nich jest réwna promieniowi, dostyczna i dosieczna be-
dac prostopadle do promicnia SF, a przez to dosiebie ro-
wnolegle, mgdzic sig nic przecinaja, zatém sa mieskoncze-
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nie wielkie (@ ), tojest wicksze od wszelkiéj iloSci na-
znaczyc si¢ mogacé).

16. Gdy luk w piérwszéj éwiartce okrggu kola powicksza
sie, wstawa, styczna, sieczna powigkszaja sig¢, adostawa,
dostyczna, dosieczna zmméjszaja sig: gdy tuk przystepuje de
czwarlé] czgsci okregu kola, wstawa 1 dosieczna zblizaja
sig do promienia, styczna 1 sieczna zblizaja sie do grami-
cy wzrostu, tojest do @ , dostawa 1 dostyczna do grani-
cy ubywania, tojest do zera; wige kiedy luk staje sig ro-
wny c¢wiartce okregu kola, Jinije trygonometryczné biora
si¢ w granicach, do ktorych sig zblizaly; tojest, wstawa 1 do-
sieczna réowné sa kazda promieniowi SF, 1 wiedy wstawa
nazywa si¢ wstawa cala, (sinus totus) z przyczyny, iz jest
najwicksza; styczna 1 sieczna sg nieskoficzenie wielkie, bo
styczna przypada w kierunku limi'AT,.sieczna w kierun-
ku promiema SF, przeto sa do promienia 84 prostopadlé,
a do siebie réwnolegle, zatem migdzie si¢ nie schodza; do=~
stawa 1 dostyczna sa rowné zeru. Ztad wypada, ze wy-
razy wstawa cala, wstawa najwigksza, promeern, jedne i t¢a
saime rzecz znacza.

17. Luku konczacego sie w drugiéj éwiartce okregn
kola np. tak AFb, wstawa jest linija bd, styczna At, siecz-
na St, wstawa odwroécona Ad, dostawa za$, dostyezna 1
dosieczna sg: wstawa, slyczna isieczna luku Fb, ktory jest
dopelniéniem luku Alb, przez nadmiar; jest przeto dosta-
wa bg czyli dS, dostyczna Fp, dosieczne}l Sp. Wiee po-
strzegamy, ze gdy luk od ¢wiartki kola daléj powieksza sie,
nie dochodzac jednak do polokregu, wstawa, styczna i sie-
czna zmniéjszaja si¢, a dostawa, dostyczna, dosieczna po-
wickszajy sig, 1 im blizéj luk przystepuje do poélokregu,
tém bardzié) wstawaistyczna zblizaja si¢ do granicy uby-
wania, to jest do zera, siecczna 1 dostawa do promienia,
dostyczna 1 desieczna do granicy wzrostu, tojest do % j
wige gdy luk stanie si¢ rowny polokregowl, linije trygo-
nometryczné biora si¢ w granicach do ktorych sie zbliza-
ly; przeto, wstawa 1 styczna sa réwné zeru, dostawa 1
sieczna sa réowné kazda z nich promieniowi, dostyczna i
dosieczna sa @ , toiest wszystkie linije trygonometryczné
wypadaja takie samé, jaki¢ byly w poczatku luku.

18. Gdy luk stanie si¢ wiekszym od pélokregu kola, i
skoficzy si¢ w trzecié] ¢wiartce np. luk AFbe; wstawa je-
go jest limja eh, styczna AT, sieczna S7'; dostawa zasdo-
styczna 1 dosieczna sa: wstawa, styczna, sieczna luku ef
dopelnmiajacégo luk dany do trzech cwiartek okregu kola,
jest przeto dostawa limja eH, czyli Sh, dostyczna fn, do-
sieczng Sn; ze wszystkiémi témi linijami to samo ue dzie-
je, co sie dzialo w piérwszé] cwiartce okregu kola, igdy
ruk stanie sig rowny trzeni cwiartkom okregu, tojest Afaf,
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linije trygonometryczné beda takié samé, jakié sg luku AF
réwnégo jednéj éwiartce okregu. ¢ :

19. Biorge luk AFafN, koficzacy sie w czwarléj
éwiartce okregu kola,jego wstawa jest No, styczna At sie-
. czna Sty dostaw a zas, dostyczna, dosieczng sa wstawa, sly-
czna, sieczna tukn fN, bedacégo réznica migdzy lukiem
‘uwazanym, AFafN, a trzema céwiarthann okregu Afaf,
| przeto_jest dostawa GN czyli Sp, dostyczna J‘A’I,. dosie-
‘czna SM; i 2 témi wszystkiemi linifjami to samo sie dzie-
je, co sie dzialo w drugiéj éwiartee okregu. Gdy zas luk
stanie sie réwny calému okrg¢gowi kola, tojest gdy koniec
luku zejdzie si¢ z poczatkiem, linije trygonometryczné te
samé beda, jakié byly w poczatku.

20. Jezli nakoniec wezmiemy luk wickszy od calégo
okregu kpla, np. luk AFafAB, jego limje trygonometry-
czné beda te samé, jakié ma luk 4B, bedacy roznica mig-
dzy lukiem danym, a calym okregiem kola raz lub tyle
razy wzigtym, ile razy tylko mozna go od luku danégo
odjacy wige, cosluzy linijom luku jednego, to samo si¢ mo-
'wi o linijach luku drugiego.

21. Poniewaz wszystkié linije tygonometryczné prze-
chodzge zjednej é¢wiartki kola do ¢éwiartki nast¢pnej, prze-
chodza przez granice swégo wzrostu lub ubywania, a po
tém przeyscin zmniéjszaja sie, jezli sie piérwié) powigksza-
ly, lub przeciwnie, powickszaja sic, jezlisie prérwiéj zmniéj-
szaly, wige we wszystkich cztérech ¢wiartkach kola sy tej-
ze samé] wielkosci; nie moznaby zatém bylo poznac, do
}akié o luku naleza, gdyby sig¢ niczém od siebie me rézni-

. Na ten koniec do ich rozréznienia uzyto znakéw ()
i (—); wktoréj za5 éwiartee i ktorym limjom takowé zna-
ki stuza, mozemy wyprowadzié z nast¢pnéj uwagi: kazda
ilosé doszedlszy granicy swego wzrostu lub ubywania,
kofezy swoy slan, w ktéorym zostawala, a po przejicin
za lgranicg preechodzi do stanu piérwszému przeciwne-
go; dla oznaczenia® dwech standéw przeciwnych uzywa-
l§ sig znaki dodawania (+-), i odcigganiai(—); przeto i
inlje trygonometryczné nazywajac w jednym stanie doda-
tnémi, po przejsciu ich przez granice im odpowiedné wzro-
stu lub ubywania, trzeba nazywad odjemnémi. I tak wsta-
wy, poniewaz w punktach A 1 a przechodza przez granicg
ubywania, tojest przez zero, sa nad érednicg Aa nnégo
stanu, aniZeli pod ta Srednica; przeto nazywajac je nad
krednica Aa dodatnémi, pod nig nazywaé trzeba odjemné-
mi. Dostawy przechodza przez granicg ubywania w pun-
ktach F' i £, wicc z prawéj strony srednicy Ff, beda inne-
g0 stanu, aniZeli ze strony lewéj, ztqd dostawy lezace z pra-
wé) strony Srednicy Ff nazywajac dodatnémi, trzeba z le-
W€ strony téj srednicy polozoné nazwaé odjemnémi. —
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Styczné, Eonicvs_faz' w punktach A4 i @ przechodza przez
granicg ubywania, toiest przez o, a w punktach 31y
przez granicg wzrostu, tojest przez oo ,sa w kazdéj éwiar-
tece innego stanu, anizeli w éwiartce poprzedzaiacéj;
lecz nié mozna, ani ich, ani dalszych linij trygonometr -
cznych zaczaé nazywacé od upodobania w* ktoréjkolwiek
¢wiartee dodatnémi, lub odjemnémi, poniewas.jak obacry-
my nizéj, wartosé ich zalezy od wartobei wstaw i dostaw,
przeto i stan ich zaleZy od stanu tychze linij; stosownie
zas do stanu wstaw 1 dostaw wypada: ze stycena i dosty~
czna sa dodatné, kiedy wstawa i dostawa sa jednégo stanu,
albo obie dodatné, albo obi¢ odjemné; sa za$ odjemné,
kiedy wstawa jest w stanie przeciwnym wagledem dosta-
wy; sieczna jest jednégo stanu z dostawa, a dosieczna
jednégo stanu ze wstawg; przeto, podlug wygszégo na-
zwama wstaw 1 dostaw, beda styezné 1 dostyczné w 1€ 1
3¢j éwiartce kola dodatné, w 2é] 1 4€j odjemné i sieczne
W 1€) 1 4¢) éwiartce dodatné, w 26 i 3¢j odjemné; dosie-
czne w 16) 1 2¢) dodatné, w 3¢ 1 4éj odjemné.

22. Tablica nastgpna pokazuje réznosé znakéw linij
trygonometrycznych we wszystkich cztérech éwiartkach
kota; przed linijami réwnémi zeru, albo nieskoficzonosci
Zadnégo nie kladlem znaku.

: wst. dosta. sty. dosty. ste. dosies

+1 o ® Ji1 &
+ o+ o+ o+
¥R A ed

w poczatku luku

w 1¢) éwiartce

w koticu 1¢] éwiartki
w 2¢) éwiartce

0 o =1

o ftio

w koncu 2ej éwiartki 1. .0 ® —1 -‘0—0
w 5¢) éwiartce = + 4+ = —
w koncn 3¢ éwiartki —1 o o)) o @ —1
w 4¢) éwiartce - adth Y iy 8 —

w koficu 4¢j ¢wiartki tak samo jak w poczatku luku.

23, Widzimy ze luka AFb koficzacego sig w 2¢]
Ewiartce okregu kola wstawa jest &d, dostawa Sd, styczna
At, siecczna St, dostyczna Fp, dosieczna Sp; lecz uwazamy
ze i Tuku ab mniéjszégo od éwiartki okregu kola a spelnia-
jacégo piéiwszy do potokregu, wstawa jest takze bd, do-
stawa S8d, dostyezna Fp, dosieczna Sp, styczna aK, sieczna
SK, ktoré dla przystawania trojkatow Sak, i SAt, sa row-
né odpowiednie siyeznej ¢, siecznéj St luku AFb; albo
tez luku AN, spelniajacégo z drugiéjstrony luk AFb, wsta=
wa jest No, dostawa So, kiéré dla przystawania trojkatow
SoN i Sbd, sa véwné odpowiednie wstawie bd, dostawie Sd
luku AFb: styczna tuke AN jest At, sieczna St dostyczna
jest fM, dosieczna SM, ktore dla przystawania trojkgtow
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SfM i8Fp, réwné sa odpowiednie dostycznéj Fp, dosieczne)
Sp, tuku AIb. Copokazuje, Ze lukow spelniajacych sig wza-
jemnie do polokregu linije trygonometryeczne odpowiedné
sa rowne migdzy soba co do wiglkoscl bez zadnégo wazgle-
du na ich polozenie, : _

24, Biorac luk AFge konczacy si¢ w 3¢] éwiartce o-
kregu kola, jego wstawa jest ek, dostawa Sh, styczna AT,
sieczna ST, dostyczna fn, dosieczna Sp; lecz postrzegamy
de takze luku ue, bedgcego rézmca migdzy lukiem uwa-
zanym AFae, a polokregiem kola :/11"(1, wstawa jest linija
eh, dostawa Sh, dostyezng fn, dosieczna Sn, styczna am,
sicczna Sm, ktore dla przystawania trojkatow Sam i SAT,
rowne sa odpowiednie stycznéj AT, sieczne) S, lukn AFae;
albo tez luku AB réwnego lukowl ae, hgdacego takze ré-
Znica migdzy lukiem uwazanym AFae, a polokregiem Fae,
wstawa jest BD, dostawa 8D, ktoré dla przystawania troj-
katow SDB i She, rowné sa odpowiednie wstawie e/, do-
stawie Sh luku AFqe; styczna luku AB jest AT, sieczna
ST, dostyczna FS, dosieczna SP, ktire dla {)rzystawama
trojkatow SEP, Sfn, rowné s odpowiednie dostyecznéj fn,
dosiecznéj Sn luku AFae; wige widzimy Zze linije trygono-
metryczné luku wigkszego od pélokr¢gu kola, sa rowne
odpowiednie linjjom trygonometrycznym luku mni¢jszego
od éwiartki okregu kola, bgdacégo réinicQ miedzy lukiem
uwazanym a polokregiem kola.

25, Luku AFafN wigkszego od trzech éwiartek okre-

u kola, a mniejszego od calégo okregu kola, wstawa jest
No, dostawa Sg, styczna At, sieczna St, dostyczna fM, do-
sicczna SM: lecz 1luku AN mniéjszégo od éwiartki okregu
kola, a spelniajacego luk AFafN do calégo okregu, linije
trygonometryeczné sa tez samé; z tego wypada, ze dworch
lukow spelniajacych siebie do calego okregu kola, linije
trygonometryezné odpowiedné sa rowné migdzy sobg co
do wielkosei.

26. Biorgc nakoniec tuk AFafAB, wickszy od calégo
okregu kola, widzimy Ze jego linije trygonometryczné sa
tez same, jakie sa luku Aé; ztad wnosimy, ze luk wiekszy
od okregu kola, ma té samé linije trygonometryczné, jakie
ma luk bedacy réznicg miedzy lukiem uwazanym a okre-
giem kola, raz lub tyle razy wzigtym, ile razy tylko mo-
zna go od tuku uwazanégo odjaé.

27. Poniewaz linije trygonometryczné jakiégokolwiek
tuku wigkszego od 4téj czeici okregu kola, sa tesi samé
co do wielkosci, jakie sy luku mniéjszego od 4¢] czgéei o-
kregu, ze znakami tylko im stosownémi, przeto, aby mieé
linije trygonometryczné jakichkolwiek badz lukéw, dosé
jest mie¢ linije trygonometryczné lukéw wszystkich za-
wartych w éwiartce okregu kola; lecz Ze wstawa, sty-

.
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czna, sieczna, luku mniéjszego od éwiartki okregu kola,
jest razem dostawa, dostyczna, dosieczna Juku drugiégo do-
pelniajacégo luk piérwszy do éwiartki okregu kola, wiege
dla otrzymania {inij trygonometrycznych wszystkich lu-
kow zawartych w ¢wiartce okregu, trzeba znalesé, albo
wszystkie linije trygonometryczné lukéw wszystkich za-
wartych w polowie ¢wiartki okregu kota, albo tylko wsta-
wy, styezné 1 sieczne lukéw wszystkich miesczacych sig
w calé) éwiartce okregu,

20. Poniewaz kazda linija trygonometryczna w tém
samém kole, odpowiada kilku lukém roznéj wielkosei, prze-
to w rachunku, do ktérégo wchodza luki rozmaite, nalezy
dawaé wielka bacznosé na znaki sluzace tym linijom, dla
uniknienia omylki w braniu luku odpowiednégo, azeby
wigkszégo nie wziaé na miéjscu mniéjszégo, lub przeciw-
nie. W Astronomii, gdzie dlugosé i wznoszenie si¢g proste
cial niebieskich rachuje sig od zera przez caly okrag kola,
uwaga na znaki od uwagi na wielkosé limj trygonome-
trycznych powinna hyé nieoddzielna; lecz.w trygonometryi
plaskiéj, maiae tylko do czynienia z katami mniéjszemi od
dwoch katéw prostych, 1 pregdko mogac poznaé, jakiému
linija trygonometryczna odpowiada katowi, ostrému lub
vozwartému, nie dajemy zadnéj bacznoSci na znaki,

29. Wszystkie linije trygonometryezné, aby mogly
byé poréwnywane jedne z drugiémi, powinny mieé spéln
miarg, dla tego trzeba je wyrazié w czgsciach jednoscy
statecznej, Za takowa jednosc, tejest za miarg pordwny-
wania, bierze si¢ promien, jako ilosé mieodmieniajaca sig
w tém samém kole .— Warlo$é jemu nadawaé mozna od
upodobania, lecz pospolicie teraz naznacza sig albo 1, alba
liczba zloZona z jednoSei majacé] po sobie zer ilekolwiek
np. 103100310003 1 t.d, j

30. Z linij trygonometryeznych 1 z promienia, jak
widzimy na figurze, skladajasig trojkaty podebné, ktorych
boki sa proporcyonalne, wige migdzy linjjami trygonome=
trycznemi zachodza pewne stosunki stateczne: kiore wy-
prowadzimy nastgpnym sposobem.

16d. 7 trojkatow podobnych SDB, SAT mamy pro-
poroya: SD:BD=SA:AT; czyh dostadB:wstAL==P:sty 4B,
2z tej proporcyl mozemy wyrazié ktorykolwiek wyraz przez
wyrazy inne, i tak np. styczna, nazywajgc luk 4B, jedna
litera 4, bedzie wst AP

Styd—
dostad

Z tychze samych trojkatéw mamy :

SD :SB==84 : ST; czyli, dostad : P—=P: sied.
P!
dostad.

Ztad sied—
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Mamy jescze i te proporeya:

BD : SB== AT :S8T; czyli, wstd:P=—styA : sied;

are. Ztrojkatow podobnych SCB, SFP, mamy :
SC: CB==_58I": FP ; cayli, wstd: dostad = P :dosty4,
dostad>P
wstd

7 tychze samych trojkatéw mam
SC: 8B ==S8F : SP; czyli, wstd : P =P : dosie4,

P?
wstA

eie, Z trojkatow podobnych SAT, SFP, mamy :
AT : AS=SF : FP; czyliy styd : P=P,: dosty4,

])l Pz
tad, dostyd s=—j - Styd = —

RS Uaaa it styA airsd dosty A

4te. W trojkacie prostokatnym SAT mamy
§T? =84* |- AT?; czyli,sie*d = P* 4 sty* 4.

5t¢, \WV trojkacie prostokatnym SFP mamy
SP? == SF* - FP?*; cazyli, dosie’4 == P* - dosty*4.

6ce. W trojkacie prostokatnym SBD jest
SB* = BD* 4-8D?; cazyli, P* == wst*4 + dosta’ 4,
ztad dosta’Ad == P? —wst*4; czyli, dostad =— \/Pi_wst’A;
tojest : dostawa jakiégokolwick luku réwnasig pierwiast-
kowi kwadratowemu wyciagnietému z roéznicy mi¢dzy kwa-
dratém z promienia a kwadratem ze wstawy tegoz luku,

Podobnym sposobem postepujgec moznaby wyprowa-
dzi¢ inne stosunki, migdzy linjami trygonometryeznémi
zaohodzacé, lecz na poczatki trygonometryi, liczba stosun-
kow znalezionych jest dostateczna.

31. 'l'akowe stosunki migdzy linijami trygonometry-
cznémi zachodzace pokazuja, Ze skoro mie¢ bedziemy wy-
rachowane niektoré tylko linije trygonometryczné podlug
jednego promienia, znajdziemy za pomoca tych stosunkow
wszystkie inné linije, w czgéciach legoz samégo promienia.
Zaslauawna]a*c sig za5 nad skladem tych stosunkéw ‘ro-
strzegamy, ze znajomosé wartosci wstaw 1 dostaw, bardzo
fatwo da poznaé wartosé innych limij trygonometrycznych,
przeto cale nasze staranie powinniSmy obrécié na wyra-
chowanie wstaw 1 dostaw wszystkich lukoéw.

Wiemy ze wstawa déwiartki okregu kola réwna sig
promieniowl, wstawa trzeciéj czesci ¢wiartki réwna sig
fo'lowie promienia , z tych dwoch wstaw wiadomych na-
ezy wyrachowaé wstawy i dostawy wszystkich innych

tukéw ; do czego potrzebna jest znajomosé dwoch podan
nastepnych :

thd, dostyA ==

ztad, dosied ==
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10d. 7, wiadoméj wstawy i dosiawy luku danégo, zna-
lesé wstawe 1 dostawg luku dwa razy wigkszego, lub dwa
razy mniéjszégo.

- 206 4 wiadomych wstaw 1 dostaw dwoch jakichkol-
wiek lukow danych, znalesé wstawg 1 dostawe lukuy ré-
wnégo ich summie lub réznicy. ,

32. Znalesé wstawe i dostawg tubu dwa razy wigksze-
go od tuku danego. fig. 2. '

Niech bedme tuk 4B, ktérego wstawa 4D, dostawa
SD sy wiadomé; i drugi luk dwa razy wigkszy ABC, trze-
ba znale$é jego wstawa CF.

Poniewaz luk ABC jest dwa razy wiekszy od luku
AB. przeto luk BC jest réwny lukowi 4B, zatém ich do-
stawa SD jest spolna, wstawy AD, €D sa réwné, przypa-
daja w jeden punkt D), i skladaja linija prostg AC: wige
trojkaty ASD, ACF, majge kat A spolny, katy D 1 F pro-
sté, a zatém 1 trzecie rowné, sa podobne, 1 daja propor-
¢ya nastepujgeq : ; ;

- AS:SD = A€ ;: CF; czyh, AS:8D = 24D ; CF,

toj_estz P : dostadB ==2 > wtdB : wsi24B,

2> wstAB X dostad B,
£

co nam pokazuje , Ze wstawa luku podwoéjnego réwna sig
podwonému iloczynowi ze wstawy przez dostawg luku po-
jedynczégo podzielonemu yrzez promien. R

Dla znalezienia za$ dostawy tego luku, podlug wiada-
mego sposabu (30), robig kwadrat ze wstawy :;na?ezxopé],
odeymuj¢ od kwadratu promienia, z reszty wyclagam pier-
wiastek kwadratowy, a ten hedzie dostawa szukana.

53. Znalesé wstawe tuku dwa razy mniéjszégo od tu-
ku danégo. fig. 2. : ¥

Niech bedzie uk ABC ktérego wstawa CF, a tém
samém 1 dostawa SF sa wiadome, i luk 4B, dwa razy
mniéjszy tod ABC, trzeba znalesé jego wstawe AD.

Na ten koniec dostawg SF, odciagam od promienia
84 1 otrzymuje wstawe odwréocong FA4. W trojkacie pro-
stokgtnym CFA, gdy kwadrat wstawy CF,1 kwadrat wsta-
wy odwréaconéj FA, dodam w jedng summe, otrzymam
kwadrat z linij AC, pierwiastek wyciagnigty oznaczy sa-
mg linija 4D, polowa zaéjego bedzie szukana wstawag A1)

Albo tak. I'rojkaty ASD, ACF Podobné daja,

AS: AC—AD ; AF,
dzielgec oba wyraay piérwszégo stosunku przez 2, mamy,
A4S ADe=AD: AF,

2
ztad widzimy, Ze wstawa tuku dwa razy mniéjszégo, jest
srednig ilorazowo proporcyonalng migdzy polowa promie-

ztad, wstedB ==
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mia a wstawa odwréceng luku danégo; wige pierwiastek
kwadratowy wyclagniety z mnogosct zrobioné) z potowy
promienia przez wstawg odwrécong luku danégo, pokaze
- wielkos¢ wstawy szukanéj luku dwa razy mniéjszégo.
| 54, Znales¢ dostawe luku dwa razy muiéjszégo od
' tuku danége, tojest linijq SD. fig. 2
Majac wstawg A0, moZzemy znalesé dostawe podlug

prawidla podanégo w liczbie 5o ; lecz mozna ja takze o-

trzymac. sposobem nastgpujagcym. Prowadzg linija CGj
| trojkaty AA‘D FGC podobné, bo majg katy 1) i F, prosté,
katy 81 G, réwné jako jednostronné, dajg

AS? CG== SD: GF, y
a 7e z podobiefistwa trojkglow ASD, AGC, widzimy, zé
jako bok A4S jest polowg boku AG, tak i bok SD jest po=
towa boku GC, przeto dzielgc oba wyrazy piérwszégo stos
sunku przez 2 wyga.da. ¥
: (i : §SD == SD: GF,

to jest : dostawa luku dwa razy mniéjszégo jest Srednja 1lo=
razowo proporcyonalng miedzy polowa I)romienia, a wsta-
wa odwrocong GF luku GC, spelniajgeégo tuk dany CA
do polokregu. Wige majae luk dany, otrzymamy do-
staweg luku dwa razy mniéjszégo, mnozac wstawe odwré=
cong luku spelniajacego luk dany do poélokregu przez po-
lowe promienia, 1 z téj mnogosci wyciagajac pierwiastek
kwadratowy. :

35. Znalesé wstawg duku réwnego summie lub réZnis
cy dwoch tukéw danych. fig. 3.

Niech bedzie tuk wickszy 4B, ktéry oznaczam lites
ra A, a ktérego wstawa BE i dostawa SE, sa wiadome
i drugi mniéjszy BC, ktéry nazywam B, a ktérego wsta=
wa CF, i dostawa SF sa takze wiadomé.

Na luku wigkszym odcinam luk BD réwny hkowi
BC, wige mamy luk JC, réwny summie dwoch Tukéw 4,
1 B, iluk 4D réwny réznicy miedzy tukami 4 1 B; pro=
wadzg luku AC wstawe CG, i luku AD wstawg DH; tas
kowé wstawy trzeba wynalesé, *

? Na ten koniec robig luku BD, wstawe FD, przypas
;
5

da ona w punkt F; z punktu F prowadze do promienia
84, prostopadlg FJ, i do tegoz promienia, przez punkta
F. 1 1), prowadzg réownolegle FK, DL. Linije CF, FD, ja-
ko wstawy réwnych takow sa réwné micdzy soba, iskla~
daja linija prosta. Irojkaty FLD, CKF,dla réwnosci bo«
kéw CF 1 FD, 1 dla réwnosci katow odpowiednych mo«
%a_}};rzystac’, a ztad wypada FL == CK; aize FJ = KG,
== LJ, jako boki przeciwné prostokatow; wige
(G = KG + CK = FJ 4 CK.
PHe= §J —~ FL &= FJ — CK,
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‘przeto cala'rzecz sprowadza si¢ do znalezienia linij F'J, i CK.
Lintja F/, znajdziemy z trojkatéw SBE, SFJ podo-
bnych; mamy z nich bowiem
8B : BE=SF.IJ; czyli P, wstA =— dostaB: FJ.

stad Fri wstA > dostaB.

Linija zas CK otrzymamy z trojkatéw SBE, CKF, po-
dobnych, jako majacych katy K, i, prosté, kat CFK ro-
wny katowi SBE, bo kat KFS i zkatem CFK, z ikatem
SFJ, rownym katowi jednostronnemu SBE, sklada kat pro-
sty. Mamy z bokow ich proporeya,

SB :SE == CF:CK; czyh, P:dostad =— wstB:CK,
dostad > wstB.

/44

T AR _wstA > dostaB-}-dostad D wst B
przeto CG e= FJ4-CK =2 rperyeh

DH — FI—CK zwst/l > dostaB ;_(_105?3/1 S wstB
aze linija CG jest wstawa luku AC, ktory jest = AB4-BC
=A-B; linija zas DH jest wstawa uku 4D, ktory jest==
AB — BD = A— B, wigc na miéjscu CG, DH, ktadac wy-
razenia, wst (4--E), wst (4 — B), irazem to laczac mamy:

- + :
wst (4 X B) "y stA X dosta[{}_,_ dosta 4 > wstB,

to wyrazenie pokazuje, ze majac wstawy 1 dostawy dwoch
tukow, dla znaleziema wstawy luku rownégo summie lu-
kéw danych, trzeba zrobi¢ awie mnogosci, jedne ze wsta-
wy luku wickszego przez dostawg luku mniéjszego, druga
z dostawy luku wiekszégo przez wstawe luku mniéjszego,
i summe tych mnogosci podzielié przes promien; réznica
za$ migdzy témiz mnogoSciami podzielona takZe przez
promien oznaczy wiclkosé wstawy luku réwnégo réznicy
migdzy dwoma lukami danémi.

56. Znalesé dostawe {uku réwnégo summie lub réZni-
cy dwoch tukow danych. :

Majac znalezioné wstawy CG i DH, ukéw AC, AD,
mozemy znalesé ich dostawy SG, SH, odciagajac kwadrat
z kazdej wstawy osobno od kwadratu z promienia, a re=
szty wyciagaige pierwiastek kwadratowy; lecz cheae wy=
nale$é dostawy nie znajdujac wstaw , trzeba na rachowas
nie ich wyprowadzié wzory. :

Uwazamy, ze dla przystawanidtrojkatow CFKiFDL,

thd CK=—
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linile FK, LD, sa réwné; takie KFe==GJ, LD=JH,
jako boki przeciwne prostokatow, przeto
8§G==8J—GJ=SJ—KF.
SH = 8]+ JH ==38J + KF,
co pokazuje ., Ze dla otrzymania dostaw SG i SH, trzeba
wynalesé dwie linije 8J 1 KF.
Linija 8J, znajdziemy z trojkatéw SBE, SFJ przez
proporcya :

SB i SE = SF: 8J; czyli, P:dostad==dostaB :5J.
) dostad >< dostaB
thd SJ == P
Linija zas KF, znajdziemy z trojkatéw SBE, CKF
przez proporeya; .
.¥B : BE = CF: KF; czyli, P:wstd == wstB : KF,
stad KF __wstd > wstB

dosta > dosta B-——wst A wstB
1)

SH_—=SJ+KF—~—d°StaA><d°5taBj)’W5tf1>< wst3

wige SG=8/—KF=

na miéjsou SG, i SH, kladac wyrazenia dosta (4-}-B), i

dosta (A—B), 1 razem laczgc mamy :

dostad > dostaBwstADwst B,

1)

ztad poznajemy, ze dla znalezienia dostawy lukn réwnégo
summie dwoch danych lukow trzeba zrobié dwie mnrogo-
sci, jedng z ich dostaw, a druga z ich wstaw, odjaé druga
od piérwsze) a resztg¢ podzieli¢ przez promiefi; dla otrzy-
mania zas dostawy luku réwnégo réinicy migdzy dwoma
iukami, trzeba rzeczoné mnogosci zebrac¢ w jedng summeg
i podzielié ja przez promien.

. 57. Majac juz znalezioné wzory na wyrachowanie

- wstawy luku dwa razy wickszégo, lub dwa razy mniéj-
szégo, jako tez wstawy luku bedacégo summa lub ré:nica

~ dwoch lukéw danych, mozemy przystapié do wyloZenia

- sposobu rachowama wstaw wszystkich iukéw.

, _ Caly rachunek zaczyna si¢ od znalezienia wstawy lu-
ku jedné) minuty, ktéra otrzymamy z jakiéjkolwick wsta-

- Wy wiadoméj, szukajac wstaw lukéw coraz dwa razy mniéj-
szych, az poki nie przyjdziemy do wstawy luku doéé ma-
légo, ki6ryby ledwo kilka minut zamykal; pctém ztej u-

dosta (AXB) ==

; wagi Ze wstawy lukéw malych niewiele si¢ réznia od sa-

mych lukéw, i Ze zmniéjszajg si¢ prawie w takim stosuns
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ku, wjakim zmniéjszaja si¢ same luki, ukladajac propor-
cya; jak si¢ ma tuk maly, ktorégo wstawe mamy znale-
ziona, do luku jednéj minuty; tak sie ma wstawa znale-
ziona luku-malégo, do wstawy luku jednéj minuty; ktérg
2z 1€) proporeyi otrzymawszy, wyrachujemy za pomocg wy-
z¢j pod liczbami 32, 35, 1 35 dowiedzionych podan, wsta-
wy wszystkich innych lukéow.

58. Mamy podzial okregu kola dwojaki jeden nasto-
pni 560, drugi na stopni 40o. Obaczmy jak w kazdym
znich moglibysmy wyrachowaé wstawy nie uzywajac po-
mocy dalszych czegsci Matematyki.

Biorac podzial okregu kola na 360°, mamy wiadomé
dwie wstawy; jedng éwiartki okregu kola, tojest stopni
90°, réwna promieniowi; druga dwonastéj czesci okregu
kola, tojest stopni 50° rowna polowie promiema; bierze-
my np. tg ostatnia, 1 z niéj wyprowadzamy wstawy lukow
coraz dwa razy mniéjszych. Zakladajac promien ==1,
otrzymam wst.15° sposobem nastgpnym: znajduje dosta. 30°,
odeiagajac kwadrat ze wst.30°, tojest kwadrat z 0,5, kto-
ry jest 0,25, od kwadratu z promienia==1, a z reszty
0,70 wyciagajac pierwiastek kwadratowy, wiec bedzie do-
sta.30% = 0,8660254, odjawszy ja od promienia, mam
wsta.odw.30%==0,1359746; ztad dla znalezienia wst.15°, po-
niewaz wstawa luku dwa razy mniéjszégo réwna sig pier-
wiastkowi kwadratowému z mnogosci zrobionéj ze wsta-
wy odwréconé) luku danégo przez polowe promienia (33),
mnoze wst.odw.30°, przez o5, 2z te] mnogosci wyciagam
pierwiastek kwadratowy, i otrzymuje wst.15°=0,2588190;
dla znalezienia dosta. 15°, uzywam siosobu pod liczbg 5%
podané§0, ktory kaze wst.odw.150°, jako luku spelniajacégo
tuk 30° do polokregu, rozmnozyé przez polowe promienia,
z té) mnogoScl wyciagnaé pierwiastek kwadratowy ; wst.
odw.150°, poniewaz jest summa (jak si¢ moZna o tém la-
two 7z figury przekonad) z dosta 50° i z promienia, bedzie
==1,3060254, mnozac ja przez 0,5 1 wyciagajac Plerwiﬂ-
stek kwadratowy otrzymamy dosta.15° =0,9659258. Po-
dobnym s(rosobem postepujac  bedziemy wyprowadzali

wstawy i dostawy lukéw co raz dwa razy mméjszych, 1
tak bedziemy mieli,

wst.7°30" == 0,1505262. dosta.7°30° = 0,9914449
wst.3°45" = 0,0654031. dosta.3°45' = 0,9978589
wst.1952°.5 == 0,0327191. dosta.1°52'5 == 0,g994646
wst.56/,25 == 0,0163617. dosta.56'25 = 0,9998661
wst.28/,125 == 0,0081811. dosta.28"125 == 0,9999665

wst.14'0625 == 0,0040905. dosta.14',0625 = 0,9999917
wst.7,05125 == 0,0020453. dosta.7’03125 == 0,9999979
wst.53,016625 = 0.0010222.  dosta.5’,015625 = 0,999999
wst.1’,7578120 == 0,0000110.  dosta.1’,7578125 == 0,999999
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7 téj ostatniéj wstawy anajdziemy wstawe luku je-
dnéj minuty, ukladajac, podtug rozumowania wyzszego (57},
nastgpna proporeyg : .

1,7578125: 1/ == o0,000d110: wst. 1’
ztad wst. 1/ == 0,00029089 == 0,0002909

Cheac przestaé na mniéjszé) liczbie znakow dziesie-
tnych ,moglibysmy szukaé wst.a’ biorae luk wigkszy np.
56",25, albo 1°52',5, i podobng jak téraz ukladajac propor-
cya: lecz im z wigksza liczba znakéw dziesigtnych chee-
my otrzymywaé wstawy, tém mniéjszy luk ijego wstawg
w proporcya powinnismy wprowadzaé. ;

T¢ same wartosé wst.1” znalezlibySmy zaczynajac ra-
chunck od wst.go°==1, tojest szukajac wst.45°, wst.22%, 30/,
i t. d. lecz robota bylaby dluzsza.

3g. Majaec wst.1.’ znajdziemy wstawy lukéow do kilku
minut 7. do 4 mnozac wst. 1/, przez liczb¢ minut za-
mykajacyeh sig¢ w luku, ktbrego wstawy szukamy: 1 tak
bedzie. wst. 2’ == 2 >< 0,0002909 == 0,0005818,

wst. 3’ =3 < 0,000290¢ == 0,0008727.
wst. 2’ == 4 > 0,0002G0(g == 0,0011636,

‘wstawy za$ dalszych lukéw otrzymamy sposobami poda-

némi na znalezieme wstawy luku dwa razy wigkszégo lub
bedgeego summa, albo roznica dwoch tukow danych; i tak
np. cheac znalesé wst.5’, uzyjemy sposobu podanégo na
znalezienie wstawy luku bgdaeego summa dwoch lukow,
bo widzimy ze 5'==3' - 2', wiec bedzie (35)

g P wst. 5> dosta. 2 T)_dost. 3> wst. 2

do czego trzeba mieé dosta.2’, i dosta.3’; ktére ze wst.2,
1 wst.5', otrzymane sposobem wiadomym (30) beda:
dosta. 2’ == 0,999g998 ; dosta. 3' == 0,9999996, przeto
wst.5’' == 0,0008527 < 0,9999998 4+ 0:9999996 > 0,0005818
po wykonaniu dzatan, bedzie wst. 5 == 0,0014544.

Dla znalezienia zas wst. 6, moZemy uzyé sposobu po-
danego (32) na szukanié wstawy luku dwa razy wigkszé-
89, bo 6 =2 > 3; wigc bedzie wst.6' == 2 >{wst.5>dosta.5’,
tojest: wst.b6’ = 2 >< 0,0008727 < 0,999999b == 0,0017453.

Jeshbyémy wprzéd wynalezli wst.b, anizeli wst.5;
wtedy moglibysmy wst. 5/, znale$é uwaiajac tuk 5, jako ré-
znicg migdzy 6/ 1 1"

. Podobnie postgpujac jak teraz postgpowalismy w szu-
kaniu wst. 5, i wst. 6, otrzymywalibyémy wstawy lukéw
coraz wiekszych. Wstawy lukow bedacych podwojnémi
wzglgdem lukéw mniéjszych naylatwiéj byloby otrzymy-
wac sposobem podanym na znalezienie wstawy luku dwa
razy wigkszégo; na luki za$ inné, ktéré nie sa podwojné-
miy, a sa mniéjszé od 15° mozna uzywaé sposobn danégo
na szukanie wstawy luku réwnégo summie lub réznicy dwoch

>
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lukéw danych; na luki zas zawarte miedzy 15°%, a 50°,
naydogodnié) byloby uwzywac sposobu danégo na szukanié
wstawy luku bgdacégo roznica migday dwoma lukami da-
némi, uwazajae tuk dany za roznicg migdzy 30°, a stoso-
wnym tukiem muiéjszym, bo wst. 309 == 0,5 nie wiele ma-
jac znakow skréei robote.

Wyrazoné sposoby szukania wstaw nie sa dosé pre-
dkie, wige uzycie ich na wszystkie luki zawarte w caléj
¢wiartce kola nie predkoby nas prowadzile do zadanych
wypadkow, dla tego uzywaé ich potrzeba tylko do 30°.

40. Na luki za$ wigkszé od 30°, wyprowadzimy spo~
sob znacznie skracajacy robote. fig. 4.

Niech bedzie tuk 4B ==50°, odcinamy réwné luki
BC, BD wigc luk AD, o tyle stopni jest wigkszy od 50°,
o ile AC jest mmiéjszy od 30°, wstawy ich sa DE, CF; pro-
wadzg limja CH rownolegla do promienia SA4, 1 cigeiwe
DC, do ktoréy promieqt SB jest prostopadly , a przeto'ja
dzieli na dwie czgsci rowné DJ, JC, z ktorych kazda jest
wstawa jednégo z réwnych lukéow BC, BD. 'I'rojkaty pro-
stokatné SGE, DGJ, majac katy przy G rowné, majg tém
samém 1 katy GSE, GDJ rowné, bo kazdy z nich z katem
G sklada kat prosty, a ze GSE =30°, wige i GDJ=730°,
przeto w trojkacie KDC, skoro kat KDC ==30°, tojest ro-
wny trzeciéj czeSci kata prostego, bok KC jest polowa
przeciwprostokatnéj De (14), zatem rowny jey polowie JC,
wi?c KC? = JC*; w tymize trojkacie KDC mamy KD® ==
DC? — KC?; a ie DC=2.JC, przeto KD*=—4.JC?* —JC?
==3.JC?, po wyciagnieciu pierwiastku kwadratowégo, ma-
my KD — JCXv3=wstBCXV 3; a ie DE=KE +- KD
=CF -~ KD, przeto wst AD =—=wst AC+ wst BC Xv'5,
czyli wst(AB - B> )=—= wst (AB— BC) -} wstBC XXV 33
nazywajac tuk BC, Iub BD jedna litera 4, a na miéjscu
luku 45 kladge 50°, wypada:

wst (30° 4 A) = wst (50° — 4) + wst AV 3. :
to pokazuje: ze wstawa lukv o ilekolwiek stopni wigkszé-
go od 30° rowna sig wstawie luku o tyle stopni mniéj-
szego od 30° nad to jescze wstawie luku bgdacégo réznicg
migdzy lukiem mniéjszym lub wigkszym a 3o°,‘ mnozoneéj
przez pierwiastek kwadratowy =z liczby 3, tojest przez
1,7320508; i tak np. wst. 35 = wst. 25° 4 wst. 5>V 3.

« =0,4226183 4 0,0871557 X< 1,7520508 =0,573570+.
tego sposobu uzywajac znajdziemy wstawy wszystkich lu-
kow od 30°, do 60°.

41. Na wynalezienie zas wstaw lukéw zawartych mie-
dzy 60° a ge°, mamy jescze sposob predszy od poprzedza-
jacyeh.

i Naznaczylismy lok 4B ==350° wiec luk BL—= 60°3
luki BC, BD sa rowné, wige tuk LC o tyle stopni jest
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wiekszy ed 60°, o ile stopni tuk L7) jest mniéjszy ed 607;
Juku LC wstawa jest CH, luku LD wstawa [M. Linija
CH=—=KH--KC=DM--KC, a e (14) KC= JC = wsL BC,
wiee wst LC == wst L1 - wst BC;
tojest wst (LB-4-5C) == wst (LB — BD) + wst BC;
nazywajac tuk BC, lub BD, li_terzg A, a za LB, kladac 60°,
wypada wst (60°—- A)==wst(60°—A)-wst 4; e
ztad postrzegamy, ze wstawa lu_ku o 1lekolwiek stopni wig-
kszégo od 60° rowna sig wstawie luku otylez stopni mnié)-
szego od 60°, 1 wstawie luka bgdacégo roznicg migdzy tu-
kiem danym a 60 i tak wst. 6525 ==wst. 55° - wst. 5%,
to jest wst 65¢ == 0.8191521 4~ 0,0871557 == 0,906307.

42. Biorac zas pordzal kola na stopnt 4oo, a kazdy
stopien dzielge na minut 100 1 t. d. dla znalezienia wsta-
wy jedné{ minuty setnéj, tojest wst.0%o1, moglibySmy za-
ezaé rachunek, albo od wstawy czwarté)] cazgsci okregu
kota, rownéj promieniowi, albo od wstawy dwoénastéj cze-
sci okregu, rownej polowie promienia, tojest, zakladajye

g 100°
promien ==1, albo od wst 100°==1, albo od wst.. 3 =0,

lecz dla predszego przyjicia do wstawy jednéj minuty, do-
godniej jest tak, jak 1 w poprzedzajacym rachunku, zaczy-
naé od wstawy réwnéj polowie promiema; dla tego zas,
B : e, S TOMR ,

ze dwobnastej czgsei okregu kola, tojest—— nie' mozna zu=

pelnie wyrazié w ulamkach dziesigtnych, dalszé luki co-
raz dwa razy mniéjszé oznaczam ulamkami zwyczajnémi;
o o
. 100 h 100 s
majac wst. 5 ==0,5; 1" dosta. 3 ==0,866025%, 1 szuka-
’ ’,
jac wstaw i dostaw lukéw coraz dwa razy mniéjszych, o-
trzymamy te samé wypadki, co piérwié), 1 tak bedaie
100° 100°

wst. 60 ==0,2588190; dosta. 5 ==0,9659253.

wat.mo. ==0,1305262; dosta.moo ==0,9914449.
WSt.IOQZO ==0,0654031 ; dosta. IZZO ==0,9976589.
WSL]—Z%)O— ==0,0327191; dosta, 1%;—o—'-='-0>9994646'
w_’st.m00 =0,0163617; dosta.l%zn,gggfiﬁfil.'
wst.igzo == 0,0081811; dosta.;(’:o =0,9999665.
ztad dla]g:glezienia wst. 0%,01, ulozymy proporcya:
Tob :0%,01==0,0081811 : wst.0%01.

3 o
eo daje wst.0%,01==0,000157077==0,0001571.
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Majae wst. 0%,01, znajdziemy wstawy wszystkich hu-
kéw az do 100% uzywajac sposobow podanych na szuka-
nie wstawy luku dwa razy wigkszégo, lub bgdacego sum-
ma albo réznicy dwoch lukéw danych.

45, Majac wyrachowané wstawy wszystkich lukéw
miesczacych sig  w cal€é) éwiartce okrggu kota, zamykaja-
cych stopnie 1 minuty, mozemy latwo znales¢ wstawy lu-
kow zamykajacych stopnie minuty 1 sekundy. Uwazamy
bowiem, ze, jesli wézmiemy kilka lakéw 4B, AG, AC,(fig.5.)
nie wiele sie migdzy sobg rozniacych, 1 poprowadzimy ich
wstawy BL, GH, CD, a przez koniec g, tukn naymniéj-
sz¢go, pociagmemy linija BK, réwnolegla do promienia
AS, linije CK, GI, sa réznice miedzy wstawami CD, GH,
a wstawa BE; aze luk BC, dla swojé] malosci, moze hyé
uwazany za linlja prosta, trojkaty BKC, BIG, toga byé
wzigté za prostokréslné, zatém dadza proporcya mastgpna:
CK: Gl== CB: GB; tojest : réznice miglzy wstawami lu-
kow, nie wiele si¢ jeden od drugiego rézmaoych, maja sig
jak roznice migdzy samémi tukami. Ta uwaga daje nam
predki sposéb znalezienia wstawy luku zamykajacego sto-
pue minuty i sekundy; bo jezli zalozymy, ze tuki 4B,
AG, AC sa wiadomé, luki AB, AC zamykaja stopnie 1
minuty, a luk posredni 4G, zamyka stopnie minuty i se-
kundy , wstawy CD, BE, sa takze wiadomé, a szukamy
wstawy GH ; widzimy, ze do§é jest znalesé linija G/, kto-
ra dodawszy do wstawy BE, otrzymamy wstaw; GH; tg
zas linija GI znajdziémy z wyzszé] proporeyi, ktora, prze-
mieniajac stosunki, mozemy tak wystowié: jak sig ma ré-
znica migdzy lukiem wiekszym a mniéjszym od danégo,
do réznicy migdzy lukiem danym a mniéjszym, tak sig
ma rozonica migdzy wstawa luku wiekszégo a wstawa
uku mniéjszégo, do roéznicy miedzy wstawa szukana a
wstawg luku mniéjszégo; w téj proporcyl trzy wyrazy

oczatkowé sa wiadomé, wiec znajdziemy wyraz czwarty,
Et()ry dodawszy do wstawy mniéjszégo Iuku, otrzymamy
wstawe tuku zalozonego. Poniewaz luk BC bierze sig za
linija prosta, wigc powinien byé ile mozna najmniéjszy,
dla tego pospolicie biora si¢ tuki AC, 4B, o jedne tylko
minute rozniacé sig¢ migdzy soba; zakladamy np. podlug
dawnégo podziatu znalesé wst.10° 20’ 15”, na ten koniec
bierzémy wst:109 20'==0,1793746, i wst. 10°21'==0,1796607,
odejmujge piérwsza od drugiéj, mamy réznicg 2861, 1 po-
dlug wyZszego rozumowania ukladamy proporcya; 1’ czyli
60”: 15"==2861:x; ztad x==1715, dodawszy tg liczbe do
wst.10220" == 0,1793746, otrzymujemy wst.10%2015" ==
0,179%461. <

44. Skoro mamy wstawy wszystkich lukéw zawieraja-
cych sig w caléj ¢wiartee okregu kola, mamy juz razem
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i ich dostawy, bo wstawy lukéw mmiéjszych od polowy
¢wiartki, sa dostawami lukow wigkszych od jéj polowy,
a dopelniajacych piérwszé do caléj éwiartki, 1 wzajemnie;
tak np. w podziale kola dawnym wst- 40? = dosta.bo®,
a wst. bo%=—dosta.40%; w podzialg za§ mowym wst.40%=
dosta. 602, a wst. 60‘=dosta.40°.

45. Zamiast rachowania wstaw wszystkich lukéw
miesczacych sig w caléj éwiartce okrggu kota, mozna by-
loby rachowaé wstawy lukéw zawartych w polowie tylko
éwiartki, lecz nalezaloby tychze lukow rachowaé dostawy,
ktére majac, mielibySmy tém samém wstawy 1 dostawy
wszystkich. lukéw zamykajacych sig w caléj éwiartce o-
kregu; lecz rachunek dostaw wymagajac w niektérych tu-
kach mnoZenia i wyciagania pierwiastkow, jest dluzszy od
rachunku wstaw, gdzie trzeba tylko mnozyé 1 dodawac;
zatém dogodniéj jest szukaé wstaw wszystkich tukéw ca-
1éj éwiartki.

46. Z wiadomych wstaw i dostaw mozémy wynalesé
wszystkié inné linije trygonemetryczné za pomoca stosun-
kéw miedzy temi linijami zachodzgcych (30); wyprowadzi-
lismy z nich bowiem Ze:

styA=WSt AXP;dostyA——dOStaA>~<P

“dosta A4 wst 4
: Lk : P
s A A A e

te wyrazenia pokazuja, co naleiy robié dla otrzymaniaka™
zdéj linij; cheae mp. znalesé styczna jakiegokolwiek lukus
trzeba wstawe tego luku rozmnozyé przez promien, a tg
mnogosé podzielié przez dostawe tegoz samego luku. I tak:
dla otrzymania sty. 402 w dawnym podziale kola, mnozg
wst. 40%, ktora jest 0,6427876, przez promien =1, i dzielg
przez dosta. 402, tojest przez o,7660444, wigc bedzie
0,6427876
0,76b0444
powaé wzgledem innych linij trygonometrycznych.

. 47. Wynalezione wszystkie linije trygonometryczne
piszg si¢ porzadkiem przy lukach, do ktérych naleza; zbio-
ry wartoscilukéw 1 linij trygonometrycznych im odpowia-
dajacych nazywaja sig’ tablicami trygonometrycznemi (ta=
bulae trigonometricae). Uklad takowych tablic jest dowol-
ny, dla tego przy kazdych tablicach pospolicie znajduie
5l jego opisanie. .

. 48. Wyprowadzilismy stosunki zachodzace miedzy li-
nijami trygonometrycznémi w jedném kole, 1 pokazalismy,
jak za ich pomoca z wiadoméj wstawy jednégo luku, znaj-
duja si¢ wszystkie linije trygonometryczue innych lukéw,

sty. 402 = = 0,85909gb ; podobnie nalezy postg-
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zakladajac promien = 1; lecz promieniowi moze byé dana
warto$¢ rozmaita, przeto nalezy pokazac¢ sposoéb otrzyma-
mia z wartosei limyj trygonometrycznych wyrachowanych
podiug jednégo promiema, wartosci tych samych linij po-
dlug promienia innégo ; na ten koniec, trzeba odkryc sto-
sunek zachodzacy migdzy linijjami trygonometrycznémi je-
dnego gatunku lukéw podobnych w kolach odmiennych.

Niech bedg tuki podobne 4B, EG, piérwszy nazywam a,
drugi A; promien S5 kladg p, promien SG kladg P, pro-
wadze obu tych tukow ww,)‘si]kic linije trygonometryczné.

Z trojkatéow podobnych SBD, SGH mamy,

BD : GH=S8B:5G; tojest, wst a:wstAd=p: P;
jako tez SD:SH==_8B : SG; tojest, dostaa : dostad==p:P.

Z trojkatow podobnych SAT, SEJ, mamy,

AT :EJ=—=_84: SE ; tojest, stya: sty Ad=p: P,
takze, ST': SJ==584: SL; tojest, sie a: sie A== p: P;

- Nakoniec z trojkatow podobnych SFQ, SLM, mamy

FQ: LM = SF: SL; tojest, dosty a: dosty A=—p : P;
takze, SQ : SM=SF:SL; tojest, dosie a:dosie A—p: F;

Te wszystkie proporcye widocznie pokazuja, ze linije
trygonomytryczné gatunku jednego lukéw podobnych maja
sig do siebie jak promienié kol, do ktérych luki nalezg.

49. Ztad wypada, ze majac wyrachowané linije trygono-
metryczne podlug jednégo promienia, otrzymamy ich war-
tosé podlug promienia innégo, przez nastepna proporcya :
jak si¢ ma promien podlug ktérego tablica linij jest wyra-
chowana, do promienia zalozonego: tak si¢ ma ktérakol-
wiek lnija trygonometryczna z tablic, do wartoSel limj
trygonometrycznéj tegoz gatunku, podiug promienia zalo-
zonego. Zakladam np. luk 4B =—102, wstawa jego, kla-
dac promien SBe==1, jest =0,1736482, chcac znalesé tuku
podobnégo GE, wstawe GH, kladac promien $G == 1000,
wkladam proporcya:
1:1000==0,1736482 : GH; ztad, GH=—=wst GE=1753,6482.

50. 7 tego, ze linije trygonometryezné lukéw podo=
bnych w kolach odmiennych maja sie jak promienie tych
kol, wypada; ze stosunek ktéréjkolwiek linii trygonome-
tryczné; jakiegokolwiek luku w jedném kole do jego pro-
mienia, réwna si¢ stosunkowi linii trygonometrycznéj tegoz
gatunku luku podobnégo w drugiém kolc do promieniate-
goz kola; ztad 1dzie, ze tablice linij trygonometrycznych

okazunja tylko wielkoici wzgledné, to jest stosunki tych
Finij do promienia, podlug ktéregoémy rachowal : wiec,
jakkolwiek b¢dziemy odmieniali promien, stosunki linijtry-
gonometrycznych do promienia zostana tez samé,a przeto
wypadek otrzymany z rachunku odbyiégo za pomoca lini}
trygonometrycznych, podlug jakiegokclwiek promiema ra-
chowanych, bgdzie zawsze ten sam bez zZadnéj odmiany.
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51. Widzimy. Ze trojkaty podobne ASD, AGC (fig. 2.)
daja proporcya AU :AS = AC: AG, ! rdas
to iest, wstawa luku A5, tak si¢ ma do jego promienia,
jak sie ma cieciwa tuku AC, dwa razy wiekszego od lu-

u AB, do srednicy; wiec stosunek wstawy jakiegokol-
wiek luku do jego promienia, réwna si¢ stosunkowl cicel-
wy luku dwa razy wiekszégo do srednicy; przeto zamiast
rachowania stosunkow lukéow do promignia, mozemy ra-
chowat stosunki cieciw lukéw dwa raz$ wigkszych do Sre-
dnicy, czyli inaczé) méwiac, zamiast rachowania wstaw
odnoszac je do promienia, mozna rachowaé ecigciwy odno-
szac je do éredmey, 1 jako wstawy rachowalismy w é¢wiart-
ce okregu kola, tak cigciwy nalezaloby rachowac¢ w calém
poétkolu.

52. Dla predszégo otrzymania wypadkéw w dzialaniach
arytmetyeznych z liczbami wyrazajacémi linije trygono-
metryczné , zamjast liczb uzywaja sie pospolicie ich foga-
rytmy. 'I'e sa dwojakié, jedné w ukladzie Nepera, kiore
maja za grunt liczbe 2,19828... ; drugie w uvkladzie Brig-
sa majgce za grunt liczbe 10; te ostatnie dla powszechne-
go ich uzycia, nazywaja si¢ zwyczajnémi, i o nich tylko
ciagle tu bedzie mowa. Gdybysmy cheieli odbywa¢ rachu-
nek logarytméw linij trygonometryeznych, moglibysmy go
wykonaé w spos6b nastepny, zaczynajae od znaleziemalo-
garytmoéw wstaw i dostaw. Mamy wyrachowané wstawy
1 dostawy wszystkich lukéw zawartych w cwiartce okre-
gu kola , kladac promien==1; aze oné sa mniéjszé* od
promienia, wige liczby je oznaczajaeé sa ulamkami, a jako
logarytmy ulamkow sa odjemné, tak. i logarytmy wstaw
bylyby odjemnemi; dla uniknienia tego, zaklada sie pro-
mien podzielony na 10000000000,a podlug sposobu wypro-
Wwadzonégo pod liczba 49, otrzymamy z linij trygonome-
trycznych wyrachowanych podlug promienia =1, linije
trygonometryczné podlug promienia zaloZzonégo; w tym
razie najmni¢jszych nawet Inkow wstawy beda wyrazoné
przez liczby calkowité, zatém ich logarytmy beds doda-
tné, 1 logarytm promienia bedzie 10, a przeto latwy do
uzyecia we wszysikich dzialaniach. Po takowém przero-
bieniu, biorac w tablicach logarytméw liczb zwyczajnych,
logarytmy liczb wyraZajacych wstawy podlug promienia
==10000000000, otrzymamy Iogar)tmz wstaw ; 1 tak »p.
poniewaz wstawa 12€j cz¢sci okregu kola réwna si¢ polo-
wie promienia, praeto podlug dawnego podzialu kola, be-
dzie wst. 30°== 5000000000; t¢] liczby logarytm zwyczaj-
ny 9,6g89700, jest logarytmem wst.30% Tym sposobem
postepujace otrzymamy logarytmy wstaw. wszystkich lukow
w caléj cwiartee okregu kola zawartych.

53. Majac logarytmy wstaw wszystkichlukéw bedzie-

D
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my miek tém samém logarytmy dostaw tychze lukéw, bo
jako dwoch lukéw dopelmajacych siebie nawzajem do éwiar-
tki okregu kola, wstawa jednégo jest dostawy drugiego 4
tak 1 logarytm wstawy jednégo jest logarytmem dostawy
drugiégo.

54. Podobnie, gdy sa w liczbach wyrazoné podiug za-
lozonégo promienia mne linmje trygonometryczné, takowych
Ticzb lwarlytmy wzigte wiablicach logarytmiéw lczb zwy-
cza]nyc%l, reda logarytmami linyj trygonometrycznych;lecz
skoro mamy znalezioné logarytmy wstaw 1 dostaw, moze-
my znales¢ logarytmy innych limj trygonometrycznych za
pomocy stosunkow miedzy niemi a wstawa lub dostawa
zachodzacych, bez poprzedniczego rachowania samych lnij
mamy 7p. wstd > P
“dosta 4

zlad, log. sty A==l.wst 4 - 1.P —l.dosta 4;
tojest, logarytm stycznéj otrzymamy , gdy do logarytmmn
wstawy, dodamy logarytm promienia, a od téjsummy odej-
miemy logarytn dostawy tegoz samégo tuku.

Podobnie, dost ’/1—(jis-tua—{{>-<—1—J
F YOA=""yst 4

ztad, l.dosty 4 ="1dosta 4 4 L.P — L.wst 4.

Logarytm za$ siecznej 1 dosieczné] znajdziemy z wyrazeh
)3 2

3 1 ;
sie A= Nobo dosie 4 = [
ztad mamy, log.sie A== 2 > log.P — log.dosta 4.
log.dosie A ==2 > log.P — log.wst 4. ‘

ie wyrazenia ucza nas: ze od podwojonego logarytmu pro-
mienia odjowszy logarytm dostawy jakiégokolwiek luku
otrzymamy logarytm .siecznéj tegoz luku; odjowszy zas o;i
podwojonego logarytmu promienia logarytm wstawy, znaj-
dziemy logarytm dosiecznéj.

55. Wyrachowané logarytmy wszystkich linij trygo-
nometrycznych ukladaja si¢ w tablice, albo razem 2z sa-
mémi linijami trygonometrycznémi, piszac najprzéd luk, po-
tém linije trygonometryczné tego luku, daléj logarytmy
tech' linij; albo teZ, jak bywa najezgscié), linije trygono-
metryczné opusczaja sig, a pisze si¢ tylko luk 1 obok nie-
go logarytmy linij trygonometrycznych tegoi luku. "I'a-
kow¢ tablice albo sa ulozoné na wstawy, styczné i sieczneé
wszystkich’tnkéw zamykajacych si¢ w calé) c¢wiartce o-
kregu kola, albo na wstawy, dostawy, styczué, dostyczné ,
sieczné. dosieczne lakow miesczacveh sie w polowie tylko
¢wiartki. Jednym czy drugim sposobem beda ulozoné, za-
wsze mamy logarytmy wszystkich linij trygonometrycznych
jakichkolwiek badz Iukéw. Leecz rzadko w ktérych ta-

licach znajdujy sig logarytmy wszystkich linij trygonome-

sty A=
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tryeznych , najpospolicié] umiesczaja sig logarytmy tylko
wstaw 1 stycznych a tém samem logarytmy dostaw 1 do-
stycznych, logarytmy za$ siecznych i dosiecznych otrzy-
mujy sig sposobem w poprzedzaiaceéj liczbie wyraZonym.

56. Uskutecznilismy piérwsza czesé naszego zuloze-
nia: opisahémy linije trygonometryczné, pokazalismy sto-
sunki migdzy niémi zachodzacé, wylozylismy sposéb racho-
wania tak samych linij, wzglcdem jakiégokolwiek promie-
nia, na wszystkie luki kola, jakotez ich logarytmow: przy-
stepujemy teraz do czgsci drugiéj, tojest do wylozenia sto-
sunkéw zachodzacych miedzy linijami trygonometryczné-
mi, a bokami trojkata prostokréslnego, do czego sluza na-
stgpné twierdzenia :

Twierdzemé I. W kaZzdym trojkacie prostokrésinym,
boki tak si¢ maja do siebie, jak wstawy katow im prze-
ciwnych brané podtug jednego promienia. Fig. 7 i 8.

Niech bedzie trojkat AHC, mamy dowiesé, ze;

AC:BC =wst B:wst 4.
AC: AB=—wst B: wstC.
AB ; BC = wst C : wst 4.

Dowod. Tok mniéiszy BC wchodzacy w twierdzenie,
przedtuzam w te strone, gdzié si¢ styka z bokiem wigk-
szym, tak aby ze swojém przedluzeniem byl réwny boko-
wi wiekszému AC, przedluzam np. do punktu D: z punktow
C 1 D prowadze do boku trzeciégo 4B prostopadlé CF,
DE. 'T'rojkaty BDE, BCI podobné daja,

BD :BC = DE: CF;
7 punktu A promieniem AC, zakréslam luk CH, a
z punktu B promieniem BD luk DG; linja DE (fig. 7)
jest wstawa luku DG, czyli kata B, a w trojkacie roz-
wartokatnym (fig.8.), jest wstawa kata CBG, a tém sa-
mém 1 kata mu przyleglégo CBA, jako spelniajacégo kat
CBG dodwoch katéw prostych; linija CF, jest wstawa lu-
ku CH, czyli kata 4, bok zas B)==AC; wigc w proporcyi
wy#szé) na miéjseu BD, DE, CF, kladac wyrazenia imro-
wné AC, wstB, wstd, wypada,

AC: BC=—wst B :wst 4.
Stosowné uczyniwszy wykréslenic dowiédlibysmy takze, iz

AC : AB = wstB : wst.C.

4B : BC = wstC :wstd. (e)

(¢) Moznaby icscze tego samego twierdzenia dowie$é sposobem na-
stepnym ; Trojkat ABC (fig. g) opisujg kelem, i przez wieracho-
lek kgta € nie wchodzacego w twierdzenie, prowadze érednice €D,
przez koniec jej D prowadze do wierzcholkow dwochkatéw innych cig-
ciwy DA, DB; katy DAC, DBC, jako lezace w polkolu sq proste,
wigc jezli linijy CD wezmiemy za promiei , + z panktu D). zakreslimy
kolo, bedzie bok BC wstawg kata BDC, ok AC wstawa kata ADC
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Jezlii boki AC, BC, sa réwné, katy im przeciwné sa
réowné, wiec 1 wstawy ich beda rowné; w tym razie jest
rzecz widoczna, ze boki maja si¢ jak wstawy katow im
przeciwnych.

57 Cheac za$ to samo twierdzenie okazaé na trojka-
cie pro»tokdtnym ABC [fig. 1), Jatwo poznajemy, ii biorac
katy ostré A 1C, okaze si¢ sposohem wyzszym ze

AB: BC =wst C : wst 4.

Diorac za$ katy 41 B, uwazamy przeciwprostokatna AC za
promién, 1 z punkta A zakréslamy Ink CFj ramie BC jest
w tym razie wstawa luku CF, ozyli kdta 4, a przeciw-
prostokatna jako promien bierze sig za wstaweg kata pro-
stego B, wiec wypada:

BC: AC=wst A: P == wst A: wst B.
Biorac znowu katy C i1 B, pmtaplmy , tak jak piér-
wié], tojest przeciw prostokal.na AC, uwazamy za promiel
1z punktu C zakreslamy nia Tuk AK: w tym razie ramie
AB jest wstawa tuka AK, czyh kdta C, a przeciwprosto-
katna jako promien hierze sig za wstawg kata prostégo B,
wige luudne

AB: AC=wst C: P—=—wst C : wst B.

Ostatnié dwie proporcye pokazuja: ze w trojkacie pro-
stokatnym jedno ramie kata prostégo, tak sig¢ ma do prze-
canr'ntukatne], jak wstawa kata przeciwnégo ramienio-
wi uwazanému do promienia.

53. Poniewaz w trojkacie prostokqtnym dwa katy o-

wiec jest AC : BC= wst ADC : wst BDC
aze kat ADC= ABC bo maja wierzcholki na okregn kola a ramiona.
mi obejmuja jeden tenze sam luk AC, i dla podobnej przyczyny
kat BDC = BAC, przetona miejscu katow ADC, BDG, kladac im
rowné katy ABC, BAC, wypada

AC : BC = wst ABC :wst BAC.

Podobnym sposobem stosowne uczyniwszy wykrcslcmc, mozna dowiesé
dwoch innych zaloionych propercyj.

Albo iescze tak : Trojkat ABC fig. 10) opisuje kolem , i ze srodka ko-
la §, plowadzg na boki trojkata proslop"ldle SD, SE, SF, ktore dzielg
boki na dwie réwne cze¢sei ; poniewaz, polowy maja si¢ jak calosci,
bedzie AcC : :BC—= CD : CE.

AC : AB= CD : 4F.

AB : BC= AF : CE.

Prowadze promienie S4, SB, SC; linija CD jest wstawy } ta DSC,
czyli mu réwnego ABC; linija .CE, jest wstawa kata Co£, czyli
réwnego jemu CAB; linija AF, jest wstawy ‘kata ASF, czyli jemu
réwnego ACB ; wige w proporcyach wyizsaych, na miejscan lini
CD, CE, AF, kladac wyrazenia wstB, wstA, wstC, otrzymujemy

AC : BC — wst B : wst A.
AC : AB = wst B: wst C.
AB: BC =x wst C: wst A.
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stre sktadaja kat prosty, wige wstawa jednego jest dosta-
wa drugiego 1 wzajemnié, tojest wstA==dostaC, a dostad
= wst C; wiec proporeye liczby poprzedzajacé) kladac
w nich dosta C, 1 dosta 4, na miéjscu wst 4, 1 wst C, za-
mienia sig

pierwsza na AB:BC==dostad: wstA4.

albo na AB:B( = wstC:dostaC.
albo na AB:BC=dosta 4 : dostaC.

druga na BC: AC —dostaC : P.

trzecia na AB:AC =—dosta 4: P.

Trzy poczatkowé ztych proporeyj pokazuja, Ze w troj-
kacie prostokatnym jedno ramie kata prostego, tak si¢ ma
do drugiego ramienia, jak dostawa kata przyleglego piér-
wszému ramieniowi do wstawy tegoz kata, albo jak wsta-
wa kata przeciwnégo piérwszému ramieniowi do dosta-
wy tegoz kata albo jjak dostawy katow im przyleglych.
7 dwoch za$ ostatnich postrzegamy , Ze ramie kata pro-
stégo tak si¢ ma do przeciwprostokatnéj, jak dostawa ka-
ta temu ramieniowi przylegltego do promienia.

59. Pokazalismy (50) ze dost A : wst A= P:sty 4,
wiec w proporeyi (58) AB: BC—=—dost 4 :wst A,
kladge na miéjscu stosunku dost 4 : wst A réwny jemu sto- -
sunek I’: sty A, otrzymujemy AB : BC—=—P : sty 4, A
aie sty A==dosty C, bedzie tez AB:BC=—= P :dosty C.( )

Pokazalismy takoz, ze dost A : P == P :siecz A,
wige w proporeyi (58) AB: AC=dost 4: P,
kladge na muejscu stosunku dost 4: P.stosunek jemurowny
P:siecz A. wypada AB : AC = P:siecz A,
aze siecz A == dosiecz C, bedzie tez AB : AC = P:dosieczC (B)
~ Pokazalismy jescze iz wst A: P =sty 4 :siecz A,
wigc w proporcyl (57) BC: AC—=wst 4: P,
kladac na miejscu stosunku wst 4: P, rowny jemu stosu-
nek sty A:siecz. 4, mamy BC : AC ==sty A:siecz A,

czyli BC: /IC_—_-dostyC:dosieC((’)
Z tych wszystkich proporcyj teraz wyprowadzonych,
postrzegamy; z prop: (4), ze w trojkacie prostokatnym je-
dno ramié kata prostego tak si¢ ma do drugiégo, jak pro-
mien do stycznéj kata przeciwnego drugiemu ramienio-
wi, lub do dostycznéj kata jemu przyleglégo: z prop: (B), ze
jedno ramie kata prostégo tak sie ma do przeciwprosto-
katnéj, jak promien do sieoznéj kata przyleglégo temu ra-
micniowi, lub do desiecznéj kata jemu przeciwnegos; z prop:
(C), ze jedno ramie tak si¢ ma do przeciwprostokatnéj, jak
styczna kata przeciwnégo temu ramieniowi do siecznéj te-
goz kata, lub jak dostyczna kata przyleglégo temuz ra-
mieniowi do dosiecznéj tegoz kata.
ba. 'I'e samé proporcye wypadna z uwagi, ktérasmy
vozynili w liczbie 14, Ze w trojkacie prostokgtym, biorac
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jedno ramie za promien, drugie bglzie styczng kata mu
przeciwnego, a przeciwprostokatna sieczna tegoz kata, 1
z té) wlasnosei. linij trygonometrycznych, iz te linije je-
duego gatunkn lukow podobnych maja sig jak promienie
kol, do ktorych luki naleza. Jakoz niech bedzie trojkat
prostokatny ABC (fig. 12.), w ktéorym kat B jest prosty;
uwazajac w nim ktorekolwiek ramie kata prostégo np. 48
za promief, bedzic ramie BC styczna, a przeciwprostoky-
tna sieczng kata 4. Na ramieniu A48 wzigtém za promien,
z wierzcholka kata ostrégo ‘4, odeinam linija 4D, ktoéra
zakladam rowna promieniowi, podlug ktérego mamy wy-
rachowané tablice linij trygonomeltrycznych, albo tablice
ich logarytmow. Z koneca ), wywyzszam prostopadia DI,
az do spotkania sig z bokiem AC, bedzie ona styczny ka-
ta 4, a linija AL, sieczng-tegoZ kata A tablicowa. Linije
BC, DE. bedac styeznémi tegoz samego kata A, czyli lu-
kow podobnych BF, DG, ktére promieniami AB, AD, za-
kréslam, majy sig jak promienie 4B, AD. Linije 4C, AE,
bedace siecznémi tegoz kata A, maja sig tez jak promienie
AB, AD, przeto z nich mozna ulozyé nastepné proporcye :
AB:BC=—=AD:DEtojest,AB:BC==P.tab:sty.tab. A—P:dostyC
AB: AC=—=AD: AF; vojest, AB: AC==P : siecz A=P: dosiecz C.
B:AC=D[:AL:to)est, BC: AC=sty A:sie A—dostyC:dosie C.

61. Dla zrozumienia nastgpnych twierdzen, nalezy
pierwiéj zrozumieé to podanie;

Z dwoch ilosci nierdwnych,ilosé wigkszardwna sig po-
{owie ich summy i polowie ich réZnicy y a ilos¢ mniéjsza
rowna jest potowie iwch summy, mniéj polowa ich réZnicy.

O prawdzie tego podanie mozna tn przekonac si¢ spo-
sobem nastepnym. Fig. 15. Niech linija 4B, wyraza ilosé
wicksza, a limija €D, ilo5¢ mniéjsza; trzeba pokazac, ze li-
nija wicksza A8, réwna jest polowie summy lini) 4B i
CD, i polowie réznicy miedzy niémi zachodzacé); linija
zas CD, réwna si¢ polowie summy, mnié¢j polowa rézinicy
tychze limj.

Dowod. Obie linije AB 1 CD, dzielg po polowie,
w punktach E i F: przenosze linija mniéjsza CD, na wig-
ksza tak, aby srodek F, przypadal na $rodek E, punkta
C, D niech przypadaja w G i H; jest GH=CD; roinica
miedzy linijami 45 i GH, a zatém imiegdzy linijami AB
i CD, jest AG4+-HB; ate AE=EB; GE=EH; przeto
AG=HB; wiec polowa réinicy miedzy linijami 4B 1 CD
zachodzacéj jest AG, albo HB. Polowa summy dwoch li-
nij AB 1 CD, jest polowa limi 4B i polowa hinii CD, to-
jest AE4-CF, aze CF=FD=EH, wige polowa summy
dwoch linij 4B i CD), jest AH; przeto hnija wieksza AB
bedac=<A4H-|-1ID, véwna si¢ polowie summy dwoch linij
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AB i CD i polowie ich réznicy; linija za§ mmiéjsza €D,
czyli jéj rowna GH bedac=AH—AG , réwna si¢ polowie
summy dwoch limj A8 1 CD, mniéj polowa ich roznicy.
62, Twierdzenie 11. W kaZdym trojkacie prostohresl-
nym, summa dwoch ktorychkolwiek bokow, tak si¢ ma do
ich réznicy, jak styczna potowy summy katow przeciwnych
swaictym bokom, do styczié] polowy roZnicy tychie katiw.
| Niech bedzie trojkat ABC (fig.14) w ktorym zakladam,
se hok AB, jest mméjszy od boku AC, mam dowiesé, ze
AC-—I—AB:AC——AB:-:styE#’: styB—'Tg

Dowod. Na boku wigkszym AC, odcinam linija AD,
rowna bokowi mniéjszému AB, i prowadze linijg BD.
Trojkaty ABD, ABC, maja kat A spoloy : przeto summa
dwoch katow ABD i1 ADE trojkata ABI{ rowna jest sum-
mie dwoch katow ABC i ACB trojkata ABC. W 1irojkg-
cie ABD dla réwnosci bokéw AB, AD, kat ABD, r(’)\{'ny'
jest katowi ADB, przeto jeden z nich ktorykolwiek np.
ABD jest polowa ich sumimy, a zatém polowa summy ka-
' tow ABC,1 ACB. Z tych katow ABC, ACB meréwnych,

kat ABC jako wiekszy sklada sie (61)z polowy ich summy

i z polowy réznicy, aze kat AB1), jest polowa ich summy,

przeto kat DBC, jest polowa ich rozmicy. — Linija AD
| jest réwna bokowi 4B, przeto DC jest réznica migdzy bo-

kiem AC, i bokiem AB; dzielg lihija DC na dwie réwne

czeser DE, EC; bedzie EC polowa linii DC, a zatém po-

lowa réznicy zachodzacéj migdzy bokami AC i AB; bok
' AC jako wickszy sklada sig z polowy ich summy, i z po-
lowy ich rozmicy, aze EC jest polowa ich réznicy, bq(},zie
AE polowa ich summy. Caly wiec dowod tego twierdze-
nia zalezy na pokazaniu, ze linije 4L i EC, tak si¢ maja
do siebie, jak styczne katow ABD, i DBC. Na tenkoniec
linija BD, dziele¢ po polowie w punkecic F, prowadze li-
nje FE, 1 AG. 'Trojkaty EDF, CDB, sa réwnokatné, bo
maja kat D spélny, i boki okolo niego lezace proporcyo-
nalné, gdyz bok DE, jest polowa boku DC, i bok DF po-
towa boku DB, wiee kat DEF jest rowny katowi DCB,
{\)rzeto linija FE, jest rownolegla do linii BC, zatém troj-
vaty AFE, AGC, sa réwnokatné idaja proporcya

AE’: EC—=— AF: I'G.
aze AE jest polowa summy bokéw AC i1 AB, linija zas
EC jest polowa réznicy miedzy témi bokami zachodzacéj,
przeto mozna wyisza proporeya tak wyrazié:
AC-{Q-/IB: A(,.;-AB__ AF; FG.

mnozac pierwszego stosunkn oba wyrazy przez 2, czyli u-
WaZajac, ze calosci majg sig jak ich polewy, bedzie
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ACHAB: AC — AB = AF : FG. :
Trojkaty AFEB, AFD, moga przystaé, bo maja po trzy bo-
ki réwne, przeto katy AFb 1 AFD sa réwné, a zatém pro-
sté; wiee wzigwszy linija BI' za promien, 1 z punktn B,
zakrésliwszy kolo, bedzie limja AF slyczna kata ABF,
linija F'G styczng kata FEG,

aze kat ABF =&T_’_’£{{a k@tFBG:AEC:'ACB’
przeto AP':styé_B_c:i_fg‘B; FG:styABC';A_C_B

porcya wypada proporcya zaloZona j
AC 4 AB : AC — AB == sty B_'*:C: sty -

63. Dwa wylozone twierdzenia, ktére mozna nazywaé
prawdziwie trygonometrycznémi, poniewaz okazuja zwig-
zek zachodzacy miedzy bokami trojkata 1 linijami trygo-
nometrycznémi, same jedne nie sa dostateczne do rozwia-
zania trojkata we wszystkich przypadkach; za ich bowiem
{:omocg nie mozna bezérednie ztrzech danych bokow troj-

ata znale§é trzech jego katéw, lecz w tym razie do po-
mocy musimy vzywaé innego iwierdzenia, ktére nie jest
trygonometryezne , ale przybrané z Geometryi, poniewaz
nie pokazuje stosunku miedzy bokami trojkata, a linijami
trygonometrycznemi, lecz tylko stosunek zachodzacy mieg-
dzy samémi bokami;.a tojest nastepne

64. Twierdzenie przybrané czyli z porzadku IIL.
W kaidym trojkqcie prostokréslnym, jeili z wiérzchotka
ktorégokolwiek kqta, bedzie spusczona pirostopadia na bok
jemu przeciwny; tak si¢ bedzie mial ten bok do summy
dwoch innych bokéw, jak riZnica tychize bokéw, do réini-
cy lub summy ucinkow zawartych migdzy prostopadia a
koricami boku, na ktéry jest prostopadia spusczona;do ré-
Znicy, jetli prostopadia przypada na sam bak, do summy,
jezli pada na przedtuzenie boku. :

Co do picrwszégo (fig15). Niech bedzie trojkat 4BC,
w ktérym z wiérzcholkakata C spusczona jest prostopadia
CD na bok AB, mamy dowie&é, 1z bedzie

AB : BC 4 AC == BC — AC: BD — AD.

Dowod. 7 wierzchotka kata C, z ktérego spusczona
jest prostopadla, zakréilam kolo promieniem réwnym bo-
kowi przyleglému muiéjszému AC, przecina ono bok 4B
w punkcie G, a bok BC, w punkeie F: przedinzam bok
BC, do przeciecia sie z okregiem kola w punkcie E. Li-
nije BA, BE, wychodzac z jednégo punktu B, lezacego za
okrggiem kola, przecinaja okrag kola po obustronach, wige

Kladac te wyrazenia za AF i FG, w poprzedzajacy pro-
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te linije sa do siehie w stosunku odwrotnym zich czgscia-
mi BG, BF, bedacémi za kolem, ztad mamy,
AB : BE = BF': BG.
Linija BE, sklada si¢ z dwoch czeSei BC 1 CE, aze CE
==AC jako promienie kola jednégo, przeto BE=—=B(~-AC;
linija. BF = BC .—CF, aje CF=—=AC, jako promienie,
wige BF= BC— AC; linija BG=BD—DG, aie DG=dAD),
zatém BG=—=B1D—AD; kladac te wartosci za BE, BF, BG,
W WyZsza proporcya, wypada :
AB + BC 4 AC == BC — AC : BD — 4D,

Co do drugiégo (fig. 16). Niech bedzie trojkat 4BC,
z wierzcholka kata C, spusczamy.prostopadly CLD na prze-
dluzenie boku A5, mamy dowiesé, ze bedzie

AB: BC 4= AC = BC — AC: BD + AD.

Dowod. Z wierzcholka kata C; z ktorego spubeilismy
prostopadla. zakreSlam kolo, biorac za promien bok przy-
legly mniéjszy AC: przedluzam boki A8, BC, ai do prze-
ciecia si¢ z okregiem kola w punktach G i E; linmije 5O,
BE, wychodzac z jednégo punktu wrzictégo za okregiem
kola, i przecinajaec okrag kola po obu stronach, maj sig
do siebie w stosunku odwrotnym z ich cz¢Sciami B4, BF,
bedacémi za kolem, tojest

BG : BE == BF: BA.

Linija BE sklada si¢ z dwoch czgéci BC i CF, aze Cf=—
AC, jako promienie kola jednego, przeto BE=—=AC 4 AC;
linija. BF=BC — CF, aie CF==AC jako promienie, wico
BF =BC — AC; linija BG, sklada si¢ 2z dwoch czeici
BD+4-DG, aze DG == DA, zatém BC = BD - AD :kladac
wyprowadsone te wartosci za BE, BF, BG, w wyisza pro-
porcya, olrr?'muyemg.

’D4-AD : BC4AC=BC—AC: AB
czyli, odmieniajac miejscé wyrazém skrajnym

AB : BCH-AC=BC—AC : BL4-AD.

65. Znamy juz stosunki zachodzace miedzy bokami
trojkata, a linijami trygonometrycznemi katéw tegoz troj-
kata, wice mozemy przystapi¢ do rozwiazvwania troka+ |
tow, tojest doszukania w nich rzeczy niewiademych z trzech
wiadomych. Pokazalismy (3), ze w: trojkacie prostokrésl-
nym naznalezienie ktéréjkolwiek rzeczy niewiadoméj trze-
ba mie¢ trzy wiadome, micdzy ktérémi bek jeden przy-
najmniéj znajdowaé si¢ powinien. 7 wiadomvch samych
katow nie oznaczymy wielkoéci trojkata, zrajdziemy tylko

«stosunek migdzy jego bokami; Lo majec wiadomeé katy,
znajdziemy z tablic ich wstawy, a stosunck miedzy 1¢mi
wstawami, jak wiemy z twierdzenia pierwszego (56),jest 16~
wny stosunkowi miedzy bokamii przeciwnémi.

Wiadome trzy rzeczy w troikacie by¢é nmoga:

10d, jeden bok i dwa katy kiérekolwiek :

E
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ore, dwa boki 1 kat jeden ktorykolwiek, wiec moze

byé albo kat mniezawarty migdzy bokami, albo zawarty;

| dcie, trzy boki

66. Do rozwiazania przypadku piérwszego, i piérwszé)
ezesel przypadku drugiégo stuzy twierdzenie piérwsze; do
vozwiazania drugi¢j cze¢sei przypadku drugiego uzywa sig
twierdzenie drugié, a do rozwiazania przypadku trzeciego

| bierze sig kn pomocy twierdzeme trzecié. Obaczmy ciag

~ postgpowania w kazdym razie.

! 67. Majgc w trojkgcie bok jeden i dwa katy ktire-
kolwiek wiadome, trzeba znalesé kqt trzeci i dwa inné bo- |
ki. fig.17. |

%\’icch bedzie trojkat ABC, w ktérym zakladamy wiad o-
my bok AB 1katy 41 B, trzeba znalesé kat C 1boki 4Ci CB.

Kat C znajdziemy odciagajac summe dwoch katow !
wiadomych A4 i B, od dwoch katéw prostych. Boki zas
AC i CB, otrzymamy ukladajagc na fundamencie twierdze- |
nia piérwszego, proporcye w ten sposéb, aby jeden tylko
bok niewiadomy wechodzit do proporeyi; 1 tak naznalezie-
nie boku AC, ulozymy proporcya, wst C: wst B=48:4(;
na znalezienie boku BC, proporcya, wst C: wst A==A85: BC.
rozwiazawszy te proporcye, znajdziemy szukane boki.

68, Majqc wiadome dwa boki i kqt niezawarty mie-
dzy niémi, znales¢ dwa inné kqty i bok trzeci. fig. 17.

Niech bedzie trojkat ABC, w ktorym zakladamy wiado-
mé boki 4B, AC,1kat B, trzeba znalesé katy 41 C, 1bok £C.

Od znalezienia boku BC, zaczaé nie mozna, poniewaz
kat jemu przeciwny A nie jest wiadomy, przeto zaczyna-
my od szukania kata C, ukladajac podlug twierdzenia
piérwszego proporcya AC: AB=—= wst B: wst C; rozwia-
zawszy ja znajdziemy kat C, ktory jesli razem z katem
odejmiemy od dwoch kaléw prostych, otrzymamy kat A;
majac katy, wyprowadzimy wartosé boku BC, jak w przy-
padku poprrzedzajacym z proporcyi,

wst C :wst A=="AB : BC; albo wst B:wst A= AC:BCa
3 69. Lecz jesli hok AC { fig. 18.) przeciwny katowi B,
jest mni€jszy od boku AB przyleglégo temui katowi 7,
W rozwiazywaniu takiego trojkata zachodzi watpliwosc,
albowiem sy dwa trojkaty zupelne rézné od siebie, kiore
maja tez samé rzeczy dane; bo wziawszy za promien bok
AC iz punktu A jako ze Srodka kola, przeciawszy bok
BC przedluzony w Punkcie E, tworza sig dwa roznéj
wielkoSei trojkaty ABC, ABE, w ktérych jednak kat B
jest spolny, bok temu katowi prazylegly AB spolny, 1 bok
AC przeciwlegly katowi B w trajkacie ABC, jest réwny
bokow: ALK przeciwlegiému temuz katowi B w trojkacie
ABE. Dla rownosci bokow AC, AE, kat E jest rowny
katow1 ACL, aze kat ACE,z katem ACB czyni dwa ka-
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ty prosté, wiec i kat £ z katem ACB czyni dwa katy
prosté, zatém ich wstawy sa réwné; wige z proporcyd
AC: AB== wst B:wst C, ktéra ukladamy na znalezienie
kata przeciwnégo bokowi AB, otrzymujemy, albo kat C,
albo th E; przeto zachodzi watpliwos$é, ktéry z tych
dwoch kgtow bra¢ nalezy, gdyz biorac kat ACB, wypada
rozwiazywaé trojkat ACBH, - biorac zas kat F,trzeba roz-
winzywad trojkat AEB. Dla unikntenia téj watpliwosei,
nalezy konieczme wiedzieé, jakiégo gatunku jest kat za-
warty migdzy bokiem przeciwnym danému katowi, a bo-
kiem ktory nie jest dany ; jezli jest rozwarty, trzeba braé
trojkat ACB,jesh zas jest ostry, nalezy nwazaé trojkat ALB.

70. Majgc wiadome dwa boki i kqt zawarty micdzy
niémi, znales¢ dwa inne kqty i bok trzeci. (fig. 17.)

Niech beda w trojkgcie dane boki: AB, AC i kat A,
trzeba znalesé katy B, C, i bok BC.

Witym przypadku me mozemy uzyé piérwszego twier-
dzenia , bo katowi danému bok przeciwny nie jest wia-
domy, lecz udajemy si¢ do twierdzenia drugiégo, i u-

kladamy proporcya ) \
ABY-AC : AB — AC = syt -y I

w t€] proporcyl trzy wyrazy poczatkowé sy wiadomé, bo
majac boki 48 1 AC, bedziemy miéliich summeg 1réznice,

C : ) s
kat zaé#, tojest polowe summy katéw CiB, zuajdzie-

my odeiagajac dany kat A, od dwoch katow prostych, i
resztef dzielac przez 23 wige otrzymamy xz téj proporeyi

kat

, tojest polowg réznicy migdzy katami C 1B ; ma-

jac polowg summy i polowe rbzinicy katéow € i B, znaj-
dziemy kat wigkszy C dodajaec do polowy summy polowe
roznicy, a przeciwnie, odejmujac polowe réinicy od polo-
Wy summy, otrzymamy kat mniéjszy B. Majac wszystkie
katy, znajdziémy bok "BC, podlug twierdzenia 1go spose-
bem wyzej podanym éﬁy), ukladajge np. proporcyq :

wst C:owst A=—=A8 :gc.

Jezli wiadome hoki AB 1 AC sy réwné: katy CiB
sa takoZ réwné, wigc odjgwszy kat 4 od dwoch katow
prostych, otrzymamy summe katow C iB, podzieliwszy ja
przez dwa, znajdziemy kat B, lub C.

71. Majgc w trojkqcie wiadomé wszystkie trzy boki,
znales¢ wszystkie trzy katy- (fig.15 i16)

Niech np. w trokacie ABC beda wiadome boki 4B,
AC, BC; trzeba znalesé katy A, g‘, C.

Z wierzcholka ktérégozolwiek kata np. C, spusezam
prostopadla CD, na bok jemu przeciwny 4B, moie ona
przypadaé albo na sam bok, albe na jego przedluzenie.

http://rcin.org.pl




— . ' .

Co do 1go.(fig.15) Jezli prostopadta CD przypada na
sam hok /B, znajdziemy przez 5cie twierdzenie réznicg
ucinkéw, aze w tym razie hok 4B, na ktory prostopadla
spusczong zostala, jest summa ucinkow, wige Bo owe rozni-
cy znalezione] dodawszy do polowy boku AB, otrzymamy
ucinek wigkszy BDj; odjawszy polowe roznicy znalezionéj
od polowy boku /4B, otrzymamy ucinek mniéjszy 4D.
Przeto w malych trojkatach ADC, BDC, majac po dwa
boki wiadome i po jednym kacie wiadomym prostym 1),
znajdziemy podlug liczby 68 katy 41 B, a ztad otrzyma-
my kat 8: albo z ktoregokolwiek matego trojkata np. ADC,
znalazlszy kat A, w calym trojkacie A4BC, majac wszyst-
kie trzy bokii kat 4 podlug liczby 68 znajdziemy katy B1 C.

Codo 2go.( fig.16)Jezli prostopadla C D przypada na prze-
dtuzenic boku A8, znajdziemy przez trzecie twicrdzenie sum-
mg¢ ucinkow, aze wtym razie bok 425, naktory spuscilismy
prostopadia, jest rézmea ucinkow, wwige do polowy sam-
my znalezioné] dodawszy polowg boku AB, otrzymamy u-
cinek wigkszy DB, odjawszy zas od polowy summy zna-
lezioné) polowe bokn AB, znajdziemy ucinek mniéjszy DA.
Przeto w trojkacie DCB majac boki BC, B 1 kat prosty
D, znajdziemy kat By w trojkacie DCA, majac boki wia-
domé DA, AC i kat prosty D, znajdziemy kat DAC, ktory
odjawszy od diwoch katow prostych, otrzymamy kat CAB,
a ztad 1kat ACB; albo jezli 2 kioregokolwiek prostokatnégo
trojkgta wyprowadzimy kat 4, lub B : wtedy w calym '
trojkacie ABC majge wiadome boki i kat 4, lubB, znajdzie-
my podiug liezby 68 dwa inne katy (1)

(f) Majac wiadome trzy boki w trojkacie, moiemy nie spusczajgc pro-
stopadléj i nie szukajyc ucinkéw, znalesé kat ktérykolwiek przez
proporcyq mastgpna : jak si¢ ma podwojna mnogos¢ z bokéw obejmu-
jacych kat szukany, do summy kwadratéw z tychie bokéw zmniéj-
szonéj kwadratem z boku przeciwnégo, tak si¢ ma promien, do do
stawy kata szukanégo; i tak w trojkqciec ABC szukajac kata A,

v ulezymy proporgya :

P A8 >CAC : AB*4-AC*—BC* = P: dostaA,
rozwigzawszy j3 znajdziemy kat A; lecz w uizycin téj proporcyi,
ta jest niedogodnosé, iz wartosci wyrazu AB’+AC’—BC’ mu-
sumy szukaé przez proste dzialania ‘arytmetyezne , nie mogyc uiyé
logarytméw; z tego powodu dogodniéj jest uzywaé innéj proporcyi
wynikajacé) z pierwszéj, dla nlozenia ktoré) robimy summe ze wszye
stkich bokéw trojkata, od polowy téj summy odciggamy osobno ka-
#2dy z bokéw obéjmujacych kat saukany, z dwoch reszt otrzymanych,
robimy muoogosé¢ i uklidamy proporeya; iak si¢ ma mnogosé¢ zdwoch
bokéw obejmujgcych kat szukany, do mnogosci z dwoch reszt wy-

i”“«iaiouynh, tak si¢ ma kwadrat z promienia, do kwadratu ze wstawy

|
|
|
:
l

w. polowy kata szukanego; szukajyc np. kqta. 4, i summe wszystkich

" bokéw nazywajgc jedng literg §, bedziemy mieli

-
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72. W ostatmim przypadku, uiywajac twierdzenia
5go, wypada na czwarty wyraz proporeyr réznica albo
summa ucinkéw; dla poznania co wyraz 4ty bedzie ozna-
czal, uwazamy, ze kiedy prostopadla przypada na sam bok,
ten bok jest summa ucinkéow, 1 w tym razie wyraz czwar-
ty oznacza ich réznicg, ktéra koniecznie jest mniéjsza od
summy ucinkow, a zatém od boku, na ktory prostopadia
jest spusczona; kiedy za§ prostopadla przypada na przedlu-
zenie boku, ten bok jest réznica ucinkéw, a wyraz czwar-
ty proporeyi znaczy ich summe, ktéra bedac wicksza od
ich roznicy. jest wigksza od boku, na ktéry prostopadla
jest spusczona; aze ten bok w kazdym razie jest pierwszym
wyrazem, proporcyi, wige wypada, ze jezli czwarty wy-
raz proporcyl jest mniéjszy od piérwszégo, bedzie on ro-
Znica ucinkow. tojest prostopadla przypadnie na bok; jezli
zas czwarly wyraz wigkszy jest od piérwszégo, bedzie on
summa ucinkow, tojest prostopadla przypada na przediu-
zenie boku.

75. Jezli za$ czwarty wyraz w proporcyi, wypada
rowny bokowi, na ktorysmy prostopadla spuscili, to poka-
zuje, ze ucinkow nié ma zadnych, a przeto jeden bok troj-
kata jest prostopadly do tego boku, na ktéry wypadalo
spusczaé prostopadla; zatém kat migdzy memi zawarty
jest prosty, wice dwa inne wynajda sie podlug twierdzenia
piérwszego, jak widzielismy pod liczba 68.

ABXAC: (48 — AB)(AS — ACy= P* : wst*} 4,
albo tei moina uiywaé iescze innéj proporcyi; ma ten koniec od
polowy summy bokéw wszystkich odejmujemy bok przeciwny kato-
wi szukanémnu, i robimy mnogosé z téj reszty przez polowe summy
bokéw, potém ukladamy proporcyg : jak si¢ ma mnogosé¢ z bokow
obejmujacych kat szukany, do rzeczonéj wyzej mnogosci, tak si¢ ma
wadrat z promienia, do kwadratu z dostawy kata szukanego: np.
szukajac kata 4 i summe wszystkich bokéw kladge S, bedzie
ABSCAC : 18(28—BC) = P* : dosta®3 A.
Ktérakolwiek z dwoch ostatnich proporcyj rozwigzawszy, otrzyma.
my polowe kata A, aztad i caly kat A; lecz poniewaz wstawy kg-
téw bliskich prostegn, czyli dostawy katéw bardzo ostrych nie wie-
le si¢ r62nig od wstaw i dostaw odpowiednie im przyleglych, wstawy zaé
katéw bardzo ostryeh, ezyli dostawy kgtéw przystepujacych do proste-
80 {znaczna maja réznice od wstaw i dostaw odpowiednie im przyleglych,
-{)l"zclo aby w braniu kgtéw odpowiednych nie popelnié omylki, na-
ezy, gdy kqt szukany jest bliski prostego, braé proporcya ostatnig,
gdy zaé jest bardzo ostry, udac si¢ do proporcyi wyiszéj, przez
ktorg wstawa si¢ wynajduje.

Te wszystkie praporcye przez Algebre tylko mogq byé wyprowadzone.
Wywod icli znales¢ moina w dzielach Trigonométrie par Cagnoli
traduite de I’ Italien par Chompré a edit: 1808 art. 576, 578, 579
Traité élem. de Trigonométrie par Lacroiz 5 edit. 1810 art. 58
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74. Je#li dwa boki obejmuiace kat, z ktérego wierz-
cholka spusczona jest prostopadla, sa rowné miedzy soba,
w tym razie prostopadia dzicli bok na dwie réwne ezesei,
zatem ucinki sa rowne 1 wiadome, bo kazdy z nich jest
polowa boku.

79. W piérwszym i drugim przypadku, miedzy kata-
mi danémi moze byé kat prosty, wtedy, nie uzywajac
twierdzenia 1go 1 2go, mozemy niewiadome rzeczy wy-
nalesé przes proporeye, ktoresmy z dostrzezonych stosun=
kow muegdzy bokami trojkata prostokatnego a limijamitry-
gonometryczném kaléw tegoiz trojkata, wyprowadzili pad
liczbami 5g 1 bo. I tak w przypadku 1ym.

Jesli mamy wiadome bok jeden i dwa katy micdzy
ktorémi jeden jest prosty. fig. 1o.

Skoro mamy dwalkaty, tém samém mamy 1 kat trze-
ci, mozna wige uwazad, ze wszystkié trzy katy sa juz wia-
domé z zalozema; a kat B jest prosty. Bok zas wiadomy
moze byé ktérykolwiek , albo 4B, albo BC, albo AC.

104, Jezli wiadomy jest bok 4B, na znalezienie bos
kow BC 1 AC, uzyiemy proporcy) (A) i (B) wyprowadzo-
nych pod liezba 59, przemiemajgc tylko w nich stosunki, dla
polozenia wyrazu szukanégo na miéjscu ezwartym, tojest;

f L <ty/l=:/1h’:1ft‘.'; P:sie A—AB : AC.

2re, Jezlh wiadomy jest bok BC, na znalezienie bo-
kéw AB, i AC, uzyjemy tychze samych proporcyj co wy-
z¢}, uwazajac boki wzgledem kata C, jak piérwi¢j uwaza-
hsmy wzgledem kata A, tojest .

P:sty C==BC: AB; P :sie C=BC:AC.

Scie, Jezli wiadomy jest bok AC, na znalezienie dwoch
ramion AB 1 BC, uzyjemy proporcyi (59, B), odmieniajac
tylko mi¢jsce wyrazom tak, aby wyraz niewiadon/}y wy-
padl na miéjscu czwartém, 1 stosujac raz do kata 4, drugi
raz do kata C, tojest:

sie A: P—AC : AB; sieC: P—AC: BC.
Moglibysmy w tym raziezuzyé proporeyi (59, C) odmienia-
iac miejsce wyrazém dla umiesczenia niewiadomégo wy-
razu na miéjscu czwartém, 1 stosujgc raz do kata 4, dru-
g1 raz dokata C, tojest
sie C :sty C==AC: AB; sie A :sty A—AC : BC.

Lecz, jak widocznie si¢ okazuje, wigcé) byloby roboty, bo
na mic¢jsen promienia bedacego drugim wyrazem w pro-
porcyach wyzszych, mamy w proporcyach ostatnich styez-
na, ktocéj logarytma szukacby nalezalo.

76. Jeilr wiadome sq dwa boki i kgt prosty nieza-
warty miedzy niémi.

Dane sg . np. kat ]l)rosty B, 1 boki 4B, 1 AC; trzeba
znaleéc katy 4 1 C, 1 bok BC.

Na znalezienie kata A, wezmiemy proporcya (59, B.)
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AB : AC=P: sie A ; znaleziony kat A, odjowszy od kata
prostego, otrzymamy kat C. Naznalezienie za$ boka BC
uzyjemy proporeyi(59. 4.) w ktérej przelozywszy wyrazy
mamy : 8ty d=—=AR : BC,
77. Gdy sq wiadomé dwa boki I kqt prosty migdzy
niémi zawarty. _
Niech beda np. wiadomé boki 4B, BC, i kat prosty
B; trzeba znales¢ {:a_ty A4 1 C, 1 hok AC.
Zaczynamy od szukania kata, biorge proporcyq{SSg. A)
AB: BC = P :sty A; znaleziony z téj proparcy: kat A, odja-
wszy od prostego, bgdziemy mieli kat C.
Bok za§ AC otrzymamy z proporeyi(5g. B.) po prze-
lozeniu stosunkow, tojest z proporeyi, P:sie.d= AB:AC:
Ten sam bok AC, moglibysmy znalesé bez pomocy try-
gonometryi, dodajac w jedn¢ summe kwadraty z obu ra-
mion kata prostego 4B, BC, i z téj summy wyciggajac pier~
wiastek kwadratowy; lecz takowy sposob dluzszy jest od
trygonometrycznego.
78. Umiejae rozwiazywad trojkaty prostokatné, mo-
glibySmy trojkat majacy wiadomé dwa boki ikat miedzy
niémi zamknigty ostry lub rozwarty, rozwigzaé bez po-
mocy drugiégo twierdzenia, dzielgec go przez prostopadla
na bok wiadomy z wierzcholka kata przeciwnégo spusczo-
na na dwa trojkaty prostokatné, a potém kazdy z nich o-
sobno rozwiazujac, Zakladamy np. w trojkacie jBC.,(ﬁg. 17)
wiadomé dwa boki 4B, AC,ikat A; dla znalezienia katow B
1 C, i boku B(C, prowadze na bok wiadomy AB, prosto-
padla CD; mamy przez to dwa trojkaty prostokagtne ACD,

DCB. W trojkgeré ACD, majac bok AC i katy 41 D
wiadome, znajdziemy albo podlug przypadku 1go (67), albo
podlug liezby 75, boki 4D, DC; odejmujac /’;D od 4B,
otrzymamy bok DB; przeto w trojkacie DBC, majac wia~
domé boki DB i DC, 1 kat prosty, znajdg sposobem wylo-
Zonym w liczbie 77, majprzod kat B, a potém hok BC.
Majaec w calym trojkacie ABC, wiadomé katy 4 i B, od-
ciggajac ichsumme od dwoch katéow prostych, otrzymamy
trzeci kat C. Lecz postrzegamy, ze ten sposob jest niero-
wnie dluzszy od sposobu zwyczajnego (70), bo uiywajae
£0, mamy do rozwiazania cztéry proporcye, gdyz szukamy
ucinku A1), 1 wysokosei CD, ktérych, idac sposobem zwy=
czajnym znajdowaé nie mamy potrzeby:

79. Znamy juz sposoby rozwigzywama jakichkolwiek
troik%téw we wszystkich przypadkach, obaczmy teraz, jak
w kazdym 2z tych przypadkéw nalezy postapé szukajac
powierzchni trojkata. lgo znalezienia jéj trzeba mie¢ wia~
doma podstawe i wysokosé. Za podstawe najlepiéj jest u-
wazaé ktéryko?wiek z bokéw danych, wtedy wysokoscia
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bedzie prostopadta na ten bok z wierzchotka kata jemu
przeciwnégo spusczona, ktora nalezy wynalesé.

Znalesé powierzc hnig trojkata majgc wiadomy tok jeden
i dwa katy. (fig. 17).

Niech bedzie dany bok 4B, i dwa katy 4 1 B, ktéré
majac znamy 1 kat trzeci C.

+  Bok wiadomy 4B biorg za podstawe, prostopadla nan
z kata C spusczona C/J bedzie wysokoscia trojkata, znajdzie-
my ja albo z trojkata Aél), albo DCB; np. z trojkata ACD;
lecz w nim mamy katy, a Zzadnégo nie mamy boku , dla tego
najprzod ztrojkata ACB szukam boku AC przez proporeya,

wstC:wstB = AB: AC;

otém w trojkacie ACD zjwiadomégo boku AC i wszyst-
Eich katow wiadomych znajdziemy CI), przez proporcya,

P:wstd==AC :CD;
majac za$ w trojkacie podstawe 4B, i wysokosé CD, olrzy-

mamy jego powierzchnia sposobem wiadomym, tojes. bicrac

polowe mnogoscel z podstawy przez wysokosé.
Lecz w tym razie nie znajdujac nawet wartoscl boku
AC, i prostopadlé) CD, mozemy znalésé powierzchnia troj-
kata: na ten komec wyprowadzoné wyzéj proporcye skla-
damy, tojest mnozyniy jedne przez druga, zkad wypada
P>XwstaC : wstdDwstB = AB>{AC : CIX<AC.
dzielac oba wy;)azy drugiégo stosunku przez AC, a potém

nmmozac przez— — otrzymujemy :

3 P>wstC :'wstAsttBI/{B_; AB>§CD

T2 o
ABYCD

2

P>wstC o wst ADwst B =Af * Powierzch. ABC.

= __ AB*XwstAXwstB
ztad Pow.troj. ABC = S PSEwsIC

co pokazuje, zZe dla znalezienia powierzchni trojkata, trze-
ba iwadrat z jego podstawy, rozmnozyé przez mnogosc
ze wstaw katow przylegiych podstawie, 1 cala t¢ mnogosé
rozdzielié przez podwojna mnogo$é z promienia przez wsta-
we kata grzeciwnégo podstawie. . ;

8o. Znales¢ powierzchnia trojkata, majac wiadomé
dwa boki i kat jeden niezawarty miedzy niémi. fig.17.

Niech beda wiadomé boki 4B, ACi kat C. 3

Biorg za podstawe bok ktérykolwiek wiadomy np. 4B, 1
spusezam nan prostopadia C1; dla znalezienia jej uwazam
trojkat prostokatny, w ktérym bok jest wiadomy, jakim
jesttrojkat ACD; lecz w nim mamy tylko bok AC,'.x kat
prosty U, a nie mamy kata 4 przeciwnego prostopadiéj CD;

aze

» znaczy powierzchnia trojkata ABC, wige
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dla otrzymania go $zukam najprzéd kata B z trojkata 4CB
praez proporcya

AB: AC=—=wst C : wst B;
majac wiadomy dany kat C i znaleziony B, mamy tém sa-
mém wiadomy 1 kat 4, jako spelnienie summy katow B
1 C do dwoch katéw prostych; wige w trojkacie 4ACD ,
dla znalezienia wysokoSci ukladam proporcya

Piwst A= AC : CD;

otrzymawszy wysokosé CD 1 majac dana podstawe AB, znaj-
dziemy powierzchnia trojkata sposobem zwyeczajnym.

W tym razie nie szukajac wysokosci C1), powierzchni
znaleSé mnie mozemy.

81. Znales¢é powierzchniq trojkata, majgc wiadomé
dwa boki, i kat zawarty miedzy niému.

Niech beda wiadomé boki A8, AC, i kat A. Obieram
za podstawe, ktorykolwick bok wiadomy,'np. 4B; prowadze
wysokosé CD; znajdziemy ja z trojkata ACD, w ktérym
mamy bok 4C iwszystkie katy wiadome, przez proporcya

P:wst A== AC: CD;
znalazlszy wysokos¢ CD, a podstawe A5 majac dana, o=
trzymamy powierzchnia trojkata wiadomym sposobem.

Lecz w tym razie mozna nie szukajac wysokosc:r CD,
otrzymaé powierzchnia trojkata; na ten koniec w poprze-
dzajacé) proporoyi oba wyrazy drugiégo stosunku mnozg

przez—, = crego otrzymujg

P:wstA:—.—.ﬁXfI_g : AB X CD

2 2
aze mnogoééﬁé%g—c—q, znaczy powierzchnig trojkata ABC,
preeto: .

P:wst A=ﬁ>-§£9: Pow.troj.ABC.

ztad Pow.troj.ACB =-_‘Lsii’3-<><4§-,></’ 2
co pokazuje iz dla znalezienia powierzchni trojkata, trzeha
mnogo$¢ z dwoch jego bokéw rozmnozyé przez wstawe
kata miedzy temi bokami zawartego, a calg mnogo$é ztad
wypadajaca podzieli¢ przez podwojny promien.

82. Znales¢ powierzchniq trojkata majgc wiadome
wszystkie tray boki.

W takowym razie, najprzéd przez twierdzenie przy-
brane, podlug sposobu wyzej podanego (71) szukam ucinkéw
zrobignych przez prostopadla, potém w ktorymkolwiek z pro~
stokatnych trojkatéw znajduje wysokosé, a ztad przycho-
dzg do powierzchni calego trojkata (g).

(&) Moiemy znaleié wysokoéé trojkata z wiadomych jego trzech bo-
F
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Przyklady rozwigzywania trojkatiw.

83. Przyklad do'liczby 67.Niech w trojkacie ABC(fig.17)
beda wiadome: bok Ab=—)23.4 pre¢tom, kat A==65"45"20",
kat B==54° 52’ 10"; trzeba znalesc¢ kat C, 1 bok1 4C i BC.

Szukamy kagta C —Kat A== 05° 45’ 20".

B=="54° 32’ 10",

Summa katow 4 1 B==120° 15’ 30",
Lg summe odejmujge od 180°
zostaje kat C= 59° 44’ 30",
Szukamy boku AC. Mamy proporeya: wstC: wst B=—=dAB : AC,
tojest, wst (59° 44’ 50") : wst (54° 52/ 10" =123.4 : AC.
Log. 125,4=2,091515
Log. wst (54° 52" 10" )==09,910881
dop. Log. wst (59° 44’ 50" j==0,063606
Log. AC==2,065802
Log. 116, 5=2,065580

222
373 : 222z :0,6; wigc bok 4C=116, 56 pretom.

Szukamy boku BC. Mamy proporcya: wstC : wstA=AB:BC,
tojest, wst (59° 44’ 50") : wst (65° 43’ 20)==123,4 : BC,

(l;og} 31 25,4==2,091315

Log. wst (65° 43’ 20")==9,959787

dop. Log. wst (59° 44’ 50”)/=0,06§é06

Log. BC==2,114708

Log. 130,2=2,114611

333: 97 ="1:0,29; wiec bok BC=150,229 prgt(?;x.

84. Przyklad doliczby 68. Niech w trojkgeie ABC(fig.17)
beda wiadomé, bak AC=234,5 pretom, AB=—545,6 pretom,
kat C==65° 43’ 20"; trzeba znalesé katy 4 i B, iboE BC.
Szukamy kqta B. Mamy proporcya: AB : AC=wst C:wst B;

tojest, 55,6 : 254,0=—=wst (65° 45’ 20"): wst B.

k6w bLez pomocy trygonometryi, uiywajac sposobu wyloZonego w Ge-
ometryi (Geom. Lhuili. C. 1. liczb. 169). Moina tez w tym przy-
padku otrzymac powierzchnig trojkata nie szukajgc wysokosci; na-
ten koniec biorg¢ polowg summy trzech bokéw, odejmuj¢ od nic) na-
stepnie kaidy bok, z trzech reszt pozostalych robi¢ mnogosé, imno-
i¢ ja przez polowg summy bok6éw; z tej ostatniej mnogosci wycig-
gnigty pierwiastek kwadratowy okaze wielkos¢ powierzchui trojkg-
ta. W trojkgcie np. ABC, summg wszystkich trzech bokéw nazywa-
jac S; bedzie
pow. troj ABC==\/" 1835 — ABY1S — AC)(3S — BC)

Traité élém. de Trigonométrie par Lacroix 5e edit. a Paris 1810
art. 64.
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Log. wst (65° 45 20")==0,959787

Log. 2534,5==2,97014
dopel. Log. 545,6=7,461426
Log. wst #==0,791356
Log. wst (38° 12')==9,791275
81
161 :81=060": 20"; wigc kat P— 38° 12’ 20",
Szukamy kaqta A. Kat C== 65° 43’ 20"
kat Fe 380 2% 0%
summa katow B 1 C=103° 55" Ho".
odejmujac t¢ summe od 180° zostaje kat /== 76° 4’ 10",
Szukamy boku BC. Mamy proporcya: wstC:wstA=AB:BC,
tojest,wst (659 43 20”): wst (76° 4’ 10")==545,6 : BC,
Log. wst (76° 4" 10")= 9.987035
Log. 545,6= 2,538574
dop. Log. wst (65° 45’ 20")== 0,040213
.t Log. BC= 2,565822
Log. 367,0= 2,565750
92

118:92 ==1:0,7; wiec bok BC==367,97 pretom.

85. Przyktad do liczby 70. Niech w trojkgcie ABC
(fig.14) beda wiadomé bok AB=345,6 pretom, bok AC=
40b,7 pretom, kat A=—76° 54’ 50",

Szukamy kqtow B1iC. Mamy proporcya
ACH-AB . AC—AB=sty } (B+4-C):sty 4 (B—C).
ACH4-AB=456,74}545,6=802,3
AC—AB=456,7—545,6=—=111,1
B—4-C=180°—76° 54’ 50"==103° 5' 30" 3(B-4-C)==51° 32’ 45",

przeto, 802,53 :111,0=sty (51° 32’ 45") :sty 4 (B—C).
Log. sty (51° 32’ 45")==10,100108
0g. 111,1= 2,045714
dop. Log. 802,5= 7,095663
Log. sty}(B—C)=—= 9,241485
Log. sty (9° 53)= 9,241118
: - 56
747 :567=—=60" : 29", 47; wiec }(B—C)==9° 53’ 279",47
przeto B==51°52'45"+4-q° 53’ 29", 47=61° 26" 14", 4
C=51°32'45"—q° 53’ 29", 47=41° 3¢’ 15", 5
Szukamy boku BC. Mamy proporcya; wstC:wstA—AB: BC,
tojest, wst (41° 59’15, 53): wst (76° 54 50”)==345,6 : BC.
Log. 545,6=2,558574%
Log. wst (76° 54’ 50" /==9,988563
dop. Log. wst (41° 39’ 15", 53 )=0,177417
Log. BC=2,70455%
i Log. 506,4==2,704494%
bo
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85:60==1:0,73 wiec bok BC==506,t7 pretém.

86. Przyktad do liczby 71. Niech w trojkacie ABC
(fig- 15), beda 'wiadomé boki, AB==125.4 pretom, AC=0678
pretom, BC=8g,1 pretéom; trzeba znaleSc katy 4, B i C.

Na bok 4B wyobrazamy spusczona prostopadla CD.

Szukamy wcinkéw AD, DB.

Mamy proporcya AB: BCA-AC=BC—AC : BD—A4D.
BC—4-AC=39,14-67,86==156,9 : BC—AC=89,1—67,6=21,3;

przeto 123,%:156,0=21,3: BD—AL.

Log. 21,5=1,528580

Log. 156.9==2,195623

dop. Log. 123,1=7,908685

Log. (BD—AD)=—1,432688

Log. 27,080=1,4326%9

5
160: 39 =1 :0,24; wiee BD_/IIJ=27.0822
BD==4AB4-4(BD— A =061,74-13,541 2=75,2412
AD=3AB—4{(BD—AD)=—=61,7— 13,54 12—48,1588
Szuhkany kgta A. Nlamy z troj. ACD; AC:AP=Pro:wstACD,
' tojest, 67,8 : 48,1588=Pro :wsta ACD.
Log. Pros==—10.000000
Log. 48,588=— 1,682676
dop. Log: 67,6== 8.168770
Log. wstACI'= ¢.851446
Log. wst(45¢ 15"= .851372
7
125 2 74==60":35" wige kat #/CD=45" 15'55",5
rzeto kat 4=—=090°—452 15" 55",5=—>44° 44’ 24", 5
Szukamy kgta B.Mamy ztro).DCB;BC: BD=—=wst):wstDCB,
' v tojest 89,1 :75.2412==Pro : wst DCB.
Log. Pro=10,000000
Log. 75,2412= 1,876456
dop. Log. 89,1== 8,050122
Log. wst BCD=— ,926578
Log. wst. (57° 36")== 9,926511
67
84 : 67=060" 47*, 8; wiec kat DCP=57° 56" 47" 8
przeto kat B=—qo°—57° 56’ 47" 8==532° 23’12 2
Szukamy kqta C. kat ACD== 45° 15'35%, 5
’ kat DCP= 57° 56" 47", 8
przeto kat ACB==102° 52’253
87. Prsykiad do liczby 75. Niech w trojkacie 4BC,
beda wiadome bok 4B=—135,7 pretom, kat 4==28° g’ 10",

- kat B prosty; trzeba znulesé kat C i boki BC, AC.

Szukamy kata C. Kat A==48° g’ 10"; odejmujac ten kat
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od kata prostego, tojest od go® zostaje kat C=41°51" 50"
Szukamy boku BC. Mamy proporcya; P:styd=—=AB: BC,
tojest, Pro : sty (48° 9’ 10")==135,7 : BC.

408. 100,7= 2,152580

Log. sty (48° ¢’ 10")==10,047892

12,180472

Log. Pro==10,000000

Log. BC= 2,180472
Log. 151, 5= 2,180413
; wiee bok BC=151,5
Szukamy boku AC. Mamy proporcya; P:sieozA==AB:AC,
tojest, Pro:sie (48° g 10)==135,7 : 4C.
Log. Pro*.==20,000000
dop. Log. dosta (16> 9’ 10")== 0,175779
Log. 135,;= 2,132580
12,508359
Log. Pro==10,000000
Log. AC= 2,50835q
Log: 203,4=— 2,308351
wige bok AC=203,4 pretéom.
88. Przyktad do liczby 76. Niech w trojkacie 4BC.
(fig. 12) bedy wiadomé boki AB==246,8 prgtom, AC 357,
pretom, i kat A prosty; trzeba znalesé katy 41 C, i bok BC,
Ozukamy kqtow A iC. Mamy proporcya; AB:AC=P :sied,
tojest, 246,8: 357,g==Pro : Siecz 4.
Log. Pro=10,000000
Log. 357,0= 2,5563762
dop. Log. 246,0= 7,60765%"
Log. Siecz A==10,161417
Pro*
Siecz A .
przeto log. dosta A==log. Pro*—log.Siecz. 4
tojest, log. dosta A==20—10,161417==,838583.
aze A-4-C==qo°, wigc log. dost A=—=log. wst (==9,838583
log. wst (43° 35) ==0q,858477
; 106
133 : 106=60": 47".8; wiec kat C==43° 35'47",8
ztad kat A==00°—43° 35*47" 8=46° 24' 12", 2
Szukamy boku BC. Mamy proporeya; Pisty A==AB : BC,
: tojest, Pro :sty (46° 24" 12" 2)==246, 8 : B(.
. Log. 246, 8= 2,592545
Log.sty (46° 24/ 12", 2)==10,021283

12,413628 ,
Log. Pro== 10

. ; Pro*
aze (3o0)Sie A= dostad s 2tad dosta A=
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Log. BC=— 2,415628
Log. 259, := 2,415467
161
167 :161 == 1:0,9: wiec bok BC=259,19 pretom.

89. Prazyktad do liczhy 77. Niech w trojkgcie ABC
(fig. 12), beda wiadomé. bok AL==456,7 pr¢tom, B(=315,6
pretom, i kat prosty B trzeba znalese katy 41C,1bok AC.
Szukamy kqtow A1C. Mamy proporeyas A6 : BC=P :sty A,

tojest, 450.7 : 345,6==I"ro : sty 4.
Log. Pre=—10,000000
Log. 345,6= 23538574
dop. Log. 456,7= 7,54056q
Log. sty A4— 9.878943
Log. sty (37°6')= 9,878bg1
252
262 : 252=00": 57", 7; wigc kat 4==37° 6’ 5",
: a kat C==90%—37° 6’ 57", 7==52° 53’ 2", 3.
Szukamny boku AC. Mamy proporeya: P :siecz A=—=AB: AC,
tojest, Pro:Siecz (37° 6/ 57" 7)==16,7 : AC.
Log. Pro’==20,000000
dop. Log. dosta (57° 6’ 57", 7) == 0,098315
Log. sie (37° 6’ 57",7 =10,098515
Log. 456,7 = 2,609631
Log. AC= 2,7;}7916
Log. 572,7 = 2797927
19

76:;9: 1:0,2; wiee bok AC==572,72 pretom.

9o. Przyklad do liczsby 79. Mamy w trojkacie 4BC,
(fig. 17) tg samg wartosé rzeczy danych,jaka byla w liczbie
85; tojest, bok AF==1234, pretom, kat 4==65° 43’ 20", kat
B==54° 52" 10"; trzeba znales¢ powierzchnia trojkata.

Rozwiqzanie. Na znalezienie wysokoscr CLD, mamy,

P:wst A=AC : CD; aie 2 liczby 83 AC=110,56

przeto, Pro:wst (65° 45’ 20") ==116,56: CD.
Log. 116,56 = 2,065802
Log. wst (65% 43’ 20")== 9.959&
- 12,025589
Log. Pro=mo.
Log. wysokosei CD = 2,02558
Log. podstawy 123,4== 2,0913)
dop. Log. 2= 9,693970
Log. powierzchm ABC== 5815874%
Log. 6544 == 3,815843
31
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66:31==1:0,48, wigc powierzchnia trojkata ABC=—6544,48
\ . AB* > wstd > wstB
albo tak. Mamy- (79) Pow. tr. ABC =__§>< 'P“>?>w<TtT‘

3 __(125,4)" > wst(65954" 20”) X wst54232"10")
tojest,Po.tr. ABC—= 2 S roS<wst (bgl 47307
Log. (125.4)*=%4,182630
Log. wst (652 43’ 20")==9.959787
Log. wst (54° 52" 10")==9 91008 1
dop. Log. 2=9,b93970
dop. wst (59“ 44’ 50")==0,0630606
Log. pow. troj.ABC==5,815874;ten sam
logarytm, jakismy otrzymali sposobem poprzedzajacym.
9t. Praykiad do liczby 8o. Weimy w trojkacie ABC,
te same wartosé rzeczy wiadomych, jaka byla dana w li-
czbie 8%, tojest AB==7545,6 pretom, AC = 254,5* pretém,
kat C==65% 43’ 20"; trzeba znale5¢ powierzchnia trojkata.

" Rozwiazanie. Na znalezienie wysokosci C 1 mamy
P:wst C=A4C: CD; aze z liczby 84 kat A=—76% 4’ 1o,
przeto Pro:wst (769 4’ 10°)==254,5 : CL.

Log. 234,5= 2,370143

Log. wst (76% 4" 10")== 9,987035
12,357178

Log. Pro.=10 A
Log. wysokosci CD= 2357178
Log. postawy AB= 2538574
dop. Log. 2= 9,698970
Log. pow. ABC= 4,5¢4722
Log. 3932= 3,594613

109
111 :100==1:0,982; wiec pow. troj. ABC=53932q,82 pre. kw.
92. Przyktad do liczby 81. Zaloimy w trojkacie ABC
¢ same wartoéé rzeczy wiadomych, jaka byla pod liczba
85, tojest bok AB=345,6 pretéom, AC=456.7 retom, kat
A=76" 54 50"; trzeba znalei¢ powierzchnig trojkata ABC.
Rozwigzanie. Na znalezienie wysokosci CID mam
P:wst A=AC :CD,tojest, P :wst (762 54’ 30")==456,7 : CD,
Log. 456.7= 2,659631
Log. wst. (762 54’ 30")== 9.988563
12,648194
Log. Pro.= 10
Log. wysokosei CD= 2,64819%4
Log. podstawy AB = 2,538574
dop. Log. 2 = 9,698970
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Lag. powierzchni ABC== 4.885;38
Log. 7666 = 5,885700
58
57 :38==1.:0,666; wigc pow. troj. 4BC = 76866.66 pre. kw.
albo tak: Mamy (81), pow. troj. ABC=AI}>5;121>)5 i L.
. R
545,6 DX 456,7 DX wst (762 54’ 30")
2><Pro.
dop. Log. 2:9.628970
Log. 545,6=2,538574

tojest, Pow. troj. ABC=—=

" - Log. 456,7=2,65¢9631
Log. wst (76 54’ 30")==9.988563
Log. pow. troj. ABC=%,685738
Ten drugi sposob w tém si¢ rézni tylko od sposohu
piérwszego, 1z wedlug sposobu piérwszego, znai(fujemy
najprzod logarytm wysokosei CD, dodajac log. wst 4, do
log. AC, a potém do log. wysokosci dodajae logarytm po-
lowy podstawy 4B, znajdujemy logarytm powiérzcﬁni troj-
kata; sposobem za$ drugim postgpujae, otrzymujemy za je-
dnymrazem logarytm powierzchni trojkata, zbierajac w je-
dng summg log. wst 4, log. AC, ilog. polowy podstawy AB.
93. Przyktad do liczby 82 Zakladamy w trojkacie
ABC, (fig. 15116) tg sameg warto$é rzeczy wiadomych, jaka
byla w liczbie 86, tojest bok AB==123,4; AC=678; BC=.
89,13 trzeba znaleS¢ powierzchnia trojkata ABC.
Rozwiqzanie. \Vysokosé CD znajdziemy z ktérego-
kolwiek trojkata prostokatnégo np. ACD przez proporeyg,
Pro:wst A=—AC:CD.
Aze znalezliSmy pod liczba 86 kat A==442 44’ 24", 5.
przeto Pro:wst (44% 44’ 24" 5= 67,8 : CD
Log. 67.8= 1,851230
Log. wst (442 44’ 24" 5)= 9,847506
i 11,678736
Log. Pro=1o.

Log. wysokosci CD==1,6;8736
Log. podstawy 123,4== 2,091315
dop. Log. 2= 9,698970
Log. pow. troj. 4B(== 5,469021
Log. 2944== 5.468938
83
148 : 83==1 :0,56; wigc pow. troj. ABC==294%4,56 prgt. kw.
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L tablicy zamykajacéj rocaryrmy liczb rozcig-
gajacych si¢ od 1 az do 10000.

B

! -‘V TApLicy zamykajacé) logarytmy liczb od 1 az do

10000, nastgpujacy uklad jest zachowany:
1°. Na stronie bgtej na szesé kolumn czyli szeregbw
podzielonéj umiesczoné sa logarytmy liczb calych, za-

czawszy od.1 az do 100: a to w ten sposob, iz piérwsza,

trzecia i pigta kolumna liczby, druga za$, czwarta i szd-
sta logarytmy tymze liczbom odpowiadajacé zamyka.
2% '{‘ak na téj stronie, iako 1 na innych nast¢pnych,
cechy logarytmom wlasciwé, nie sa polozone. Pamigtajac
~ atoli, iz cecha logarytmu zawsze tyle jednostek mniéj jedng
. w sobie zamykac powinna, ile znajduje si¢ cyfer w téj li-
a czbie , ktoré) logarytmu szukamy; latwo kazdy logarytmo-
. wi znalezionemu przyzwoita ceche dodaé potrafi. I tak:
- liczbom rozciagajacym sig od 1 az do 10, daje si¢ za cechg
. 0; od 10 az do1oo, dajesi¢ 13 od 100 az do 1000, daje sig
§ za ceche 2, 1t.d.
3°. Na 6otéj, 61széj, 62gi¢j, i t. d. stronach znaj-
dujg si¢ logarytmy liczbjod 100 az do 1000 rozciagajacych sig,
ktore stuza oraz liczbom zawartym miedzy 1000 1 10000,
Inné sczegélnosel ukladowi tablicy téj wlasciwe, na-
stepujacé uiywania objasma.

Zywanie piérwsze. Znalesé logarytm liczby, granicy

| tablic nieprzechodacéj, tojest: ktéra jedne, dwie, trzy, lub
cztéry cyfry w sobie zamyka.
©1°, Jezeli liczba, ktoréj logarytmu szukamy, z jednéj
lub ze dwoch cyfer sklada sig, upatrujg jé] w trzech strony
Sgtej kolumnach naznaczonych wyrazem liczby, aw przy-
legié] kolumnie naznaczonéj wyrazém logarytmy, znajde
obok liczby danéj, logarytmowe ulamki dziesiagine z sze-
bciu tylko cyfer zlozone (¥), przed ktéremi, gdy poto‘z'q przy-~

(") W janych tablicach logarytmowych ulamki dziesigtne pospalicie
z siedmin syfer cz2yli znakéw liczebnych skladajg sig, Jecz z¢ vachmm-
or
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zwoity cechg, tojest: albo o, albo 1, (podlug tego, co sig
pod liczba druga powiedzialo) bede miat logarytm Zadany.
/p. Cheae mieé logarytm liczby 1, znajduje 19 w piér-
wsz€] po lewe] regce podluznéj kolumnie strony bgtej;
w drugiéj zas przylegléj podluznéjkolumnie znajde obok 19
lezace logarytmowe ulamki dziesiatne 278754, przed ktéré-
mi polozywszy przyzwoila ceche, jak tu 1, bede miat lo-
garytm 1, 278754 odpowiadajacy liczbie danéj1g. Podobnym-
ze sposobem znajdg logarytm 45 == 1,653212; logar. 66 =
1,819544; logar. 79 ==1, 8976273 i t. d.
2°. Jezeli liczba dana ze trzech cyfer sklada sig, szu-
kam w piérwszé) po lewéj rece kolumnie podtuznéj strony
totéj lub 61széj, b62giéj, 1 t. d.; a w drugié) podluzinéj ze-
rém naznaczoné) kolumnie téjze strony znajde logarytm od-
powiadajacy liczbie danéj, ale bez cechy jemu przynalezy-
téj, ktora w tym razie powinna byé 2. Np. Aby mieé lo-
garytm odpowiadajacy liczbie 103, znajde na stronie 6otéj
obok liczby danéj logarytmowe ulamki dziesiatne 012837,
przed ktoérémi poloéywszy ceche 2, bede mial logarytm
2,012837 odpowiadajaey liczbie 105. Podobniez natéjze stro-
nie znajde loga!(‘iytm 135==2,150534; logarytm 148==2,170261;
na 61szé;, znajdg logarytm 165 ==2,212188; 1 t. d.
Szukajac logarytmu liczby 107, znajde obok niéj ulam-
ki dziesiatné ze cztérech tylko cyfer zlozone, tojest: 93584,
do ktoérych gdy po lewéjrece przylacze te dwie cylry, ktoré
zaczynaja najblizszy poprzedzajgcy logarytm z szesciu cy-
fer zlozony, a ktére od innych cztérech tegoz najblidszé-
go logarytmu cyfer malym odstepem sa oddzielone, jak tu
dwie cylry o2, zaczynajace logarytm liczby 105, bedg miak
logarytmowe ulamki dziesiatne takze z szeSciu cyler zlo-
Zone, 029384, tym przydawszy cechg 2, bedzie logar. 107
==2,029384. Podobniez na logarytm liczby 138, znajde
obok niéj cztéry cyfry g879, do tych przylaczywszy pole-
wéj rece dwie cyfry 13, zaczynajace najblizszy poprzedza-
jacy catkowity logarytm liczby 1355, bgdg mial logar. 158
==2,159879. Na stronie 68mej, na logarytm liczby 5:4, znaj-
dg¢ ulamki dziesiatne ze trzech tylko cyfer zioZone 963,
tym przydawszy po lewé) rece trzy cyiry {10, zaczy-
najace najblizszy poprzedzajacy catkowity logarytm li-
czby 513; bedzie logarytm 514 ==2,710963. Tak sobie po-
stgpowaé trzeba zinnémi kazdéj kolumny zerem nazna-

ki pospolite tak wielkiego przyblizenia nie potrzebujs, z tablicy
terainiecjszé) odrzucono siédmg, czyli pierwszg od reki prawé) cy-
frg, gdzie jednak odrzucona cyfra wigksza byla od 5, tam ostatnig
pozostaly zawsze powigkszono iednoscig. Przyczyna tego powigksze-
nia zasadza sig na wlasnosciach ulamkéw dziesigtmych.
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ezonéj ulamkami dziesiatnémi, w ktérych dla unikniénia
kilkokrotnégo powtarzania jednychze liczb, ostatnie tylko
odmienne cztéry lub trzy cyfry w tablicy sa umiesczoné.

5°. Gdy liczba, ktéréj Ingarytmu szukamy, ze cztérech
cyfer sklada sig; w tym razie trzy pierwszé cylry ozna-
czajace tysiace, sta 1 dziesiatki, w piérwszym po lewéj r¢-
ce rzedzie podluznym karty przyzwojté), naznaczam sobie
palcem jednéj reki; ostatnig zas czyli czwarta danéj liczby
cylre, naznaczam drugié) reki palcem w najwyzszym rzg-
dzie poprzecznym, w ktorym umiesczone sa liczby pocza-
tkowe nast¢pne od o, do g3 prowadzg potém te palce,
piérwszy wprzéd przed sig, drugi na dol prosto, poki sig
nie znijdg. W miéjsen znijscia sie paleow, znajdg liczbe,

- albo ze cztérech (jak na stronach 6otéj, az do 67méj, albo

PR g, - ke

tez ze trzech (jak na stronach od 68méj, az do 77méj) cy-
fer zlozona, doktoréj gdy przylacze te dwie albo trzy cy-
fry, ktore si¢ w drugim po lewéj rece rzedzie podluz-
nym, w jednéjze linii prosté) z tamtémi znajduja, a od in-
nych cztérech albo trzech malym odstgpém sa oddzieloné,
bede mial logarytmowe ulamki dziesiatne z szesciu cyfer
zlozone; przed témi polozywszy ceche 3, bede mial wia-
domy logarytm liczby ze cztérech cyler zlozoné.

I tak np. chcac mieé logarytm liczby 1458 ; szukam
trzech piérwszych cyfer 145, w piérwszym po lewéj re-
ce rzgdzie podluznym strony 6otéj; ostatmié) zas cylry 8,
szukam na téjze stronie w najwyzszym rzedzie poprze-
cznym; posuwam palce tak, jak si¢ powiedzialo wyzéj, a
w zbiegu palcéw znajd¢ ulamki dziesiatné ze cztérech

. cyfer zlozone, 3758, do tych przylaczywszy dwie cyiry 16,

ktore na téjie stronie, w drugim po lewéj rece rzedzie po-

- dluznym w jednéj linii z tamtém cztéréma cyframi leza,
~ a od innych malym odstepem sa oddzielone, bede mial u-

Yamki dziesiatné z szesciu cyfer skladajace si¢ 163758; a
tak bedzie logarytm liczby 1458==3,163758.

Podobniez, aby znalezé logarytm liczby 5157; najprzéd
ze trzéma piérwszemi cyframi iostatnia 7 postapiwszy so-
bie tak jak sig w poprzedzajgcym przykladzie wylozylo,
znajdg na stronie 68méj w miejscu znijcia sig palcow, u-
Yamki dziesiatne ze trzech tylko cyfer ztozone, 5g7; do kté-
rych gdy przylyeze trzy eyfry 711, w drugim po lewéj rece
rzedzie podluznym obok 515 lezace, a od innych malym
OdstgP?m oddzielone , bede miat log. 5157 =73,7113g7.

I'en sam sposob postepowania zachowujac, znajde lo-

| Barytm 5465 ==3,539453; logar, 5569 == 3,745777; logarytm

8949="35,951994; i t. d

rzestroga. Niech bedzie zadano wynalezé logarytm
odpowiadajacy liczbie 1868. Postapiwszy sobie sposobem
we dwoch poprzedzajacych przykladach wylozonym, znaj-
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de na stronie 615zéj, w miéjscu znijscia si¢ paleéw, unlamki
dziesigtne ze cztérech cyler zloZone, tojest: 13773 w tych,
poniewaz piérwsza cyfra od lewéj r¢ki tojest 1 mniéjsza
jest od piérwszéj cyfry tych cztérech cyfer 9513, ktore
w drugié) po lewéj rece kolumnie podluznéj w jednéjze
z tamtémi cztérema linii prostéj leza; czyli poniewaz je-
dno$é mnidjsza jest od g, w tym razie druga po lewéj
rece liezbg  ztych dwoch 26, ktére zdrugié) kolumny,
doowych znalezionych eztérech cyfer 1577 majg byé przy-
laczone, powigkszyé trzeba jednoScia, tojest, nie 26, ale 27,
do cztérech owych znalezionych cyfer1377 przylaczyc na-
lezy, i bedzie liczby 1868 logarytm 3,271377. Szukajac
takze logarytmu liczby 19og, znajde utamki dziesigtne 08006,
do ktérych nie 27, ale 238 przylacze. Dla téjie samé)przy-
czyny, nalogarytin liczby 5849, znalazlszy ulamki dzesia-
tue ze trzech tylko cyfer zlozone, tojest, 082, przydam im
z drugiego po lewéjrgce rzgdu podluznego, inne trzy malym
odstgpem oddzielone cyfry, a te nie 766, lecz 767 it.d.
Na to sozegblnieysza bacznosé w wyszukiwaniu logaryt-
mow mieé potrzeba,
4°. We trzech pomienionych przypadkach, gdyby
Frzy jednéj, dwoch, trzech lub cztérech cyfrach, ktérych
ogarytmu szukamy, znajdowaly si¢ iescze zera po prawéj
rece tychze liczb, na ten czas znalazlszy w tablicy loga-
rytm odpowiadajacy samym cyfrom, trzeba do cechy zna-
lezionego logarytmu tyle jednostek dodaé, ile zer przy cy-
frach hiozby danéj znajduje sie, albowiem tensam logarytm
jest liezby 2, co 1 20, albo 200, lub 2000, 1 t. d. wyjawszy
tylko ceche, kiéra w piérwszym razie bedzie o, w drugim
1, w trzecim 2, w czwartym 3. I tak
log. 2 ==o0,501050. podobnie, log. 346 =2,559076.

log. 20 ==1,301050. log. 3460 ==3,55go76.
log. 200 ==2,301050. log. 34600 == 4,539076.
log. 2000 ==3,301030. log. 346000 ==5,539076.

UzZywanié drugie. Znalezé logarytm liczby tablicg
Przewyzszajace). g
Wiadomo jest, iz gdy liczbe jakowa powigkszymy lub
umniépzymy zerem, zawsze tez samé w logarytmie jéj
znajduja si¢ ulamki dziesigtne, a cecha tylko odmienia sig;
ztad wyplywa sposéb wynajd)ywa.nia w powszechnosei lo-
garytmbéw odpowiadajacych liczbom granice tablicy prze-
wyzszajacym. Zalozywszy np: iz mamy tablicg rozciaga-
jaca sig-od 1 tylko do 1000, mech bedzie potrzeba wynalezié
logarytm odpowiadajacy liczbie 6778. Po prawé) regce da-
nych owych liczb oddzielmy kreska tyle cyfer, ile potrze-
ba, aby reszta pozostala mogla si¢ miesci¢ w tablicy; w tym
przykladzie oddzieliwszy od liczby danéj-jedng cyfre, zosta-
nie si¢ liczba 677 mogaca sig miescic¢ w tablicy ; nadto wes-
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my w téjze tablicy liczbg 678, po liczbie 677 zaraz na
stepujaca; to wykonawszy, nwazmy: :

1°. Poniewaz liczb 6770 16780 ten sam jest logarytm
(wyjawszy cechg) co i liezb 677 1 678, ztad oczywiscie po-
kazuje si¢, 1z jako migdzy.'hczbamn 0770_} 67l8o 1)(\ér?drlle
sa nastgpujgce koncowe liezby 71,72, 73, 7%, 75, 76, 77,
78, 79; tak 1 logarytmy ich migdzy logarytmami tamtych
posrednie byé musza. ;

2°, Widzimy z tablic, ze kilka logarytméw, ktére na-
stepuja po logarytmach liezb 677 1 678, maja tg samg co
i te logarytmy rozniceg, tojest 61 tak, jak 1 réznica liczb
im odpowiadajgcych jest taz sama, tojest 13 czyliy cojednoz
jest, widzimy z tablic, iz réznice logarytméw proporcyo-
nalne sa réznicom liczb, ktére odpowiadaja tymize logary-
tmom (¥): a zatém jezeli réznica migdzy liczba dana i li-
czba mniéjsza 6770 danéj liczbie najblizsza, jest polowa,
lub trzecia czgscia, albo czwarta, i t. d. réznicy migdzy
taz liczba najblizsza 6770, 1 druga 6780 to tez 1 roznica
miedzy logarytmem odpowiadajacym liczbie danéj, a lo-
garytmem odpowiadajacym liczbie najblizszéj 6770 bedzie
prawie polowa, trzecia czescia, czwarta 1 t. d. roznicy za-
chodzacéj migdzy dwoma logarytmami odpowiadajacémi
dwom liczbom 6770 16780. Ze tedey roznica migdzy liczbg
dang 6778, 1 liczba jéj naybligsza G770 jest % czgsScig ro-
Znicy zachodzgcé) miedzy taz liczba najblizsza 6770, 1
drugg 6780, (gdyz 6778 — 6770=28, za$ 6780 — 6770=105)
wige 1 réznica migdzy logarytmém liczby danéj 6778 i lo-
garytmém liczby najblizszéj 6770, bedzie % czgscig liczby
641, ktora jest réznicy zachodzaca migdzy dwoma loga-
rytmami odpowiadajagcémi dwom liczbom naturalnym po
sobie {llacym 677 i 678, czyli co jednoz jest liczbom 6770
1 6780. Wige gdy wezmiemy % réznicy 641, i przydamy
ig do logarytmu liczby 677, czyli 6770, bedziemy mieli lo-
garytm odpowiadajacy liczbie danéj 6778. I tak logarytm
liczby 677 czyli 6770, pomingwszy ceche, jest 830588; logar,
678 czyh 6780 jest 831229; réznica ich 6415 té] czesié dzie-
sigta 6% przydana osm razy do logarytmu mniéjszégo, to-
jest dologarytmu liczby 677, da nam 3,850652 logarytm od-
powiadajgoy liczbie 6778,

(*) Scisle biorge, nigdy to doskonale nie prawdzi sig, aby réinice los
garytméw byly zupelnie proporcyonalne réinicom liczb odpowia-
dajacych tymze lagarytmom ; w wigkszych atoli licabach pomienies
ma proporcya dosy¢ sig do zupelnosci przybliza, na czém mozna
przestac, 1w uzywaniach pospolitych mie¢ j3 za dostarczajjco - da-
skonalg. ’
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5°. Wige aby na fundamencie rozumowania poprze-
dzajacego wynalezé logarytm liczby z pigciu, szesciu,it. d.
cyler ztozoné), a tém samém przewyzszajgcé) granice téj
tablicy , (bo ta, jako si¢ wyzéj powiedzialo, rozciaga sig
tylko od 1 az do 1r0000:) trzeba: Najprzdd: po praweéj re-
ce liczby danéj, odjaé tyle cyfer, ilu ona naywinsquiczbq
tablicowa przewyzsza. Powtire: Zinalazlszy logarytm czté-
rech cyfer po lewé) r¢ce za kreska pozostalych, potrzeba
go odja¢ od logarytmu wigkszego zaraz po mim nastepuja-
cego w tablicach. Potrzecie: Wziawszy cyfry po prawéj
rece liczby danéj kréska oddzielone, wziasé potrzeba je-
dno$é z tylu zerami, ile bylo cyfer kreska ocﬁizielonych ’
tojest: jezeli jedna cyfra byla oddzielona, bierze si¢ 10; je-
zeli dwie, 1003 jezeli trzy, 1000, i t. d. Poczwarte: Ze
trzech tych wyrazéw wiadomych nastepujaca uklada sig
proporcya: Jak si¢ ma 10, albo 100, 1000, 1 t. d. do cyfer
odcigtych po prawéj rece liczhy danéj: tak sie¢ ma rézni-
ca znaleziona migdzy dwoma logarytmami, do réznicy od-
powiadaigeéy cyfrom pozostalym po prawéj rgce danéy li-
czby. Naostatek: Czwarty wyraz téj proporeyi, albo co
jednoz jest, nowa wynaleziona réznice dodawszy do logary-
tmu odpowiadajgcégo cztérém piérwszym cyfrom dané;
liczby, summa z dodania wynikajaca, gdy jé) przyzwoita
ceche przydamy, bedzie logarytmém szukanym. Niech be-
dzie dana liczba 45648. Logarytm liczby 4564, iest 659346,
réznica iego odlogarytmu liezby 6565, ktéra po tamté) na-
stgpuje w tablicach, jest g5. Cyfra po prawé) rece odcigta
jest 8; przeto za piérwszy wyraz proporcyi wziawszy 10;
{)gdzie 10:8==95:76 T'en czwarty wyraz 76 dodany do lo-

arytmu mniejszégo 659346 odrowiadaigcégo liczbie 4564, da
ﬁ)garytm szukany 4,65?422 nalezacy do liczby dan@#45648.

Szukajmy 1escze logarytmu liczby 7853646. Logarytm
liczby 7853, jest 895036; réznica migdzy nim i wigkszym
w tablicach nastgpujacym jest 55; cyfer odeigtych jest
trzy 646; przeto za piérwszy wyraz proporcyl wziawszy
1000, bedzie 1000: 646=055: 35 5%% Wyraz czwarty
55 y5hn gdy dodam dologarytmu 895036, bede mial liczbie
dané) 78563646 odpowiadajacy lo arytm 6,895071 7% 5 czyli
zaniechawszy ulamek, bedzie logarytm 7855046 =6,895071;
albowiem w logarytmach jako zamykajacych wielkie utamki
dziesigtne, ostatnia ich po prawéj rgce cyfra jakoZkolwiek
zmnie)szona, lub powigkszona bedzie, Zadnéy w logarytmach
znaczné¢] odmiany nie sprawuje.

Podobnymze sposobem postapiwszy sobie, znajdg licz-
bie 9477856 odpowiadajacy logarytm 6,976711. Za$ licz-
by 20993077 logarytm 7,522076; 1 t. d.

T'o jest, co do objasnienia 1 uzywania téj tablicy mé-
wié nalezalo. Co si¢ zas tycze sposobéow wynajdywania

http://rcin.org.pl



05 wa

logarytméw nalezgeych do ulamkéw dziesiatnychi plamké)v
zwyczajnych, tudziez wyszukiwania liczby odpowiadajaeéy
logarytmowi, ktory albo przechodzi tablicg, albo wpada
migdzy dwa logarytmy w tablicy, jako tez prawidel uzy-
wania logartymow; mamy je wylozone w Arytmetyce.

OBJASNIENIE I UZYWANIE

tablicy zamykajacéy vocaryrmy wsTaw 1srycznyen
od minuty 1 az do go stopni.

A T

NA wzor ulozonéj tablicy logarytméw odpowiadajacych
liczbom sporzadzone sg tablice logarytméw wstaw 1 sty-
cznych. ;

Tablice po lewéj rgce bedace, (jako to: na stronacl
78, 8o, 82, i t. d.) logarytmy wstaw, a po prawéj (iak
to: na stronach 79, 81, 83, i t. d,) logarytmy stycznych
w sobie zamykaja, poczynajac od minuty 1 az do go stopu:

1°. Pierwsze pigé stopni6éw z minutami swojémi znaj-
duja si¢ na stronach 78, 79, 8o, 81; stopnie w najwyzszym
szerégu poprzecznym, minuty w piérwszym po lewéj r¢ee
szerégu podluznym, w jnnych za$ szeregach, logarytmy o-
wym stopniom 1 minutom odpowiadajaee z cechamn swoje~
mi1 sa rozlozZone.

I tak np. aby mieé logarytm wstawy minut 4, szu-
kam ich w piérwszym po lewéj rece szeregu podluznym
strony 78méj,, a w drugim przyleglym, znajd¢ obok za-
dany logarytm 7,065786. Szukajac w tymze samym sze-
regu logarytmu 20’ znajde obok nich w przyleglym sze-
regu logarytmowe ulamki dziesiatne 764754,a gdy 1m przy-
dam powyzsza ceche 7, bedg mial log. wst. 20'=7,764754.

K’a logarytm wstawy minut 34, znaydg ulamki dzie-
sigtne z pigeiu tylko cyfer 95193 zlozone , przed kiéremi
gdy polozg cyfre g, zaczynajgea najblizszy poprzedajacy lo-
garytm z szesciu cyfer zloZony , bede mial utamki dziesia-
tne z szesciu cyfer zlozone 995198, tym przydawszy naj-
blizsza poprzedzajaca ceche 7, bedzie log. wst.34" =7, 995193.

Ten sam sposéb post¢powania zachowam z innemi
dziesigtnemi ulamkami, w ktérych, tak jak w logarytmach
liczb dla uniknienia czgstego powtarzania jednychze cyfer,
ostatnie tylko odmienne pigé lub eztéry, trzy albo dwie
eylry w tablicach sg polozone.
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Cheac miéé logarytm wstawy 2 stopniéw i minut 44;
znajduje 44’w kolumnie przywoitéj, a potém postepuje wprost
ku prawéj rece poty, poki nie déjde do téj kolumny podiu-
4né), ktoréj w najwyzszym szeregu poprzecznym 2 stopnie
odpowiadaja; tak miéé bedg log. wst.(20 44') = 8, 678405.

Podobnymze spopobém postgpujac, znajde logarytm
wsta 4° =8, 843584 ; logarytm wsta (1° 26)=28,598179;
log.wst(3° 25/)=="5,828884; log.wst(5° 5g')==9;018031; 1t. d.

2% Na stromie 82gi¢j i innych nastegpnych, zaczynajac
od 6° az do go°, rozlozone s stopmie 1 minuty z logary-
tmami im odpowiadajacemi, ale porzadkiém odmiennym
od tego, ktory na dwoch poprzedzajacych stronach widzie~
lismy, tojest: w piérwszym po lewé) re¢ce podluznym ka-
zdéj strony szeregu na siedm przedzialow podzielonym u-
miesczonych jest zawsze siedm stopniow po sobie naste-
pujacych, z przylaczonémi do kazdego z nich osobno minu-
tam dziesiatkowemi, tojest: 10/, 20’, 30’, 40’, 50'; w dru-~
gim za$ podluZnym zerem naznaczonym szeregu znajduja
si¢ logarytmy tymze stopniom i minutom dziesiatkowym
odpowiadajgce. Co sig tycze dziewieciu jednostek posre-
dnich msedzy dziesigtkami 10, 20, 50, 40, 503 tych szukaé
potrzeba w najwyzszym szeregu poprzecznym, gdzie sa u-
miesczone liczby poczatkowe 1 nastepné 1, 2, 3, 4, 1 t. d.
Ruzecz te nastgpujacé przyklady objasma.

Niech be¢dzie potrzeba wynaleZé log. wst(6° 40’). Szu-
kam danych stopniow 6 1 minut 4o, w piérwszym po le-
wéj rece szeregu podluznym strony 82gi¢j, a obok minut
40, znajdujg w drugim przyleglym szeregu ulamki dzie-
sigtne 064806, przed ktéremi gdy poloze¢ cechg g, bedg
mial log. wst. (6° 40")==9,064806. Gdyby zamiast log. wst.
(6° 40’ J))otrzcba bylo wynalezé log. wst(6° 44'); bedg naj-
przod 6° 1 40, tak jak piérwiéj. upatrywal w piérwszym
szeregu podluznym, potém zas od 40 minut postepujac
wprost ku rece prawé) poty, pokinie dojdg do té) kolumny
podluznéj, ktoré) w najwyzszym szerego poprzecznym od-
powiada Jiczba 4, tam znajde ulamki dziesiatne zé czte-
rech cyler zlozone gio7, do ktérych gdy przylacze naj-
przéd dwie eylry ob, w drugim po lewéj rece podluznym
szeregu obok 4o’ lezace, a petém przydam cechg przyzwoi-
ta 9, bede mual log. wst(6° 44')==g.069107. Na log. wst.
(55° 23'). znajde na stronie gb¢éj w kolumnie podluzné), kto-
ra odpowiada liczbie 5 polozoné) w najwyZszym szeregu
poprzecznym, ulamki dziesiatne ze trzech cyfer zlozone 385,
doktérych gdy przylaczg cyfry 015, wdrugim po lewéj
rece szeregn podiuznym  obok 20’ polozone, begda mial
log. wst(55° 25/) == 9.915585 i t. d. ;

Przestroga dana na stronie 5152éj o wynajdowaniu
logarytméw odpowiadajgeych liczbom, powinna takze byé
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zachowana w wyszukiwanin logarytméw wstaw. I tak
np. szukajac log. wst (6° 45%), znajdg ulamki dziesiatne 0176,
do ktorych podlug wymienionej przestrogi, dolaczg z dru-
giego po lewej rece szeregu podtuznego nie ob, ale 07,1 be-
dzie log. wst(6° 45%)==9.070176. Chcac mie¢ log. wst (79 49"),
znajde ulamki dziesigine ze trzech cyfer ztozone 104, do
tych przylaczywszy z drugiego po lewej reee podiuznego.
szerego trzy cylry, a te mie 992, ale 993, mie¢ bedeg
log. wst (79 49") ==9.993104. Na log. wst (86° 48’) znajdg
utamki dziesigtne ze dwoch tylko cyler zloZone 22, dokto-
rych z dragiego po lewej rgee podluznego szeregu przyla-
ozvwszy cztery cylry, a te nie 9992, ale 9995 mieé bedg
log. wst (86° 48')=—=9,999522. 1 t.d.

Z)ogarytmam stycznych nalezy postgpowaé¢ wedlug
tychze samych prawidel, odmieniwszy tylko wyraz wstawa
na wyraz styczna.

3°. Lubo tablice te zawieraja logarytmy wstaw 1
stycznych tylko na stopnie 1 minuty pierwsze, chcac a-
toli mieé logarytm wstawy lub styeznéj odpowiadajacé]
pewnéj liczbie stopniéw, minut pierwszych 1 minut dru-
gich, mozna tego do6j5é sposobem nastepujacym. Wezme
w tablicy logarytm np. wstawy nalezacéj do liczby danych
stopniéw 1 minut pierwszych, a odciagnawszy go od lo-
garylmu wiekszego zaraz pa nim w tablicy polozonego,
uloze¢ nastgpujaca proporcya: 6o minut drugich, majq sig
do liczby minut drugich danych; jak roZnica migdzy
wzigtemu w tablicy logarytmami, do czwartego wyrazu,
ktory dodam do logarytmu wstawy stopniow 1 minut pier-
wszych. Np. Dajmy, iz jest zadano znalezé log.wst(6° 45’ 40");
logarytm wstawy danych stopniéw i minut pierwszych to-
jest log. wst (6° 45"), jest g,070176; logarytm wigkszy po
nim bezirednie w tablicy polozony, jest g,071242 odpowia-
dajacy wst (6° i 46%); roznica dwoch tych logarytméw, jest
1066; wiee ulozg nastepujaca proporeya, 6o” : 40"==1066: 710,
T'en czwarty wyraz przydany do logarytmu mniejszego
9,070176, daje log. wst (6 45" 40%) = g,070886.

Wzajemnie te, jesli mam logarytm wstawy, ktéry
nie zupelnie znajduje sig¢ w tablicach, jest to znakiem, 1z
logarytm ten odpowiada wstawie luku majacego oprécz
stopniéow iminut pierwszych jescze minuty drugie; te ze-
by wynalei¢ takowa proporcya uloze: rdinica dwoch lo-
garytmow mie¢dzy ktore wpada logarytm dany, ma sig¢ do
réZnicy migdzy tymie logarytmem danym a logarytmem
mnieyszym przed nim wtablicy leZacym; jak si¢ majg 6o
minut drugich, do cawartego wyrazu, ktory wskaze liczbg
minut drugich szukanych; te dodam do liczby stopniow 1
minut nalezacych do tego logarytmu, ktéry jest w tabli-
cach polozony bezsrednie przed tym, ktérego szukam. T'rze-

H
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ba np. znaledé Ink, ktorego wstawy logarytm jest 9.916916.
Logarytm ten, Iubo co do wszyslklch cyler swoich nie
znajduje sig w tablicy, znn;duemy go jednak co do. pier-
wszych, 1 malo co mniejszy jest od logar, 9.916g45, a wig-
kszy od 9.916859. Pierwszy z vich nalezy do wst (55¢ ‘il)
drugi do wst (50 4 Y3 przeto luk szukany mus1 mieé ja-
l\owys nadmiar nad 55° 140’ a miedomiar do 55° 141’5 ten
I.ls z |edm:| strony nadmiar, a z drugié¢j niedonvar nie mo-
e by¢ co innego, tylko minuty drugie, bo migdzy minu-
t.mn pierwszemi i drugiemi nie masz nic posrcdmego.
Wiee abym doszedl llczhy minut drugich, znajduje naj-
przod réznice dwoch logarytmow qgan‘ab, 19.91 68Jq, mie-
dzy klore V\pnda Iuhar\lm dany , roéznca ta bedzie 86,
p(mlore znajdujg roinice mnuh logarytmem danym
9.916916, 1 logarytmem t.xbllcownn mniejszym .q16659,
roznica szukana b%dnc 57: naostatek uloze te Jroporeya,
86 : 5y==060": do wyrazu czwarlego, ktory jest 59", Zatém
Tuk S/,ukan\' l\toxct‘o wstawy logarytm jest 9.916106, za-
myka 55% 40’ 3¢" 1 t. d.
chehhy dzi nidme nie wyciagalo téj skrupulatnosei,
aby sie “)na\dm\nmcm minut drugich zatrudnia¢ nale-
len, dcsyc jest danemu lno.trvlnw\n. ktory si¢ nie zupel-
nie miesel w hbluv. wziase te stnpme 1 mmutv za odpo=
wiadajace, ktore S1C zn a](lu]a w tablicy przy Iogantmxe
mniejszym danemu luaar)tm«ml najblizszym. I tak w wyz-
SZym przy klad/w dla” logarytmu wstawy 9.916916, dosyé
bylo wziasé 55° 4o’, ktére odpowiadaja w tablicy logaryt-
mowl mniejszemu «_)gnbd.)g bezérednie logarytm dany po-
przedzajaceniu,
4°, Naostatek , aby mieé logarytm dostawv, trzeba
wziasé kat dopehneum, a odciagnawszy go od 9o, szukad
w tahlicach logarytmu, ktory wstawie owéj reszty pozo-
stalé] po odeiggnieniu, odpowiada: logarylm tu'c znaleziony,
hgdzie logary tmem dostawy. Gdy zas kat dany jest roz-
warly, lo“ar) tm wstawy dego bedzie ten sam, co logarytm
wstawy spelnienia tegoz kata. I tak dostana kata 73° jest
wslawa kata 179 wstawa kata 1569 réwna sig wstawie
kata 44¢ spclmaj:gcego kat dany do 180%
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1 000000 54 _5;31179 67 826070
2 501030 35 544068 98 832609
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Logarytmy wstaw 6°, 7°,8°% 9°%, 10% 11°, 12°. Cecha q.
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Logarytmy styczny ch 6°,7° ,8°.9°,10%11%12°. Cecha g.

M:iiunguitiy-
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]l Logarytmy wstaw 15°,14°,15°,169,17°,18°,19°.Cecha .
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Logarytmy styez.,153°,14%,15°,16°,17°,18°,19°. Cecha g.
g ‘ |
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l Logarytmy wstaw 20°, 21°,229,253°,24°,25°,26°.Cecha ¢
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e
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Logarytmy stycz: 20°,21%,22",25°,24%,25°,262, Cecha g
18R S U Wil
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Logarytmy wstaw 27°,28°,29°,50°,51°,529,55°.Cecha g. '
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[ Logarytmy stycz: 27°, 28 °, 29°, 30°, 519, 52°, 33°, 34°.
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Logaryt: wstaw 34°.55°, 56,379,38°,39%,409.Cecha 9.
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" Logarytmy stycznych 34°, 35°,36°,39°, 38°,59", 40°
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Logarytmy wstaw 419,429,43°,44,45°,46°,47°.Cecha q. ’
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Logarytmy stycznych 41°,

*

42°, 459, 44°, 45°, 46°, 47
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Logaryt: wstaw 48°,49°, 50°,51°,52°,539,54°.Cecha q. ,
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Logarytmy stycz.,48°,49%,50°,51°,52°,55°,54°. Cecha q. ﬂ
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Logarytmy wstaw 550,56",57°,58°,59°,609,61°.Cechag
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Logarytmy styez: 559,56°,57°,58°,59°,60°,61°. Cecha g.
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Logarytmy wstaw 62°, 63°,64°,65°,66°,67°,68°.Cecha g. "
M3k *
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Logaryt. stycz. 62°,65°,64°,65",66°,67°,68°. Cecha 10.
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Logaryt. wstaw 83°,84°,85°,86°,87°,88",89°. Cecha 6
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r Logarytmy stycznych 83°,84°, 85°,86¢,87°, 83° 89°.
Cecha 10. 11. 12
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“Logarytmy stycznych 83°, 84 °, 85°,86°, 8,°, 88°, 89°.
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